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Bevezetés

Az alábbi tételek a tanulás feltételezett sorrendjében vannak felsorolva. A változás az eddigi tapasztalatok eredményeképpen született:

 

- a szigorlatot teljesíteni nem tudó hallgatók esetében az ok legtöbbször nem a lexikális tudás hiánya volt, hanem inkább az, hogy a jelölt a lexikális anyagra való koncentrálás miatt az összefüggéseket, egyszerű következtetéseket nem volt képes levonni. Az alábbi felsorolás a bizottság által eddig is általában feltett kérdéseket tartalmazza, amelyekre az elégséges és közepes esetben jogosan vártunk  azonnali választ. 

 

A beugró feladatok segítik az értelmes tanulást, a szóbelire való felkészülést, a   közepes szintig.

 

- A jó és jeles szintek esetében az volt  az eddigi tapasztalat, hogy a jobb jegyet szerző hallgatók ezeket a fontosabb tételeket tudták, és szívesen el is mondták. Valószínűsíthető, hogy a lelkiismeretesen készülő hallgatók nagy része is szívesen fektet energiát a tanulásba egy "biztos " jó jegy érdekében, ha előre tudja, mi ennek a feltétele. Ezt a lehetőséget szeretnénk megadni azoknak is, akiknek esetleg az eddigi matematika eredményei nem a legjobbak voltak. Tudvalevő, hogy a matematikai fogalmak elsajátításához ún. érési idő kell, ez személyenként nagyon változó. Így lehetséges, hogy éppen a szigorlatra való felkészülés során áll össze a kép.  

 

A jó és a  jeles szintek esetében a bizottság dönt,  hogy a jelölt a tételnél felsorolt bizonyításból feleljen, vagy az összegyűjtött, alább felsorolt tételek közül dolgozzon ki egyet, a bizottság döntése szerint. Ennek célja az egyes feleletek körülbelül egyforma nehézségi szintjének biztosítása. A felsőbb szinteknél nem soroltuk fel az alsóbb szintek követelményét,  de értelemszerűen beleértendőek.

 

Az elégséges, illetve közepes szint esetében a jelölt dönt, hogy a tételhez tartozó bizonyítást szeretné-e kidolgozni,  vagy  húz az összegyűjtött, elégséges, közepes tételekből.

 

Az elégséges illetve közepes szintnél felsoroltak inkább alkalmazások, vagy példaszintű bizonyítások, melyek a témakör megértéséhez feltétlenül szükségesek.  

 

Szigorlati tételek Diszkrét matematika és algebra tárgyból  
 

 

2006-2010 szeptember
 

 

1. Algebrai struktúrák, I. 

Algebrai alapfogalmak: művelet, műveleti tulajdonságok és ehhez kapcsolódó tételek, inverzelem, egységelem fogalma.

Írásbeli feladatok típusai: adott struktúrában adott műveletre vonatkozó egységelem, inverzelem megkeresése. 

Elégséges: ld. beugró feladatok

Közepes: inverz, -oldali egységekre vonatkozó  egyértelműségi tételek bizonyítása

Jó: A lineáris leképezések esetében a null elem képére vonatkozó állítás és annak levezetése a lineáris tér axiómáiból.

Jeles:  A komplex számok szorzásra vonatkozó inverzének, egységelemének levezetése.

 

 

2. Csoport, kommutatív csoport, gyűrű, test, kapcsolatuk. Példák: egész számok csoportja, egységygökök csoportja,

 n ( m -es mátrixok gyűrűje, racionális számok, valós számok teste. 

 

Írásbeli feladatok típusai: Egységgyökök megkeresése, mátrix műveletek 

Elégséges: ld. beugró feladatok

Közepes: 3 x 3-as mátrixon levezetni a mátrix és adjungáltja szorzatának eredményét 

Jó : Inverz mátrixra vonatkozó képlet levezetése  

Jeles: Inverz mátrix  Gauss-eliminációval történő kiszámításának indoklása

 

 

3.  Komplex számok:  Műveletek komplex számokkal.  Komplex számok különböző alakjai. Hatványozás, gyökvonás.  

 

Írásbeli feladatok típusai: Átszámolás egyes alakok között, különböző alakban adott komplex számokkal végzett műveletek (gyökvonás is).

Elégséges: Átszámolás az egyes alakok között, a műveletek geometriai jelentései

Közepes: Trigonometriai alakban adott komplex számok szorzására vonatkozó képlet levezetése. Moivre formula. 

Jó: Trigonometriai alakban adott komplex számok osztására vonatkozó képlet levezetése.

Jeles: A komplex számok bevezetése számpárokként (a testaxiómák érvényesítésével.) Az=a+bi képlet jogosságának bizonyítása (izomorfia segítségével).  

 

 

 

4. Komplex szám konjugáltja.  Egységgyök, primitív egységgyök. Komplex számokra vonatkozó Euler formula.  Az algebra alaptétele. Minimálpolinom fogalma. Karakterisztikus polinom fogalma. Cayley-Hamilton tétel.

 

Írásbeli feladatok típusai: Átszámolás egyes alakok között, különböző alakban adott komplex számokkal végzett műveletek (gyökvonás is). Az algebra alaptételének  egyszerű következményeihez kapcsolódó egyszerű feladatok (pl. annak felismerése, hogy van valós gyök). Komplex együtthatós másodfokú egyenlet megoldása a komplex számok körében. 

 

Elégséges: Komplex számok szorzatának, hányadosának konjugáltjai. 

Közepes: Egységgyökök struktúrájára vonatkozó állítás és bizonyítása.

Jó: A primitív egységgyökök különböző definícióinak ekvivalenciája.

Jeles: Cayley-Hamilton tétel bizonyításának vázlata. 

5.
Algebrai struktúrák: 

Reláció általános fogalma. Bináris relációk. Ekvivalenciareláció, rendezési reláció, teljes rendezési reláció, és az ehhez kapcsolódó fogalmak, tételek.  Hasse diagram. Példa ekvivalencia relációra (hasonló transzformációk, mod(p)). Példa rendezésre (oszthatóság, tartalmazás).   

Írásbeli feladatok típusai: adott objektumokból álló relációk struktúrájának felismerése. A Hasse diagram megadása. Minimális, maximális, legkisebb, legnagyobb, alsó/felső korlát és határ felismerése.  Rendezés megadása. Ekvivalencia reláció megadása. Példa ekvivalencia relációra (hasonló transzformációk, mod(p)). Példa rendezésre (oszthatóság, tartalmazás).   

Elégséges: ld. írásbeli feladatok típusai:

Közepes: Hasonló transzformációk tulajdonságai.

Jó: Ekvivalencia reláció és partíció kapcsolatának bizonyítása

Jeles: bizottság jelöl ki tételt

 

 

6. Algebrai struktúrák: Boole-algebra, háló (kétfajta definíció), hálóelméleti fixpont tétel (Tarski). Komplementumos, egységelemes hálók.   

 

Írásbeli feladatok típusai: adott objektumokból álló halmaz struktúrájának felismerése. Komplementum megadása. a*b=a akkor és csak akkor, ha a o b=b

Elégséges: a*b=a akkor és csak akkor, ha a o b=b

Közepes: a kétfajta definíció ekvivalenciája

Jó: A  De Morgan szabályok bizonyítása a hálóelméleti axiómák alapján. 

Jeles: A Tarski-féle fixpont tétel bizonyításának vázlata. 

 

 

 

7.  A halmazelmélet és a nulladrendű logika, mint példák Boole-hálóra. (Háló, Boole-háló axiómái). Nulladrendű logika. Logikai (szemantikai) következmény fogalma. Modus ponens. Konjunktív normálforma. A rezolúció alapelve nulladrendben. 

Írásbeli feladatok típusai: Nulladrendű formulák kiértékelése. De Morgan szabályok bizonyítása mind halmazelméletben, mind a nulladrendű logikában. Egyszerűbb halmazelméleti összefüggések bizonyítása kétoldali tartalmazással. Logikai (szemantikai) következmény felismerése.

Elégséges:  Az  a®b formula ekvivalens a ØaÚb formulával (bizonyítás) 

Közepes: A logikai következményre vonatkozó egyik egyszerű tétel (pl. ha  a logikai következménye b, akkor a®b tautológia). Modus ponens helyességének bizonyítása a definíció, vagy valamely tétel alapján.

Jó: A rezolúció alapelve, mint helyes következtetési forma. 

Jeles: A rezolúciós bizonyítás ismertetése, helyességének indoklása. 

 

8.
Algebrai struktúrák:

Lineáris tér fogalma. Függetlenség, generátorrendszer, bázis, koordináták, dimenzió. Kicserélési tétel.

 

Írásbeli feladatok típusai:  Függetlenség felismerése. Adott vektortér egy bázisának megadása. Bázis felismerése. 

Elégséges: Független vektorrendszerből vektort elvéve a rendszer független marad.  

Közepes: Függő vektorrendszerhez vektort hozzávéve a rendszer függő marad.

Jó: Kicserélési tétel bizonyítása.

Jeles: A kicserélési tétel alkalmazása adott vektortér bázisainak elemszámára. 

 

9. A 3 dimenziós vektorok tere. Speciális műveletek: skaláris szorzat, vektoriális szorzat, vegyes szorzat, és erre vonatkozó tételek ezek számítása, geometriai jelentése, sík egyenlete.

Írásbeli feladatok típusai: Skalárszorzat, vektoriális szorzat, vegyesszorzat kiszámítása, sík egyenletének felírása adott normálvektor és pont, illetve 3 pont esetén.  

Elégséges: A skalárszorzat, vektoriális szorzat, vegyes szorzat geometriai jelentésének levezetése

 

Közepes: koordinátákkal adott vektorok skalárszorzatának, vektoriális szorzatának  kiszámítására vonatkozó képlet levezetése.

 

Jó: koordinátákkal adott vektorok vegyes szorzatának kiszámítására vonatkozó képlet levezetése.  

 

Jeles: Sík egyenletének levezetése, a lineáris közelítés, sík egyenletének különböző alakjai, ezek felismerése,  alkalmazása (pl. az analízisben is).

 

10.
Lineáris leképezések 

Lineáris leképezés mátrixa. Homogén lineáris leképezések mint lineáris tér.  Lineáris leképezések összege, skalárszorzata. Transzformációk polinomjai, mátrix polinomok.  Áttérés más bázispárra.  

 

Írásbeli feladatok típusai: Lineáris leképezése felismerése,  a sík lineáris transzformációinak felismerése, a transzformáció mátrixának megadása. 

Elégséges-közepes: vetítés, forgatás, skalárszorzat, deriválás és integrálás mint homogén lineáris leképezés, ezek mátrixai.  

Jó/jeles: A leképezés mátrixával kapcsolatos levezetés három dimenzióból kettő dimenzióba képező példán/általánosan.  

11. Altér, magtér, képtér, dimenziótétel. 

Írásbeli feladatok típusai: Altér felismerése, képtér, magtér megadása

 

Elégséges: A magtér vektortér.

Közepes: A képtér vektortér.

Jó: Altérre szükséges és elégséges feltétel megadása (öszegre, skalárszorzatra zárt)

Jeles: Dimenzió tétel vázlatos bizonyítása.

 

 

12. Sajátérték, sajátvektor. Speciális transzformációk: szimmetrikus, ferdén szimmetrikus, ortogonális, hermitikus, ferdén hermitikus, unitér, a valós és komplex esetek egymással való kapcsolata. A speciális transzformációk sajátvektorainak tulajdonságai. 

 

Írásbeli feladatok típusai: egyszerűbb mátrixú transzformációk sajátértékének, sajátvektorának kiszámítása, komplex esetben is. Egyszerűbb geometriai transzformációk sajátvektorainak, sajátértékeinek felismerése számolás nélkül (pl. tükrözések, vetítések). Speciális típusok, és sajátértékeik osztályozása,  felismerése (ld. alább). 

 

Elégséges: Speciális mártixok diagonális elemei.  Szimmetrikus/hermitikus mátrix sajátértékei valósak. Ferdén szimmetrikus/ferdén hermitikus mátrix sajátértékei vagy képzetesek, vagy nullák. Adott transzformációk minimálpolinomjának meghatározása.

Közepes: Ortogonális/unitér mátrix sajátértékeinek abszolút értéke 1. 

Jó: Hasonló transzformációk sajátértéke egyenlő (biz.).

Jeles: Minimálpolinom fogalmával kapcsolatosan egy tétel kiválasztása és bizonyítása. 

 

13.  Bilineáris formák. Kvadratikus alakok. Kvadratikus alakok és szimmetrikus mátrixok. Főtengelytranszformáció. Kúpszeletek. Kanonikus alak. Diagonalizálás (transzformációé, kvadratikus alaké).

 

Írásbeli feladatok típusai: 2 x 2 mátrixú kvadratikus alakok diagonalizálása, a síkgörbe felismerése. 2 x 2 mátrix, vagy nagyon egyszerű struktúrájú (pl. alsó háromszög nulla) mátrixok diagonalizálása.

Elégséges: ld. beugró feladatok

Közepes: A sajátvektorok bázisában (ha létezik) felírt mátrix diagonális.

Jó: Diagonalizálás és áttérés más bázispárra.

Jeles: Választható Dandolin-gömbös bizonyítás egyik kúpszeletre: a kúpszelet valóban eleget tesz a mértani hely definíciójának.

 

14. Algebrai struktúrák, IV. 

Euklideszi tér. Skalárszorzat, norma, metrika, és ezek kapcsolata euklideszi terekben. Ortogonalitás. Példa: Rn. CBS euklideszi terekben és speciálisan Rn -ben. Ortonormált rendszer létezése, konstruálása (Gram-Schmidt). Merőleges kiegészítő. 

Írásbeli feladatok típusai: Adott Euklideszi térben skalárszorzat, norma, metrika kiszámítása. Egyszerűbb 2-, 3 dimenziós esetekben merőleges kiegészítő megadása. Ortogonalitás felismerése. Adott ortogonalizálási folyamatról felismerni, hogy helyes-e (Pl. ha éppen Gram-Schmidt, akkor helyes).

Elégséges: A szokásos Rn-beli metrika, norma, skalárszorzat kapcsolata, és ennek bizonyítása.

Közepes: Adott skalárszorzatból norma megadása, adott norma esetén metrika megadásának lehetősége, ennek bizonyítása. 

Jó: CBS bizonyítása. 

Jeles: Gram-Schmidt ortogonalizáció ismertetése, alkalmazása

15. 
Lineáris egyenletrendszerek, determinánsok 

Lineáris, homogén lineáris egyenletrendszer. Gauss elimináció. Vezéregyes, tilos sor fogalma. Mátrix rangja. Lineáris egyenletrendszer megoldhatóságának feltétele. 

Írásbeli feladatok típusai: Mátrix rangjának kiszámítása.

Elégséges: Algoritmus pontos ismertetése.  

Közepes: Gauss elimináció alkalmazása determinánsokra

Jó: Gauss elimináció és mátrix inverz számítása, indoklás

Jeles: Megoldhatóság a mátrix rangjával, indoklás. 

 

16. Determinánsok: definíció, tételek. Inverziók számára vonatkozó tételek.   Adjungált mátrix, inverz mátrix. Egyenletrendszer megoldása inverz mátrixszal. Cramer szabály. 

Írásbeli feladatok típusai: Determináns értékének kiszámítása, egyenletrendszer megoldása inverz mátrix segítségével (nagyon egyszerű mátrixok, vagy 2 x 2 -s esetben). Cramer szabály felírása adott egyenletrendszerre (annak megoldása nélkül).

Elégséges: A determinánsokra vonatkozó, választott két tétel bizonyítása. 

Közepes: A ferde kifejtési tétel  bizonyítása  3 x 3-as esetben

Jó:  A determinánsokra vonatkozó választott további tétel bizonyítása.  

Jeles: A kifejtési tétel bizonyításának vázlata. 

 

17. Logika 

Szintaxis: formulaképzés szabályai nullad-, és elsõrendben. Szemantika: Interpretációk nullad- és elsőrendben. Szintaktikai következmény fogalma. Levezetés fogalma. Prenex konjunktív normálforma, Skólem normálforma. Rezolúció elsőrendben. Matematikai bizonyítások: teljes indukció, indirekt bizonyítás. 

Írásbeli feladatok típusai: Adott nulladrendű formula kiértékelése, adott elsőrendű formula kiértékelése adott interpretációban. Adott formula Skólemizálása (a Skólem normál formára hozás egyik része ez)

Elégséges: ld. beugró feladatok

Közepes: Teljes indukció: halmaz rész halmazainak száma

Jó: Egyszerűbb rezolúciós levezetések konkrét feladaton

Jeles: A szintaktikai következmény fogalma. Ellentmondásos rendszernek minden állítás a következménye (levezetés)

18. 
Kombinatorikus módszerek 

Összeg- és szorzatszabály, permutáció, variáció, kombináció, a formulkák bizonyítása a szorzat szabállyal.  Szita formula. Binomiális tétel. Binomiális együtthatók tulajdonságai. A skatulya-elv. 

 

Írásbeli feladatok típusai: skatulya elv alkalmazása egyszerű feladatokon. Szita formula alkalmazása. Binomiális tétel alkalmazása. Egyszerűbb összeszámlálási feladatok. 

Elégséges: A binomiális együthatók két tulajdonságának bizonyítása

Közepes: Halmaz részhalmazainak száma kombinatorikus úton, kétféleképpen. (K-elemű részhalmazok összeszámlálásával, illetve igen-nem választással.)

Jó:   A binomiális tétel levezetése sorfejtéssel.

Jeles: A binomiális tétel levezetése kombinatorikai úton.

19.
Nagyságrendek.
Függvények aszimptotikus nagyságrendi összehasonlítása. A nagy ordó, kis ordó jelölések, és használatuk. Függvények összegének és szorzatának növekedése. 

Írásbeli feladatok típusai: adott függvényhez a típusát besorolni: négyzetes, log, köbös, lineáris, stb. növekedésű, adott függvény aszimptotikus növekedését megadni.

Elégséges: Halmaz részhalmazainak száma (bizonyítás teljes indukcióval vagy kombinatorikai úton), ennek nagyságrendje. 

Közepes: Polinomok nagyságrendje

Jó-jeles: Függvények összegének, szorzatának nagyságrendje, indoklás, illetve a bizottság kijelölhet egy tételt a jeleseknek előírtak közül. 

Fakultatív jegyemelő feladat mindenkinek:) Megállási probléma. 

20. 
Gráfok 

Irányítatlan, irányított, súlyozott gráf, gráfok mátrixai.  Speciális gráfok: fa, út, kör, teljes gráf. Részgráfok, izomorfizmus. Prüfer kód ismertetése. Az n pontú teljes gráf feszítő fáinak száma. 

 

Írásbeli feladatok típusai: izomorf gráfok felismerése, adott gráf Prüfer kódjának megadása. Prüfer kódból a gráf egy lehetséges lerajzolása. Adott gráfokra izomorfia megadása. Fában két pont között az út egyértelmű.

Elégséges:   Ha egy összefüggő gráfban minden csúcs foka legalább kettő, akkor van benne kör. 

Közepes: Fa éleinek számára vonatkozó tétel. 

Jó: Az n pontú összefüggő gráfban, ha n él van, akkor van benne kör. 

Jeles: A feszítőfák számának bizonyítása. (Cayley tétel)

21. 
Gráfok bejárása 

Szélességi és mélységi keresés, távolság, összefüggő komponensek megkeresése.   Hamilton-kör/út, szükséges ill. elégséges feltételek (Dirac, Ore). Példa olyan gráfokra,  melyeknek van Hamilton köre. Bináris fák bejárási módjai.

 

Írásbeli feladatok típusai: adott gráfok/fák adott bejárása, illetve adott bejárás típusának felismerése.

Elégséges: Bináris fában elem beszúrása, törlése

Közepes: Ore tételéből következik Dirac tétele, bizonyítás.

Jó: Bináris fában elem beszúrása, törlése adott bejárás szerint

Jeles: Ore tétel bizonyítása.

 

22. Hálózati folyamok: hálózat, folyam, vágás fogalma.  Ford-Fulkerson tétel.

Súlyozott gráfok. Kruskal és Prim algoritmusai feszítõ fa keresésére, Dijkstra algoritmusa legrövidebb utak meghatározására.

 

Írásbeli feladatok típusai: Prim és Kruskal algoritmusainak alkalmazása adott gráfra. Adott vágás értékének kiszámítása. Adott folyam értékének kiszámítása. 

Elégséges/közepes: ld. beugró feladatok, és Dijkstra algoritmusának alkalmazása adott gráfra

Jó: A minimális feszítőfát megkereső algoritmusok közül egyik helyességének indoklása. 

Jó: Valamely folyam akkor és csak akkor maximális, ha nincsen benne javító út. 

Jeles: Ford-Fulkerson tétel bizonyításának vázlata.

 

 

23. 
Kromatikus szám. Néhány speciális gráf kromatikus száma. Síkgráfok kromatikus száma. Euler-tétel sík gráfok pontjainak, tartományainak, éleinek számára (más néven: Euler poliéder tétele). Kuratowski-tétel. Euler-kör/út és létezésére vonatkozó szükséges és elégséges feltételek. 

 

Írásbeli feladatok típusai: Euler-kör megkeresésére, létezésének megállapítására vonatkozó feladatok,  színezésre vonatkozó egyszerű feladatok (pl. adott gráf, kiszínezhető-e 2 színnel - és pl. egy páros gráf adott)

Elégséges: Euler kör/út létezésére vonatkozó szükséges feltétel bizonyítása

Közepes: Euler kör/út létezésére vonatkozó szükséges és elégséges feltétel bizonyítása.
Jó: öt-szín tétel bizonyítása

Jeles: Euler poliéder tételének bizonyítása

 

 

 

 
