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Fontos tudnivalok

Tisztelt Vizsgazo!

Jelen fiizet a 2013/14/2. tanulmanyi idészak Matematika szigorlatdhoz lett kiadva. A fiizet
tartalmazza az intézmény altal nyilvanossagra hozott tételjegyzéket, valamint azok kidolgo-
zott formajat is.

A kiadvany két fiizetre bontva jelenik meg, ezen Il. 6sszetevd a Diszkrét matematika és Line-
aris algebra, az . 6sszetevo pedig a Matematika analizis tantargy tételeinek jegyzékét és azok
kidolgozott form4jat tartalmazza.

A kiadvanyban barhol, de kiilonosen a kidolgozott tételek korében eléfordulhatnak hianyos-
sagok, bdvebb magyarazatra szorulo részek. Az ezek kiegészitése illetve jegyzetelés, feladat-
megoldas céljabdl a kidolgozott tételeket a fiizetben jegyzetoldalak kovetik.

Eredmeényes felkésziilést kivanunk!

A kiadvanyt 6sszeallitotta:
Naszlady Marton Bese — 2014

Ez a kiadvany a Creative Commons Nevezd meg! — Ne add el! 4.0 Nemzetkozi licenc ala tartozik.
A licenc megtekintéséhez latogasson el a http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/ oldalra.

A kiadvanyban szerepl? tartalmi elemek
harmadik személytdl szarmazd véleményt, értesiilést tiikroznek.
Az esetlegesen el6forduld targyi tévedésekbdl fakadd visszas helyzetek
kialakulasaért, illetve azok kovetkezményeiért a kiadoé nem vallal felelGsséget!
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Szobeli vizsga tételjegyzék

1A. Algebrai struktarak. Mivelet, miiveleti tulajdonsagok, inverzelem, egységelem fogalma.
Csoport, kommutativ csoport, gyiiri, test, kapcsolatuk. Példak.

1B. Linearisan fiiggetlenség osszefiiggéség. Vektorokbol elvéve, hozzavéve, hogyan valto-
zik e tulajdonsag (B).

2A. Matrix algebra. Miiveletek (Inverz matrix fogalma, szamitasi modszerei is). Egyenlet-
rendszerek megoldasa inverz matrix segitségével. Inverz matrix képletének levezetése (B).
2B. Homogén linearis leképezések linearis terének és a (megfelel6 tipusu) matrixok line-
aris terének kapcsolata.

3A. Matrix rangja. Linearis egyenletrendszerek megoldhatésaganak Kkritériuma, matrix
rangja Az n X m- es matrixok struktiraja. Matrix rangja, determinansa és inverz 1étezésének
Osszefiiggése.

3B. Kiértékelési szabalyok az itéletkalkulusban. Modus ponens helyes kovetkeztetési séma
(B)

4A. Komplex szamok. Komplex szamok kiilonb6zé alakjai, miiveletek. Atszamolas az
egyes alakok kozott. Hatvanyozas, Moivre-formula, gyokvonas (B). Konjugalt. Egységgyok,
primitiv egységgyok fogalma, egységgyokok strukturija. Komplex szamokra vonatkozo
Euler formula.

4B. Az algebra alaptétele. Komplex egyiitthatos masodfoki egyenlet megoldasa.

5A. Relaciok. Relacio altalanos fogalma. Binaris relacié, nevezetes binaris relaciok és tu-
lajdonsagaik. Ekvivalencia relicio és particié kapcsolata. Hasonl6 transzformaciok és tu-
lajdonséagaik (B). Példa hasonl6 transzformaciokra. Ekvivalencia relacié és particié kapcso-
lata.

oB. Altér fogalma.

6A. Halok. Halé kétfajta definicioja. Hasse diagram. Boole-algebra. Haloelméleti fixpont
tétel (Tarski) (B). Komplementumos, egységelemes halok. Példak halora.
6B. Koordinata és koordinata matrix fogalma.

7A. Halmazalgebra. Miiveletek. Halmaz részhalmazainak szama. Szita formula. Komplex
szamok részhalmazai. Halmazelméleti azonossagok és bizonyitdsi modszer igazolasukra.
Skatulya elv, példa. Halmaz részhalmazainak szdma (B).

7B. Skalarszorzat fogalma, skalarszorzat R™-ben.

8A. Szamossagok. Egyenld, kisebb/nagyobb szamossagi halmazok. Természetes szamok,
raciondlis szdmok, valds szdmok szdmossaga (B). Cantor-féle atlos eljaras. Cantor tétel
(Halmaz ¢és hatvanyhalmazénak szamossaga kozti 6sszefiiggés). Kontinuum hipotézis.

8B. Vektortér fogalma.

9A. Nagysagrend. Fliggvények novekedése, aszimptotikus kozelitések, kis ordo, nagy ordé.
Nagysagrend fogalma. Példa egyenld nagysagrendekre. Exponencialis novekedés, ennek
illusztralasa példaval.

9B. Gram-Schmidt ortogonalizacio (B)

10A. Nulladrendii logika. Miiveletek, kiértékelési szabalyok, interpretaciok. Logikai
(szemantikai) kovetkezmény fogalma, példak. A rezolucio alapelve (B). Példak matemati-
kai bizonyitasi modszerekre.

10B. Szita formula.
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1411



Matematika szigorlat — PPKE ITK

11A. Elsérendii logika. Szintaxis nullad-, és elsérendben. Szemantika: kvantorok, interp-
retaciok elsérendben. Szemantikai kovetkezmény elsdrendben. Szintaktikai kovetkezmény
fogalma. Rezolucio elsérendben.

11B. Sajatérték, sajatvektor fogalma. Sajatvektorok bazisaban a transzf. matrix (B).

12A. Linearis tér. Linearis tér fogalma. Linearis fiiggetlenség, linearis osszefiiggéség, en-
nek igazolasi médszere. Generatorrendszer, bazis, koordinatak, dimenzié. Dimenzi6 ek-
vivalens megfogalmazésai. Kicserélési tétel (B).

12B. Komplex szam trigonometrikus és exponencialis alakja.

13A. Vektoralgebra. A 3 dimenzids vektorok tere. Specialis miiveletek: skalaris szorzat,
vektorialis szorzat, vegyes szorzat, és erre vonatkozo tételek, geometriai jelentésiik. Sik
normalvektoros egyenlete. Pont ¢s sik tavolsdga. Vektor dsszetevokre bontasa és merdleges
kiegészitd.

13B. Dimenzi6 tétel. (B)

14A. Linearis leképezések. Linedris leképezések Osszege, skaldrszorosa, példak. Homogén
linearis leképezések linearis tere. Attérés mas bazisparra.

14B. Kromatikus szim fogalma. Sik grafok kromatikus szama. Otszin tétel (B).

15A. Izomorfia. 1zomorfia fogalma. Izomorfiara vonatkozo sziikséges és elégséges feltétel.
A vektorterek kozti izomorfia ekvivalencia relacio. Matrixok linedris terének és a linearis
leképezések terének kapcsolata. Példa: az (a,0) a € R alaka komplex szaimok és a valos
szamok izomorfidja. Az a + bi képlet magyarazata (B).

15B. Kupszeletek, mint mértani helyek.

16A. Linearis leképezés matrixa. Linearis leképezés matrixanak definicidja, szerepe (B),
példak. Specialis linedris leképezések matrixai: vetités, forgatas, skalarszorzat, mint linedris
leképezés. A legfeljebb (n — 1)-edfoku polinomok tere, és a polinomok derivaldsa, integra-
lasa, mint linearis leképezés, ezek matrixai.

16B. Fa fogalma, éleinek szama.

17A. Altér. Altér fogalma. Sziikséges és elégséges feltétel. Példak: magtér (B), képtér (B),
adott sajatértékhez tartozo sajatvektorok tere, meréleges kiegészit6é. Merdleges kiegészito
szamitasara vonatkoz6 tétel. Dimenziotétel.

17B. Linearis leképezés fogalma.

18A. Sajatérték, sajatvektor. Sajatérték, sajatvektor fogalma. Példak. Specidlis transzfor-
maciok matrixai, sajatértékei, sajatvektorai. Sajatvektorok bazisaban felirt transzformacios
matrix (B).

18B. Linearis fiiggetlenség, dsszefiiggoség fogalma.

19A. Bilinedris formak. Kvadratikus alakok és szimmetrikus matrixok. Fotengelytransz-
formacio és diagonalizalas. Kupszeletek kanonikus alakja. A sajatvektorok bazisaban (ha
1étezik) felirt matrix.

19B. Binomialis tétel (B). Binomialis egyiitthatok tulajdonsagai.

20A. Euklideszi tér. Euklideszi tér definicioja. Skalarszorzat, norma, metrika, és ezek
kapcsolata euklideszi terekben. Ortogonalitas. CBS euklideszi terekben (B) és specialisan
R™ -ben. Ortonormalt rendszer 1étezése.

20B. Transzformacié matrixa, ha attériink masik bazisra.
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21A. Linearis egyenletrendszerek. Linearis homogén, linearis inhomogén egyenletrendszer
fogalma. Gauss eliminacio, az algoritmus pontos ismertetése. Linearis egyenletrendszer
megoldhatésaganak feltétele és matrix rangja. Egyenletrendszer megoldasa inverz mat-
rixszal. Linearis egyenletrendszerek néhany alkalmazasa: vektorok fliggetlenségének, genera-
torrendszer €s bazis megallapitdsara, Gauss eliminacié és matrix inverz szamitasa.

21B. Euler poliéder tétele (B).

22A. Determinansok. Definicid, tulajdonsagok. Vondermonde determinéns. Gauss elimina-
ci6 alkalmazasa determinansokra. Cramer szabaly, inverz matrix képlete (B), vegyes szor-
zat és geometriai jelentése.

22B. Generatorrendszer és bazis.

23A. Kombinatorikus médszerek. Osszeg- és szorzatszabaly, permutacié, variacio, kombi-
nacio (B). Szita formula. Binomialis tétel. Binomidlis egylitthatok tulajdonsagai.
23B. Gauss eliminacié alkalmazasa determinansokra.

24A. Grafok. Iranyitatlan, iranyitott, sulyozott grafok. Grafok matrixai. Elszam és fok-
szam oOsszefiiggése. Specialis grafok: fa, ut, kor, teljes graf. N pontu osszefiiggé grafok
élszamara, korok létezésére vonatkozo tételek (B). Részgrafok. lzomorfia. Osszefiiggd
komponensek. Hamilton-kor/at, sziikséges ill. elégséges feltételek (Dirac, Ore).

24B. Komplex szam algebrai alakja. Az imaginarius egység hatvanyai.

25A. Fak. Fa ekvivalens definiciéi (B). N pontu fa éleinek szama. Priifer kod ismertetése.
Az n-pontt teljes graf feszitd fainak szama.
25B. Inverz matrix kiszamitasi modjai.

26A. Grafok bejarasa és sulyozott grafok. Szélességi és mélységi keresés. Binaris fak bejarasi
modjai (miveleti fak). Stlyozott graf fogalma. Kruskal, Prim, Dijkstra algoritmusok.
26B. Determinans kifejtési és ferde (B) kifejtési tétele.

27A. Sik grafok és szinezésiik. Euler poliéder tétele (sik grafok pontjainak, tartomanyainak,
¢leinek szamara vonatkozo tétel). Kuratowski-tétel. Euler-kor/ut és létezésére vonatkozé
sziikséges és elégséges feltételek. Kromatikus szam fogalma. Sik grafok kromatikus sza-
ma.

27B. Linearis leképezés matrixa (B)

28A. Halozati folyamok. Halézat, folyam, vagas fogalma. Javit6 ut. Ford-Fulkerson tétel.
28B. Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenség (B) altalanos, és R™-ben hasznala-
tos alakja.

szobeli vizsga, 1. 6sszetevod 6/76 2014. junius 11.
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1A

Muveletek

Definicio

Kidolgozott tételek, tételvazlatok

Algebrai struktirak. Miuvelet, miiveleti tulajdonsagok,
inverzelem, egységelem fogalma. Csoport, kommutativ
csoport, gyuri, test, kapcsolatuk. P¢ldak.

Tekintsiik matematikai objektumok egy H halmazat. A miivelet olyan fliggvény,
amely az adott objektumok halmazabol vett objektum(ok)hoz egy (masik) hal-
mazbeli objektumot rendel.

Egyvaltozos (unaris) az f: H — H mivelet, ha egy objektumhoz rendel egy (ma-
sik) objektumot.

Kétvaltozos (binaris) az f: H X H = H mivelet, ha két objektumhoz rendel hoz-
za egy (masik) objektumot.

Az n véltozés muvelet f: H" - H

Miiveleti tulajdonsagok

Definicio6 = Egy H halmazon értelmezett * bindris miivetel asszociativ (csoportosithato), ha
barmely a, b, c € H esetén a * (b * ¢) = (a * b) * c teljesiil.

Definici6 Egy H halmazon értelmezett * binaris mivelet kommutativ (felcserélhetd), ha
barmely a, b € H esetén a * b = b * a teljesiil.

Definicio6 = Egy H halmazon értelmezett * miivelet disztributiv a o miiveletre nézve, ha bar-
mely a,b,c € Heseténax(boc) =a*boaxcés(boc)*xa=bx*aoc*a.

Definici6 Egy H halmazon értelmezett * binaris mivelet bal oldali egységelemének egy
olyan e, € H elemet neveziink, melyre Va € H esetén e, * a = a teljesil.
Egy H halmazon értelmezett * binaris mivelet jobb oldali egységelemének egy
olyan e; € H elemet neveziink, melyre Va € H esetén a * e; = a teljesiil.

Tétel Legyen értelmezve H halmazon eqy * bindris miivelet. Ha a kétoldali egységek
leteznek, akkor e, = ej = e, vagyis az egység kétoldali és egyértelmii.

Bizonyitas e, = e, xe; = ¢; [

Definici6 Az e € H elem a * binaris mivelet egységeleme, ha mind bal-, mind jobboldali
egységelem, azaz Va € H esetén e * a = a * e = a teljesiil.

Definici6 Az a € H elem * binaris miiveletre vonatkozé bal oldali inverze egy olyan
a,’ € H elem, melyre a;* * a = e, ahol e € H elem a * miivelet egységeleme.
Az a € H elem x binaris miveletre vonatkozé jobb oldali inverze egy olyan
a; " € Helem, melyre a  a; " = e, ahol e € H elem a * miivelet egységeleme.

Tétel Legyen értelmezve H halmazon eqy * bindris, asszociativ miivelet. Ha a kétolda-
li inverzek léteznek, akkor a,;l = a]-_1 = a1, vagyis asszociativ miiveletnél az
inverz kétoldali és egyértelmi.

Bizonyitas a,' =a;'*e=a,"x(axa") = (a;' *a)xa;i ' =exa;t =ai! ]

szobeli vizsga, 1. 6sszetevod 7176 2014. junius 11.
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

Definici6 Az a € H elem = binaris miiveletre vonatkozé inverze egy olyan a1 € H elem,

mely az a elemnek bal- és jobboldali inverze is, azaza ! xa =a*a ! =e.

Algebrai struktiradk

Definicio  Algebrai struktura alatt olyan nem tires H halmazt értiink, melyben legalabb egy
* miivelet van definialva. Jelolés: (H| ) tobb miivelet esetén (H| ,0). Az algeb-
rai struktiraban a miivelet(ek) mellett szerepelhetnek fliggvények is.

Csoport, félcsoport

Definici6  Egy G nemiires halmazt félcsoportnak neveziink, ha értelmezve van rajta egy *
binaris miivelet, amely asszociativ: Va,b,c € G eseténa * (b xc) = (a* b) * ¢

Példa: (R™™| .} (az n X n-es matrixok a szorzasra nézve)

Definici6 Egy G nemiires halmazt csoportnak neveziink, ha értelmezve van rajta egy *
binaris miivelet, amely:

1.) asszociativ: Va,b,c € Geseténax(b*c) =(axb)*c
2.) vanegységeleme: Je € G, melyreexa =a,Va € G
3.) vaninverze: Va € Gesettnda l € G, melyrea lxa=e

Definici6 Az olyan csoportot, melyben a * miivelet kommutativ, vagyis Va, b € G esetén
a * b = b x a, kommutativ vagy Abel-csoportnak nevezziik.

Példa: (R|+) (valos szamok dsszeadasa), (Q*| -) (pozitiv racionalis szamok szorzasa)

Tétel Ha G csoport, akkor Va, x,y € G esetén ha
(1) a*x =ax*y,akkor x =y, illetve ha
(2) x*xa=y=*a,akkorx =y.

1 1

Bizonyitis (1) x =exx=a '*xaxx=a " xaxy=exy=y
(2) x=x*xe=x*xa*xal=yxaxal=yxe=y [
Tétel Ha G csoport, akkor Va, b, x € G esetén, ha

(1) a*x =b,akkor x = a1t = b, illetve ha
(2) x*a=b,akkorx = b*a™ L.
1 alxb

bxal ]

xa)*x =a t*(a*x)
1_

Bizonyitas (1) x =exx = (a~
(2) x=x*xe=xx*(a*xa)=(x*a)xa"

Gyliri
Definici6  Egy R nemiires halmazt gylirinek neveziink, ha értelmezve van rajta két miive-
let, * és o, melyekre teljesiilnek a kovetkezo tulajdonsagok:
1.) a * miivelet Abel-csoport
2.) a o mivelet félcsoport
3.) a két miveletet a disztributiv szabalyok kotik Ossze, azaz Va, b, ¢ € R esetén:
ao(bxc)=aobxaoc
(bxc)ea=boaxcoa

A * muveletet 0sszeadasnak, a o mliveletet szorzasnak nevezziik. Ha a szorzas kommutativ,
akkor kommutativ gytir(ir6l beszéliink.

Példa: (R™™|4+,-) (az n X n-es matrixok az Osszeadasra és szorzasra nézve gyiri)
(Q|+,") (aracionalis szamok az 6sszeadasra, szorzasra nézve kommutativ gyiirii)

szobeli vizsga, 1. 6sszetevod 8/76 2014. junius 11.
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Test, ferdetest

Definici6  Egy T nemiires halmazt testnek neveziink, ha értelmezve van rajta két miivelet, *

és o, melyekre teljesiilnek a kovetkezd tulajdonsagok:

1.) a * és a o miivelet Abel-csoport

2.) a * miivelet egységelemének nincs a o miiveletre vonatkozo inverze

3.) a két miiveletet a disztributiv szabalyok kotik Ossze, azaz Va, b, ¢ € R esetén:
ao(bxc)=aobx*xaoc
(bxc)ea=boaxcoa

Ha a o miivelet nem kommutativ, akkor ferdetestrol beszéliink.

Példa: (R|+,-) (a valds szamok az 6sszeadasra és szorzasra nézve testet alkotnak)
1B Linearisan fiiggetlenség osszefiiggoség. Vektorokbol el-

veve, hozzavéve, hogyan valtozik e tulajdonsag (B).

Linearisan fiiggetlenség osszefiiggoség
Definicio A v4,v,, ..., v, vektorok lineérisan fiiggetlenek, ha

n
Z /L-vi =0
i=1

csak gy lehetséges, hogy miden A; = 0.

Definici6 A vq,v,,.., v, vektorok linearisan 6sszefliggdk, ha

n
Z /11'171' =0
n=i

linearis kombinacidban van olyan A;, amelyre A, # 0.

Vektorokbdl elvéve, hozzavéve, hogyan valtozik e tulajdonsag (B)

Tétel Ha a vq, vy, ..., v, vektorok linearisan osszefiiggok, akkor tetszoleges vektort
hozzavéve, tovabbra is linearisan osszefiiggok maradnak.

Bizonyitas Tekintstik a nullvektort el8allito linearis kombinaciot, melyben legyen A; # 0:
Alvl + szz + -+ Ajv] + -+ Anvn =0

Vegylink hozzd még egy v,,; vektort e linedris kombindciohoz ugy, hogy
Ans1 = 0, és az Osszes tobbi skalar ugyan az marad. Ekkor:

Mo+ L0+ + v+ o+ A0+ AV = 0

Ebben az 4j linedris kombinacioban is A; # 0, hiszen igy valasztottuk meg e ma-
sodik linearis kombinaciot. Mivel igy a nullvektort el6allito linearis kombinaci-
Oban az egyik skalar egyiitthato nem nulla, ezért a vektorok tovabbra is lineari-
san Osszefliggdk. m

Tétel Ha a vq,v,, ..., v, vektorok linearisan fiiggetlenek, akkor tetszoleges vektort
elhagyva a maradék vektorok fiiggetlenek maradnatk.

Bizonyitas Az el6z0 tétellel. Indirekt modon tegyiik fel, hogy a fiiggetlen rendszerbdl mar
elhagytunk egy vektort és az igy kapott rendszer 6sszefiiggd. Az el6z6 tétel sze-
rint, ha ehhez az 6sszefliggd rendszerhez hozzavesziink egy vektort, akkor 6Sz-
szefiiggd marad. Most vegyiik vissza az eredetileg elhagyott vektort. Ekkor a
rendszer dsszefliggd kéne legyen, ami ellentmond a kezdeti fiiggetlenségnek. m
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

2A

Matrix algebra. Miiveletek (Inverz matrix fogalma, szdmi-
tasi modszerei is). Egyenletrendszerek megoldasa inverz
matrix segitségével. Inverz matrix képletének levezetése

(B).

Miatrix algebra

Definicio

Definicio

Legyen R a valds szamok halmaza, és m,n természetes szamok. Ekkor az R
feletti m X n-es matrixon egy olyan téglalap alaku tablazatot értiink, amelynek
m sora és n oszlopa van, elemei pedig valds szamok. A matrix tipusa m X n.

Tekintsiik matematikai objektumok egy halmazat. A miivelet olyan fiiggvény,
amely az adott halmaz elemeihez egy (masik) halmazbeli elemet rendel. Egyval-
tozos (undris) a miivelet, ha egy elemhez rendel egy (masik) elemet. Kétvaltozos
(binaris) a miivelet, ha két elemhez rendel egy (mésok) elemet.

Matrixok osszeadasa

Definicio

Tétel

Az A = (a;;) és B = (b;,) matrixok Osszegén azt a € = (c;,) matrixot értjiik,

inek Osszeadéasaval kapjuk: ¢;;, = a;, + by
Matrixok dsszeaddasanak tulajdonsdgai:

1.) Kommutativ. A+ B =B + A

2.) Asszociativ: (A+B)+C=A+ (B+C)
3.) Van egységelem: A+ 0 = A

4) Vaninverzelem: A+ A1 =0

Matrixok szorzata

Definicio

Tétel

Az A m X n tipusi matrix €s a B n X k tipusi matrix szorzata az a C m X k ti-
pust matrix, melynek elemeit a kovetkezOképp szamoljuk Ki:
n

Cij = z a; by

=1
Matrixok szorzdsdanak tulajdonsdgai:
1.) Nem kommutativ. AB + BA
2.) Asszociativ: (AB)C = A(BC)
3.) Disztributiv az ésszeaddsra nézve:
a. A(B+C)=AB+ AC
b. (B+CA=BA+CA

Négyzetes matrixok szorzasra vonatkozo egységeleme

Definicio

Tétel

Az n X n-es matrixok koérében az n X n-es E,, = diag(1, 1, ..., 1) egységmatrix
a SZorzas egysége, neve egysegmatrix.

Legyen A n X n tipusu matrix. Ekkor AE,, = E,A = A

Négyzetes matrixok szorzasra vonatkozé inverze

Definici6  Legyen A n X n-es matrix. Azt az A~!-gyel jelolt n X n-es matrixot, amelyre
AA! = A71A = E,, az A matrix inverzének nevezziik.
szobeli vizsga, 1. 6sszetevod 10/76 2014. junius 11.
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

Tétel Ha az A matrixnak van baloldali inverze és jobboldali inverze, akkor az egyér-
telmii osszeaddsra és szorzdsra is.

Tétel Az inverz matrix tulajdonsdgai:
1.) Ha az A matrix invertalhato, inverzének inverze onmaga. (A"1)"1 = A
2.) Ha az A és B matrixok invertdlhatok, akkor szorzatuk is invertdalhato, és in-
verze a tényezék inverzének forditott sorrendii szorzata. (AB)™1 = B~1471
3.) Ha a C matrix invertdlhato (nem szingularis), akkor a matrixegyenletet lehet
szokdsos modon rendezni.
AC=BC—->A=8B
CA=CB—-A=B

Inverz matrix kiszamitasi modszere, képletének levezetése (B)

Az A matrix inverze tobbféle modon is kiszamolhato. Egyrészt, tudva azt, hogy matrixot az
inverzével beszorozva az egységmatrix all eld, felirhatd a kovetkezd egyenletrendszer:

a1 Q12 A13][X¥11 X12  X13 1 0 0
a1 Az dz3||X21 X22 X23]=10 1 O
a3 A3z AszzllX31 X332 X33 0 0 1

Ezt az egyenletrendszert Gauss-Jordan eliminaciéval megoldva az egységmatrix helyén eldall
az A matrix inverze, mig az A matrix helyén az egységmatrix jelenik meg.

A masik inverz szamitasi modszer az adjungalt matrix és a matrix determinansanak hasznala-
taval torténik. Ekkor az A matrix inverzére vonatkozé kiszamitasi képlet:

= fo @ (9
Tétel Az n X n-es A matrixot az adjungaltjaval jobbrol megszorozva az eredmény
det(4) - E,.
Bizonyitas A szdoban forgd szorzat a kdvetkezdképpen néz ki:
@y v Dyy - Dip c11 0
Lm  Auul Dy Dpy [0 Cnn]

Ekkor az eredménymatrix elemeit kiszamitva:

€11 = A11Dq11 + -+ + a1, D15, = det(A), mert ez az 1. sor szerinti kifejtés.

Cnn = Qn, Dy, + =+ + apnDpy = det(A), mert ez az n. sor szerinti kifejtés.

A tobbi elem nulla, hiszen c¢;, = a;1Dy1 + -+ + @i Dy, = 0, mert az i-edik sor-
hoz tartoz6 elemek rendre a k-adik sorhoz tartozd aldetermindnsokkal vannak
szorozva, €s igy a ferde kifejtés tétele miatt az dsszes ilyen c;, elem 0. m

L. adj(4), ahol adj(4)

det(A4)

Tétel Ha A négyzetes matrix, és det(A) # 0, akkor A1 =
az A matrix ugynevezett klasszikus adjungalt matrixa.

Bizonyitas Mivel a matrixok szorzdsa asszociativ, ezért pontosan egy inverz létezik. Ha

tehat 1étezik egy matrix, melyre 4 - B = E,,, akkor ez a B matrix inverze A-nak.
1

A fenti tétel szerint A - adj(A) = det(A4) - E,,. Ezt beszorozva det(A)-vaI, igazo-
lodik a tétel allitasa. m
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

Egyenletrendszerek megoldasa inverz matrix segitségével.
Legyen adott egy egyenletrendszer:
a1x1 + agpxz + o+ AgpXn = by
ar1X1 + aAr2Xp + -+ AoynXn = bz

Am1X1 + QaXy + -+ QpnXn = by,

Ugyanez matrix alakban

a1 Qi Qg @ X1 b,

Az1 Gz *° Qn X3 b

A=| . : .. : | X=1:1 b= :2
) amn le bn

Am1  Am2
ahol x az ismeretlencket tartalmazo vektor, b pedig adott vektor. igy az egyenletrendszer
Ax=0Db
Ha az egyenletrendszernél n = m és det(A) # 0, akkor az egyenletrendszer inverz matrix

segitségével is megoldhato:
x=A"1b

2B Homogén linearis leképezések linearis terének és a
(megfelel6 tipusu) matrixok linearis terének kapcsolata.

Ha adott egy V; és egy V, vektortér, melyek dimenzioi dim(V;) = n és dim(V,) = m, akkor e
két vektortér kozott barmely linearis leképezés egyértelmiien megfeleltethetd egy m X n-es
matrixnak. Ez a tény lehetévé teszi, hogy a linearis leképezéseket matrixokkal adjuk meg,
ugyanakkor minden matrix egy linearis leképezést is reprezental.

Hogy megadjunk egy ilyen leképezés-matrix hozzarendelést, a kiindulasi és a képtérben is
rogzitett baziskora van sziikség. A leképezést reprezentalé matrix e bazisparra vonatkoztatva
egyértelmii. Ha ismerjiik e matrixot, akkor barmely vektor képe ugy kaphat6 meg, hogy a
vektort beszorozzuk a leképezés matrixaval.

Képletben 6sszefoglalva: y = L(x) = Ax, ahol L:V; - V, a linearis leképezés, az A matrix

pedig a leképezés matrixa, x € V; tetszéleges, ennek képe pedig y € V,.

Definicié6 Az L:V™ > W linedris leképezés matrixa Affqp)] = [kq|k,]| ... |k,], ahol
k; & L(a;). Azaz az A matrix oszlopai a V™-beli [a] bazis a; bazisvektorainak a
W¥k-beli [b] bazisra vonatkozo képei.

Tétel Legyen L:V™ —» W* qa linedris leképezés, az A mdtrix a leképezés matrixa,
x €V tetszdleges, ennek képe pedigy € W,y = L(x). Ekkor y = Ax.

szobeli vizsga, 1. 6sszetevod 12/76 2014. junius 11.
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

3A Matrix rangja. Linearis egyenletrendszerek megoldhato-
saganak kritériuma, matrix rangja Az n X m-es matri-
xok strukturaja. Matrix rangja, determinansa €s inverz léte-
zésének Osszefiiggése.

Linearis egyenletrendszerek megoldhatéosaganak Kkritériuma, matrix rangja

Definicio  Vektorrendszer rangjdn a vektorok altal generalt altér dimenziojat értjiik. Matrix
sorrangjan a sorvektorok rangjat, matrix oszloprangjan az oszlopvektorok rang-
jat, determinans rangjan pedig a beldle kivalaszthaté legnagyobb méretii nem
nulla determinans méretét értjiik.

Tétel Ugyanazon mdtrix sor-, 0szlop-, és determindansrangja megegyezik.

Tétel Ha A m X n-es matrix, akkor az Ax = b egyenletnek akkor és csak akkor van
megolddsa, ha rang(A) = rang([A|b]), vagyis az egyiitthatomdtrix rangja meg-
egyezik a kibovitett matrix rangjaval.

Tétel Ha az A matrix rangja és a kibovitett egyiitthatomatrix rangja egyenlo az isme-
retlenek szamaval, akkor az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van.

Kovetkezmény
Homogén linaris egyenletrendszernek akkor és csak akkor van trivialistol kiilonb6zé megol-
désa, ha az egyiitthaté matrix rangja az ismeretlenek szamanal kisebb.

Az n X m-es matrixok struktaraja.

Allitas Az n X m-es matrixok az osszeaddsra nézve kommutativ (Abel) csoportot alkot-
nak.
Allitas Az n X m-es matrixok a valos szamok/raciondlis szamok teste folétt vektorteret

alkotnak. Ebben a vektortérben az n X m-es matrixok a vektorok.

Matrix rangja, determinansa €s inverz létezésének 0sszefliggése.

Allitas Ha a matrix determindnsa nulla, azaz det(A) = 0, akkor az A matrix szinguld-
ris (nincs inverze).

Tétel Az A n X n-es matrix akkor és csak akkor reguldris (van inverze), ha rangja n.

3B Kiértékelési szabalyok az itéletkalkulusban. Modus
ponens helyes kovetkeztetési séma (B)

Kiértékelési szabalyok az itéletkalkulusban

Szemantika

A A, V, — jelek az igazsagértékeken értelmezett miiveleteknek felelnek meg. E miiveletek
koziil csak az egy-, és kétvaltozos miiveleteknek, és azok koziil is csak néhanynak van gya-

crer

nevezni. A kiértékelés az igazsagtabla eredménynek megfeleld oszlopaban van.
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

Muveletek

Egyvaltozos miiveletek
Negacio (tagadas)

A —A
I H
H I
Kétvaltozoés miiveletek
Konjunkcio (és) Diszjunkcio (vagy)
A B AAB A B AV B
I I I I I I
1 H H I H I
H I H H 1 I
H H H H H H
Implikacio (kovetkeztetés) Ekvivalencia
A B A—-B Definici6 aopf=(@->B)A(B - a)
I d I a B |la=>pF|B—>a|AeoB
: H H I | 1 I I I
H I I I | H | H I H
H H I H | 1 I H H
H H I I I

Modus ponens helyes kovetkeztetési séma (B)

Definicio6 = Azokat a kdvetkeztetési sémakat tekintjiik helyes kdvetkeztetési semanak, ame-
lyekben a kovetkezmény valoban a feltételek (szemantikai) kovetkezménye.

Modus ponens (levalasztasi szabaly)

Azt kell vizsgalnunk, hogy ahol a és @ — ( igazak, ott a § igaz-e. Ha igen, akkor helyes, ha
nem, akkor helytelen a kdvetkeztetési séma. Csak az elsd interpretacidban teljesiil, hogy a és
a — f3 igaz. Ebben az interpreticioban B is igaz, tehat valoban {a, a — B} k&, B.

a B a-p
1 1 I
1 H H
H 1 I
H H I
Tétel {ay, ay, ..., an} B B akkor és csak akkor, ha ay ANa, A ...\ a, =y B

Bizonyitas Az a4, @y, ... a, egyiittesen akkor és csak akkor igaz, ha a; A a; A ... A a, 10az.
[

A fenti tétel miatt a = jel bal oldalat a tovabbiakban egyszerii a-val jeldljiik, ahol a-n mindig
aZa = a; A ay A ... A a, formulat értjiik.

Tétel a k& B akkor és csak akkor, ha a — [ tautologia.
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1411


Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Sticky Note

Tamás
Highlight


Matematika szigorlat — PPKE ITK

Bizonyitas 1.) Lassuk be, hogy ha a &, 8, akkor @ — f tautologia:
frjuk fol az igazsagtablazatot. A jeldlt sort ez esetben nem lehet figyelembe ven-
ni, ugyanis akkor a k=, f nem teljesiilne. A maradék sorokra pedig valéban az [
az igazsagérték.

a B a-p
I 1 I
- 1 H H
H 1 I
H H I

2.) Lassuk be, hogy ha @ — f tautoldgia, akkor a k=, [:

Ha a — f tautoldgia, akkor a fenti igazsagtablaban a jelolt sor nem szerepelhet,
hanem csak a jeloletlen, I sorok. Ezekben a sorokban viszont valéban a 8 lega-
labb ott igaz, ahol @ igaz. m

Tétel a &g B akkor és csak akkor, ha a N —=f3 kontradikcio.

Bizonyitas Az a =, f akkor és csak akkor, ha @ — B tautologia, vagyis —(a — ) kontra-
dikcio. Ezt kifejtve: —|((Z - ﬁ) = —|(—|a V,B) =aa A —|ﬁ =aAl —|ﬁ |
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4A Komplex szamok. Komplex szamok kiilonbozo alakjai,
miiveletek. Atszamolas az egyes alakok kozott. Hatva-
nyozas, Moivre-formula, gyokvonas (B). Konjugalt. Egy-
séggyok, primitiv egységgyok fogalma, egységgyokok
struktardja. Komplex szamokra vonatkozé Euler formu-
la.

Komplex szamok

Definicio  Legyen C a valds szamparok halmaza: C = {(a,b) : a,b € R}. A C halmazon
két miiveletet értelmeziink a kdvetkezoképpen:

osszeadas: V(a, b), (c,d) € Cesetén (a,b) + (c,d) =(a+c,b+d) €C
szorzas: V(a,b), (c,d) € Cesetén (a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc) € C
A C halmaz elemei a miiveletekkel egyiitt alkotjak a komplex szamokat.

Definici6  Két komplex szam akkor és csak akkor egyen/d, ha elsé és masodik elemeik
egymassal paronként egyenl6k: (aq, b;) = (ay, b,) & a; = a, és by = b,.

Tétel AC={(a,b): a,b € R} alakii szamok testet alkotnak a definicioban megadott
miiveletekre nézve.

Komplex szamok kiilonb6z6 alakjai, atszamolas az egyes alakok kozott

Algebrai alak

Tétel Minden komplex szam felirhato olyan kéttagu dsszegként, ahol az elsd tag mind-
két tényezdjének van izomorf képe a valos szamok kézétt, a masodiknak pedig
egy tényezdje rendelkezik e tulajdonsdagokkal: (a, b) = (a,0)(1,0) + (b,0)(0,1)

Definici6 A z = (a, b) komplex szam algebrai alakja z = (a, b) = a + bi, ahol i? & —1.
Definicié A z = a + bi komplex szdm abszolut értéke |z| = Va? + b?

Trigonometrikus alak
Definicio A z = (a, b) komplex szam trigonometrikus alakjdt kapjuk, ha a komplex szam-
sikon abrazolt algebrai alak polarkoordinatait adjuk meg. A polartengely a valos
tengely pozitiv félegyenese. Ekkor a z szam trigonometrikus alakja:
z =r(cos(p) +1i-sin(e))
ahol a = r - cos(@) és b = r - sin(¢p).

Exponencialis alak
Az Euler formulébdl kiindulva a trigonometrikus alak irhat6 masképpen is.
e’ = cos(x) +1i- sin(x)

Definici6 A z = r - e'? alakot, ahol r a z komplex szam abszolit értéke, a ¢ az argumen-
tuma, a komplex szam exponencidlis alakjanak nevezzik.

szobeli vizsga, 1. 6sszetevod 16/76 2014. junius 11.
1411


Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight


Matematika szigorlat — PPKE ITK

Miiveletek

Szorzas

Algebrai alakban:
(a + bi)(c + di) = ac + bci + adi + bdi? = ac — bd + (bc + ad)i

Trigonometrikus alakban:
712, = 11(cos(@q) + 1 - sin(@,)) - r2(cos(@,) +1i-sin(g,)) =
= 117, ((cos(@1) cos(@) — sin(ey) sin(g,)) + i - (sin(e;) cos(p,) + cos(py) sin(py)) =
= 1113 (cos(@q + @2) +i-sin(py + ¢2))

Exponencialis alakban:
leZ e (rl . el(pl)(rz . el<p2) e rlrz . el(pl . elq)Z = 7'17'2 . el((P1+(P2)

Osztas
Algebrai alakban:
z; _a+bi_(a+bi)(c—di) ac+ bci—adi+ bdi’ _ac—bd+bc—ad_
z, c+di (c+dd(c—di) c? — d?i? T 2+d?  cZ+d?
Trigonometrikus alakban:
7 _ri(cos(oy) +1i-sin(py)) 11 (cos(epy) +i-sin(gy))(cos(pz) — i - sin(@z)) _
z;  1(cos(@y) +i-sin(gy)) 1, (cos(y) +1i-sin(@y))(cos(@,) —i-sin(g,))
_ 1 (cos(@q) +1i-sin(eps))(cos(gpp) —i-sin(gp,)) _

Ty cos2(¢p,) — i% - sin?(¢3)

= :—: - ((cos(@1) cos(y) + sin(gpy) sin(g,)) + i - (sin(gpy) cos(g,) — cos(gy) sin(py)) =

T
= r_l (cos(p1 — @,) +1i-sin(e1 — @;))
2

Exponencialis alakban:
. elP1
zZy 1€ oo
1 — 1 - — _1 . el(<P1_‘P2)
Zy - elP2 Y

Hatvanyozas, Moivre-formula, gyokvonas (B)

Trigonometrikus alakban:
Tétel (Moivre formula) A hatvanyozas trigonometrikus alakban elvégezheté a kovetke-
zoképp:
z" = r"*(cos(ng) +i- sin(ng))

Bizonyitas Teljes indukcidval. Az n = 1 esetre nyilvanvalodan igaz. Tegyiik fel, hogy eddig
minden k-ra igazolast nyert az allitas. Ekkor n = k + 1 esetre vizsgalva:

r'*1(cos(@) +1i-sin(¢))'*" = r'*(cos(@) +1 - sin(@))* - (cos(e) +1i- sin(¢)) =
= r**[cos(ke) + i - sin(ke)](cos(¢) +i - sin(p)) =
= r*1(cos(ke) cos(¢p) — sin(ke) sin(p) + i - (cos(¢) sin(ke) + sin(¢) cos(kp))) =
_ rk+1(COS((k + 1)([)) +i- sin((k + 1)(P))
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

Exponencialis alakban:
. n .
"= (r-el?) =rn".em®

Gyokvonas
Definicio6 A z komplex szamot a z* # 0 komplex szam n-edik gyokének nevezzik, ha
zZ"=7z"
Vzr =z @ z"=7*
Trigonometrikus alakban:

A trigonometrikus alakban folirt z = r(cos(@) +1i - sin(¢p)) komplex szdm Osszes n-edik
gyokét a kovetkezOképpen lehet megtalalni:

Legyen z = r(cos(@) +1i-sin(@)) és z* = r*(cos(¢*) +i- sin(¢p*)). A két trigonometrikus
egyenldségbdl a kovetkezdt kapjuk:
z™ = r"(cos(ng) +1i- sin(ng)) = r*(cos(@*) +1i- sin(¢*))

©*+2km
n H

rr=r*or=\r'énp =9 +2kr © ¢= aholk =0,1,2,..,n—1

Egy képletben 6sszefoglalva:
+ 2km + 2km
7{/EzT{/F-(cos<(pT>+i-sin<q)T>>, k=012, .., n—1

Konjugalt

Definicio6 A z = a + bi komplex szam konjugdltia a Z = a — bi komplex szam.

Egységgyok, primitiv egységgyok fogalma, egységgyokok strukturaja

Definici6 A z komplex szamot n-edik (komplex) egységgydknek nevezzik, ha z" = 1.

Jelolés: g, = cos (&) +i-sin (m)
n n

Tétel Az osszes n-edik egységgyok eloadll az elso; €, egységgyok hatvanyaiként.
Tétel Az n-edik egységgyokok csoportot alkotnak a komplex szamok szokdsos szorza-
sara nézve.

Definicio 1 Azt az g, n-edik egységgyokot, melynek hatvanyai az Gsszes tobbi egységgyo-
kot eldallitjak, primitiv egységgyoknek nevezziik.

Definicié 2 Az az egységgyok, amelynek n-edik hatvanya 1, és semelyik ennél kisebb hat-
vanya nem 1, primitiv egységgyok.

Definicio 3 Ha ¢, n-edik egységgyok, tovabba k és n relativ primek, akkor &, primitiv egy-
seggyok.

Tétel (Definicio 2 = Definicio 1) Legyen n az a legkisebb szam, amire &, n-edik egy-
seggyok. Mivel az egységgyokok csoportot alkotnak, mindegyik hatvany egység-

gvok. Mivel pontosan n kiilonbozo egységgyok van, ha a hatvanyok mind kiilon-
bozok, akkor elo is allitiak a tobbi egyseggyokot.

Tétel (Definicio 1 = Definicio 3) Ha €, n-edik primitiv egységgydk, akkor k és n rela-
tiv primek.

Tétel (Definicio 3 = Definicio 2) Ha k és n relativ primek, akkor &, n-edik primitiv
egyséeggyok.
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

A fenti tételek miatt belattuk, hogy a hdrom primitiv egységgyok definicid ekvivalens.

Komplex szamokra vonatkozo Euler formula
A 0 koriili Taylor sorfejtéssel a sin(x) és a cos(x) is folirhato, ezzel pedig kifejezhetd e'*. A
sorokat atrendezve, a konvergens tagokat atirva adodik az Euler formula:

e* = cos(x) + isin(x)

4B Az algebra alaptétele. Komplex egytutthatos masodfoku
egyenlet megoldasa.

Az algebra alaptétele

Az n-edfoku komplex egyiitthatos polinomnak van gydke a komplex szamok korében. Mas-
képpen fogalmazva: multiplicitassal szamolva a gyokoket, pontosan n darab komplex gyok
van.

Komplex egyiitthatés masodfoku egyenlet megoldasa
Tétel Ha a z komplex szam gyoke egy polinomnak, akkor konjugaltja is gyoke.

A masodfoku egyenletre tanult megoldoképlet komplex szamokra is érvényes. A D diszKri-
mindns segitségével a kovetkezd eseteket kiilonboztetjiik meg:

D > 0, két kiilonbozo valds gyok
D = 0, egy val6s, kétszeres multiplicitasu gyok
D < 0, két komplex konjugalt gyok.

A masodfoku egyenleteknek multiplicitassal szamolva pontosan két gydke van a komplex
szamok korében.
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SA

Relaciok

Definicio

Relaciok. Relacio altalanos fogalma. Binaris relacio, ne-
vezetes binaris relaciok és tulajdonsagaik. Ekvivalencia
relacio és particio kapcsolata. Hasonlo transzformaciok
¢s tulajdonsagaik (B). P¢lda hasonl6 transzformaciokra.

A Dy X D, X ... X D, direkt szorzat barmely részhalmazat reldcionak nevezziik.

Binaris relacio, nevezetes binaris relaciok és tulajdonsagaik

Definicio
Allitas

Példak:

Az R binaris reldcié H halmazon,haR € H X H = {(a,b) |a € H,b € H}

A binaris reldcio tulajdonsagai

1) reflexiv, ha (x,x) ER

2.a) szimmetrikus, ha (x,y) e R = (y,x) ER

2.b) antiszimmetrikus, ha (x,y) € R és (y, x) € R csakis ugy lehet, ha x = y
3.) tranzitiv, ha (x,y) € R és (y,z) € R esetén (x,z) € R

Oszthatdsag, haromszogek hasonldsaga.

Ekvivalencia relacio

Definicio

Definicio

Tétel

Tétel

Az R binaris relacio a H halmazon ekvivalencia reldcio, ha reflexiv, szimmetri-
kus és tranzitiv.

A particié a H halmaz olyan részhalmaz rendszere, amelyre H; N H; = @ és

n
UHk =H
k=1

Ha az R binaris relacio a H halmazon ekvivalencia relacio, akkor a H azon
részhalmazai, amelyek egymassal relacioban allo elemeket tartalmaznak, azok a
H halmaz egy particiojat adjadk.

(az eldzé megforditisa) Ha a H; halmazrendszer a H halmaz egy particidja,
akkor ez a H-n ekvivalencia reldciot hatiroz meg, ha (a,b) € R akkor és csak
akkor,haa € H; és b € H;.

Hasonl6 transzformdaciok és tulajdonsagaik (B)

Minden lineéris transzformacidé megvalosithatd a vektor egy alkalmas métrixszal vald szorza-
saval. Igy a hasonlosag felfoghatd a négyzetes matrixok korében bevezetett relacidként: két
matrix reldcioban all egymassal, ha hasonlok.

Tétel A hasonlosag az n X n-es matrixok korében ekvivalencia relacio.
Bizonyitas Az ekvivalencia relacié tulajdonsagait kell bizonyitani:
Reflexiv: A = A akkor és csak akkor, ha A = E~1AE (tehat a hasonlésag defini-
ciojat ado képletben az egységmatrixot valasztjuk).
Szimmetrikus: Ha A = B, akkor B = A. Felirva a hasonlosag definicidjat:
A = C™1BC. Ezt balrol C-vel, jobbrol €~1-gyel beszorozva: CAC™! = B
Tranzitiv: Ha A = B és B = C, akkor A = C. Felirva a hasonl6sag definicioit:
A= U‘lBU} ~1(p-1 -1
A=U"(V'CV)U = (VU)""C(VU ]
=uBy W-lev)U = VU) T CvD)
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

Példa hasonlo transzformaciokra.

L o 2 2 J-64s 12
Olyan transzformaciok, melyek matrixai hasolok. ﬁ= 2 2 'B" -I7 C= 3 4

5B Altér fogalma. a=n
Altér fogalma
Definici6 Ha (H| *) és H; € H-ra is (H,| *), akkor azt mondjuk, hogy H, részstrukturdja
H-nak.
Elnevezés Ha a struktura vektortér, akkor a részstrukturat altérnek nevezzik.
Példa Az n X n-es matrixok vektorterében a diagonalis matrixok alteret alkotnak.
szobeli vizsga, 1. 6sszetevod 21/76 2014. junius 11.
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6A Halok. Halo kétfajta definicioja. Hasse diagram. Boole-
algebra. Haldelméleti fixpont tétel (Tarski) (B).
Komplementumos, egységelemes halok. Példak halora.

Halok, halo kétfajta definicioja
Definici6 1 A H részben rendezett halmaz halo, ha barmely véges részhalmazdnak van

infimuma és supremuma. A H halo teljes, ha barmely részhalmazanak van
infimuma €s supremuma.

Definicié 2 A H halmaz hdlo, ha értelmezve van rajta két, * €s o altal jelolt miivelet, melyek-
re Va, b, c € H esetén teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:
asszociativ 1.) (aeb)oc=ao(boc) (a*b)*c=ax(bxc)
kommutativ2.) aeb =boa axb=bxa
3.) elnyelési tulajdonsag
ac(bxa)=a
ax(boa)=a

Tétel A halo kétfajta definicidja ekvivalens egymassal.

Hasse diagram

A Hasse-diagramban a halmaz elemeit lerajzoljuk tigy, hogy a diagramban feljebb rajzoljuk
azokat az elemeket, amelyeknél vannak kisebbek. Az elemeket akkor kotjiik 6ssze, ha azok az
adott rendezés szerint kdzvetleniil 6sszehasonlithatok. Nem kotjlik 0ssze sem a reflexiv, sem a
tranzitiv tulajdonsag miatt relacioban all6 elemeket.

Boole-algebra

A komplementumos disztributiv haldékat Boole-hdlonak nevezziik. A Bool-algebraban a
komplementer képzés egyvaltozos miiveletként van értelmezve, igy ebben a struktiraban nem
kettd, hanem harom mivelet van.

Példa A halmazok az uni6 és metszet miiveletekkel Boole-hélot alkotnak. A kivonas
(komplementer kijel6léssel) miiveletet hozzavéve a strukttra Boole algebra lesz.

Haléelméleti fixpont tétel (Tarski) (B)

Definici6  Valamely H rendezett halmazon értelmezett f : H — H fiiggvény monoton (ren-
dezéstarto), ha minden H halmazbeli hy < h,-re f(hy) < f(h,). A h € H fix-
pontja f-nek, ha f(h) = h.

Tétel (Tarski fixpont tétele) Teljes halon értelmezett monoton (rendezéstarto) f fiigQ-
vénynek van legkisebb és legnagyobb fixpontja.

Bizonyitds Legyen G azon elemek halmaza, melyekre f(x) < x. Ennek als6 hatéra, vagyis
g = inf(G) lesz a legkisebb fixpont.

Egyrészt g € G, ugyanis g < f(x) < x. Ezért f(g) < f(f(x)) < f(x) < x,

vagyis f(g) is also korlat. Mivel g a legnagyobb als6 korlat, ezért f(g) < g, te-
hat g € G.

Masrészt g fixpont, vagyis g = f(g). Mivel f(g) < g, ezért f(f(g)) < f(9),
vagyis f(g) € G. De akkor g als6 korlat volta miatt g < f(g). A rendezési re-
lacio antiszimmetrikus tulajdonaga miatt g = g(f).
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

Harmadrészt g legkisebb fixpont. Legyen G* a fixpontok halmaza, g* =
inf(G*). Mivel G* € G, ezért g < g*; tovabba mivel g* infimuma G *-nak, és g
IS G*-beli, ezért g* < g. A két egyenldtlenségbdl az antiszimmetrikus tulajdon-
sag miatt g* = g, vagyis g valoban a legkisebb fixpont. m

Komplementumos, egységelemes halok

Definicio

Definicio

Ha egy halonak van legkisebb és legnagyobb eleme, melyeket 0-val és 1-gyel
jeloliink, és e két elem a két miivelet egysége, azaz 0 U x = x és 1 N x = x, ak-
kor egységelemes halorol beszéliink.

Az a € H elem komplementer eleme az az a’ € H elem, melyre aua’ =1 és
ana =0.

Példak halora

Példa

6B

Tétel

Definicio

Definicio

Definicio

Definicio

A természetes szamok halmazan az oszthatdsag mint részbenrendezési relacio,
halot alkot.
Nemiires halmaz részhalmazai halot alkotnak a metszet és unié miiveletekkel.

Koordinata és koordinata matrix fogalma.

(Sikbeli felbontasi tétel) Ha adott a sikben két nem parhuzamos vektor, a és b,
akkor minden mads c sikbeli vektor felirhato az a és b vektorokal parhuzamos
osszetevékre, melyek osszege adja a c vektort.

c =aa+ (b, a,B ER
Ez a felbontas egyértelmi.

Legyenek a, B,y valos szamok. Az a vektor linedris kombindcidja az aa Kifeje-
z¢s. Az a és b vektorok linearis kombinacidja az aa + b, az a, b és c vektoro-
ké pedig az aa + b + yc kifejezés.

Bazisnak nevezziik azokat a fiiggetlen vektorokat, melyek linedris kombinacio-
javal az 6sszes vektor eldallithato.

Legyenek a, b és ¢ ugyanazon sikbeli vektorok, melyek koziil a és b bazist al-
kot. Ekkor a ¢ = aa + Bb linearis kombinacidban szereplé a és [ valds szamo-
kat a ¢ vektor a, b bazisra vonatkozo koordinatainak nevezzik.

Legyen a sik egy bazisa b = (b4, b,). Ha ¢ = a;bq + a,b,, akkor az

o), = lewll

oszlopvektort a ¢ vektor koordindta-matrixa. Ha a bazis a i, j egymasra merdle-
ges, jobbrendszert alkotd egységvektorokbol all, akkor a jobb alsé indexet nem
irjuk ki.
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TA

Halmazalgebra. Miiveletek. Halmaz részhalmazainak
szama. Szita formula. Komplex szamok részhalmazai.
Halmazelméleti azonossagok és bizonyitasi modszer igazo-
lasukra. Skatulya elv, példa. Halmaz részhalmazainak sza-
ma (B).

Halmazalgebra

Definicio

Definicio

Definicio

Az A és B halmazok egyenldk, ha ugyanazok az elemeik. Jelolés: A = B

Azt a halmazt, amely egy elemet sem tartalmaz, ires halmaznak nevezzik.
Jele: @

Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme B-nek is eleme.
Jelolés: A € B. Ha A € B és A # B, akkor azt mondjuk, hogy A valédi részhal-
maza B-nek. Ennek jelolése: A c B

A C B tulajdonségai

Miiveletek

Definicio

Definicio

Definicio

Definicio

A C A (reflexiv)

A S BésB cC,akkor A € C (tranzitiv)

A € B # B € A (nem kommutativ)

A C Bés B C A, akkor A = B (antiszimmetrikus)

rendezési relacio

Az A ¢és B halmazok egyesitése (unidja, 6sszege) az az A U B-vel jelolt halmaz,
amelynek elemei A-nak vagy B-nek elemei.

AUB ={x|x € Avagy x € B}

Az A és B halmazok kdzos része (metszete, szorzata) az az A N B-vel jelolt hal-
maz, amelynek elemei A-nak és B-nek elemei.

ANB:={x|x€Aésx € B}

Az A és B halmazok kiilonbsége, vagy a B halmaz A halmazra vonatkozo komp-
lementere A azon elemeinek halmaza, amelyek nincsenek B-ben.

A\B=B,={x|x € Aésx ¢ B}

Legyenek D;, D,, ... D,, adott halmazok. E halmazok Descartes (direkt) szorzata
Dl X D2 X ... X Dn = {(dl,dz, ...,dn) | dk € Dk : 1 < k < TL}

Halmaz részhalmazainak szama (B)

Definici6 Az A halmaz P(A) hatvanyhalmazan az A részhalmazainak halmazat értjik.

Definici6 A halmaz szdmossdgan a halmaz elemeinek szamat értjiik. Jelolés: |A| Ha a
halmaz szdmossaga véges, akkor az A halmazt végesnek nevezziik; ellenkezd
esetben az A halmaz végtelen.

Tétel Az n elemii halmaz részhalmazainak szama 2".

Bizonyitas Mivel a halmaz elemeinek szama véges, sorszamozhatjuk az elemeket 1-t6l n-ig.
Ha az i-edik elemet kivalasztjuk a részhalmazba, akkor ehhez a sorszdmhoz ren-
deljiink 1-et, kiilonben 0-t. Igy minden részhalmazhoz egy n hosszasagu, 0,1
szamjegyekbdl all6 szamsort lehet kdlcsondsen hozzarendelni. Az 6sszes lehetd-
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séget ismétléses variacioval kapjuk meg. fgy egy n elemii halmaz esetén 2™
részhalmaz van. m

Szita formula

A halmazokba rendezés valamilyen k6zos tulajdonsag alapjan végzett csoportositast jelent. A
logikai szita (mas néven szita formula) a halmazokkal kapcsolatos feladatoknal alkalmazhat6
eljaras. A logikai szita kapcsolatot teremt a halmazok unidjanak elemszama és a metszetek
elemszama kozott.

A logikai szitat olyan feladatoknal hasznaljuk altalaban, ahol unidba vont halmazokrol meg
kell adni azon elemek szamat, amelyek egy adott tulajdonsaggal nem rendelkeznek. A logikai
szita elve az, hogy tobb halmaz unidjanak elemszama egyenld az egyes részhalmazok elem-
szamanak Osszege és a metszetek elemszamanak kiilonbségével. Erre felirhatd egy altalanos

képlet:
} . (=)
i=1 i

i=1 Ljii<] Ljki<j<k
Komplex szamok részhalmazai

Komplex szam akkor és csak akkor 0, ha algebrai alakjaban, a + ib-ben mind az a, mind a b
szam nulla.

a = b = 0-ra a komplex szamok részhalmaza a nullat tartalmaz6 halmaz.

a = 0-ra a komplex szdmok részhalmaza az imaginarius szdmok.

b = 0-ra a komplex szdmok részhalmaza a valés szamok.

Halmazelméleti azonossagok és bizonyitasi modszer igazolasukra

Halmazelméleti azonossagok

l1a) AUB=BUA kommutativ 1b) AnB=BnA

2a) (AUB)UC=AU(BUC) asszociativ2.h) (ANB)NC=An(BnC)

3a) AUBNC)=(AUB)N(AUC) 3b) An(BUC)=ANB)U(ANC) disztributiv
4a) AUB=ANB De Morgan 4b) ANB=AUB

Bizonyitasi modszer igazolasukra
Az azonossagok a kétoldali tartalmazas modszerével lathatok be, melynek 1ényege, hogy oda-

vissza igazoljuk azt, hogy ha egy elem az egyenldség egyik oldalan 1évd halmazban benne
van, akkor sziikségszertien a masik oldali halmaz is tartalmazza ezt az elemet.

Skatulya elv, példa

A skatulya elv azt allitja, hogy ha m dolgot szétosztunk n csoportba, és m > n, akkor lega-

1abb két dolog azonos csoportba fog keriilni.

Példa Egy osztalyba 30 gyerek jar. Igazoljuk, hogy biztosan van 3 olyan tanulé, akik
ugyanabban a honapban sziilettek.

Megoldas  Kezdjiik el ,,szétosztani” a tanuldkat sziiletési honapjaik szerinti csoportokba
ugy, hogy lehetdleg ne keriiljon 3 gyerek egy csoportba. Mivel 12 honap van,
ezért legfeljebb 24 tanulodt lehet tgy honapok szerint rendezni, hogy egy cso-
portban se legyen legalabb 3 gyerek. A 25. tanul6t mar mindenképpen olyan
csoportba kell rakni, ahol rajta kiviil legalabb ketten vannak, és igy az allitas
igazolast nyert.
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7B Skalarszorzat fogalma, skalarszorzat R™-ben.

Skalarszorzat fogalma

Definici6 Az (.,.):V XV — R fiiggvényt, melynek fiiggvényértékét s(x,y) = (x,y)-ként
jeloljik, skalarszorzatnak nevezziik, ha teljesiilnek ra a kovetkezd tulajdonsa-
gok:

1) Vx €V esetén (x,x) = 0 és (x,x) = 0 pontosan akkor,hax = 0
(pozitiv definit)

2.) Vx,y €V esetén (x,y) = (y, x) (szimmetrikus)
3) Vx,y €V és A€ Resetén (Ax,y) = A(x,y) (homogén)
4) Vx,y,z €V esetén ((x + y),z) = (x,z) + (y, z) (linearis)

Szokasos skalarszorzat

Két geometriai vektor skalaris szorzatan az a - b = |al|b| cos ¢ szamot értjiik.

Két tetszoleges, n dimenzids a és b vektor skaléris szorzatan a kovetkezo szamot értjiik:

n
a-b=Zaibi@
i=1

ahol a; és b; a vektorok megfeleld koordinatai.
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

8A

Szamossagok. Egyenlo, kisebb/nagyobb szamossagu
halmazok. Természetes szamok, racionalis szamok, valos
szamok szamossaga (B). Cantor-féle atlos eljaras. Cantor
tétel (Halmaz ¢s hatvanyhalmazanak szdmossaga kozti
osszefiigges). Kontinuum hipotézis.

Egyenlé, kisebb/nagyobb szamossagu halmazok

Definicio

Definicio

Definicio

Definicio

Allitas

Allitas

Allitas

Allitas

Allitas

Allitas

Bizonyitas

Egy A és egy B halmaz egyenld szamossagl, ha létezik f: A — B fliggvény,
amely a két halmaz elemei k6zott kolesondsen egyértelmii megfeleltetést 1étesit.
Jelolés: |A| = |B|

Egy A halmaz szdmossdga legaldbb akkora, mint B szamossaga, ha 1étezik
A; c A részhalmaz, amely B halmazzal egyenld szamossagu. Jelolés: |A| > |B|

Egy A halmaz véges szamossdgu, ha van olyan véges k € N szam, amelyre az
{1,2,3, ..., k} halmaz és az A halmaz egyenlé szamossagu.

Egy halmaz megszamlalhatoan végtelen szamossdagu (vagy roviden megszamlal-
hatd), ha a természetes szamok N = {1,2, ... } halmazaval egyenl6 szamossagu.

Ha A megszamldlhato és a téle diszjunkt B halmaz véges, akkor A U B is meg-
szamlalhato.

A diszjunkt A, B halmazok egyesitésének s szamossdga csak A és B szamossaga-
1ol fiigg, vagyis ha A és B helyére a veliik egyenld szamossagii A’ és B' halma-
zokat tessziik ugy, hogy A" és B' diszjunktak, akkor A" U B’ szamossdga is s.

Véges sok (k darab) diszjunkt, megszamlalhaté A; halmaz unicja A =UX_, A; is
megszamlalhato.

Megszamlalhatoan sok diszjunkt A; halmaz, melyek mindegyike megszamlalhato,
egyesitve megszamlalhaté halmazt alkotmak, vagyis B =U;2,; A; halmaz meg-
szamlalhato.

A (0,1) intervallumba tartozé osszes valos szam H halmaza megszamlalhatondl
nagyobb szdmossagii.

Legye A egy véges vagy megszamlalhatoan végtelen halmaz, B pedig egy tole
diszjunkt, kontinuum szamossagu halmaz. Ekkor |A U B| = |B|.

Ez a |H| szamossag leaglabb megszamlalhato, hiszen H tartalmazza példaul a
nyilvanvaléan megszdmlalhato {%,i, i, ... } részhalmazt. Indirekt modon tegyiik
fel, hogy H megszamlalhatd, vagyis elemeit valamilyen v;, v,, ... sorrendbe ren-
dezhetjiik. Minden ilyen v; egy 0 és 1 kozotti valds szam, felirhato tehat végte-
len tizedestortként, 0, v;;V;,V13 .... (az egyértelmiiség miatt Vv, v, =9, ha
k > K € N végzédési szamot kizarunk a halmazbdl). Az indirekt feltevés sze-
rint tehat a kovetkez6 sorozat H minden elemét tartalmazna:

0,v11V12V13 -
0,V51V22V23 ...
0,v31V332,33 -
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

A tablazat ,,atloja” mentén végighaladva készitsiink olyan w valos szamot,
melynek w = 0, w;w,ws ... tizedestort alakjahoz a kovetkezéképp jutunk:

_ {Wi =2, hav; =1
Wi = Wl':1, haviiil

Ez a w szam biztosan nem szerepelhet a fenti tablazatban, hisz barmely j-re el-
mondhatd, hogy a v; szam j-edik tizedesjegye kiilonbozik a w szam j-edik
tizedesjegyét6l. Mivel igy nem minden 0 €s 1 kozotti valos szam szerepel a fel-
sorolasban, ellentmondashoz jutunk, tehat |H| nem lehet megszamlalhat6. m

Cantor-féle atlos eljaras

A fenti bizonyitds az Uin. Cantor-féle atlos eljarast hasznalja. Leggyakrabban a rekurziv fiigg-
vények matematikdjaban alkalmazzak olyan esetben, amikor azt szeretnék igazolni, hogy egy
univerzalis kiszamitasi tulajdonsaggal rendelkezd fiiggvény nem eleme annak a fiiggvényosz-
talynak, melynek kiszamitdsara hivatott.

Természetes szamok, raciondlis szamok, valds szamok szamossaga (B)

Természetes szamok

crer

ga megszamlalhato.

Raciondalis szamok
Allitas A racionalis szamok Q halmaza megszamlalhato.

Bizonyitas Helyezziik az A; = {0,1,—1,2,—2, ...} halmazba az Osszes egész szdmot, az

A, = {1, —%,3, — %, } halmazba az 6sszes olyan tortet, melynek a nevezdje 2

2
€s mar nem egyszeriisithetd; az A3 = {g, — i, g, — %, g, — g, } halmazba az 6sz-
szes olyan tortet, melynek a nevezdje 3 és mar nem egyszeriisithetd és igy to-
vabb. Ezek az A; halmazok megszamléalhatoak, hisz elemeiket {6l tudjuk sorolni.
Igy megszamlalhato sok diszjunkt halmazhoz jutunk, melyek egyesitése szintén

megszamlalhato, és kiadja Q halmazt. m

Valos szamok

Mivel a valos szamok halmazanak része a (0,1) intervallum, melyrél mar korabban belattuk,
hogy kontinuum szdmossagu, igy a fenti allitasbol kovetkezik, hogy R szdmossaga kontinu-
um.

Cantor tétel (Halmaz és hatvanyhalmazanak szamossaga kozti 0sszefliggés)

Tétel Ha H halmaz, akkor nincs olyan H-n értelmezett f fiiggvény, mely raképez a H
hatvanylahmazara, azaz |H| < |2H].

Kontinuum hipotézis

A kontinuumhipotézis szerint nincs olyan halmaz, amelynek szdmossidga a valds szdmok
szamossaga (kontinuum-szdmossag) €s a természetes szamok szdmossaga (megszamlalhatoan
végtelen) koz¢ esne.

Jeldlje a tovabbiakban a szdmossagokat az X (alef) jel. A megszamolhatd szdmossag jele X, a
rakovetkezd N, €s rekurzivan, minden k esetén az Xj-ra rakdvetkezot Xy, 4 jelolje.

A kontinuumhipotézis szerint: 8; = 20
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

Az altalanositott kontinuumhipotézis szerint tetszéleges k-ra teljesiil, hogy ha X szdmossaga
Ry, akkor [2%| = Rj4q

8B Vektortér fogalma.

Vektortér

Definicio A V nemiires halmazt vektortérnek nevezziik a T test felett, ha az alabbi tulaj-
donsagok teljestilnek.

A V halmazon értelmezve van egy Osszeadds miivelet, barmely vq,v, €V
elemhez hozzarendel egy V-beli elemet, amelyet v{ + v,-vel jeloliink. Az 6sz-
szeadas kommutativ csoport.

A T test és a V halmaz kozott értelmezve van a skalarral vald szorzés
(skalarszoros): barmely A € T skalarhoz és barmely v € V' vektorhoz egyértel-
mien hozzarendeliink egy V-beli elemet, melyet Av-vel jel6liink. A skalarszoros
a kovetkez6 tuljadonsagokkal rendelkezik:

Barmely A, u € T és v, v{v, € V esetén teljesiil:
— 1v = v, ahol 1 aT test szorzasra vonatkozo egységeleme.
— avegyes asszociativ szabaly: (An)v = A(uv)
— avegyes disztributiv szabalyok:
A+ wv=Av+uv
Avg +vy) = vy + v,
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

9A Nagysagrend. Filiggvények novekedése, aszimptotikus ko-
zelitések, kis ordd, nagy ordo. Nagysagrend fogalma.
P¢lda egyenld nagysagrendekre. Exponencialis noveke-
dés, ennek illusztralasa példaval.

Fiiggvények novekedése, aszimptotikus kozelitések, kis ordd, nagy ordo

Definici6  Legyen két fliggvény, f és g, melyek a valds vagy az egész szamok halmazabol
képeznek a valés szdmok halmazéba. Azt mondjuk, hogy f(x) = 0(g(x))
(nagy-ordo), ha 1étezik olyan C, k pozitiv konstans, amelyekre:

lfl<C-lgt)l,  vx>k
Ekkor azt mondjuk, hogy g (x) aszimptotikus felsé korlatja f (x)-nek.
Példa f(n) = 3n? + 5 esetén f(n) = 0(g(n)), ahol g(n) = n?,C = 4,k = 4

Definicio  Legyen két fliggvény, f és g, melyek a valos vagy az egész szamok halmazabol
képeznek a valos szamok halmazaba. Azt mondjuk, hogy f(x) =Q(g(x))
(nagy-omega), ha létezik olyan C, k pozitiv konstans, amelyekre:

lfCI=C-lgtl,  Vx>k
Ekkor azt mondjuk, hogy f (x) aszimptotikus felsé korlatja C - g(x)-nek.

Példa fn) = n; — 7 esetén f(n) = Q(g(n)), ahol g(n) = n?,C = i,k =7

Nagysagrend fogalma

Definicié  Legyenek f és g, a valos vagy egé€sz szamok halmazabol a valds vagy az egész
szamok halmazéba képezé fiiggvények. Azt mondjuk, hogy f(x) = 0(g(x))
(nagy-teta), ha teljesiil:

fx) =0(g(x) és
f&x) =0(g(x))

Ekkor azt mondjuk, hogy a két fliggvény nagysdagrendje megegyezik.

Pé¢lda egyenld nagysagrendekre

Nagy ord6 ,,rendezes”:

fm=0(fn), Vvf s

(log(n))* = 0(n), VkEeZ -
nk=0(@2"), VkeZ 2
210

Nl

Fiiggvények nagysagrendje:
1.) konstans 2/
2.) logaritmus
3.) elséfoku polinomok
4.) hatvany logaritmusok
5.) polinomok
6.) exponencialis
7.) faktorialis
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

Exponencialis novekedés, ennek illusztralasa példaval

Az exponencialisan ndvekvd mennyiségek minél nagyobbak, annal gyorsabban ndvekednek.
A novekedés mértéke aranyos a mennyiség nagysagaval. Az exponencialisan névekvo meny-
nyiségek valtozasat exponencialis fliggvény irja le.

Az idében lezajlo exponencialis novekedés képlete: N(t) = N, - et

Példa Egy papirlap hajtogatasa soran minden félbehajtdsndl a papir vastagsdga meg-
duplazaodik.

9B Gram-Schmidt ortogonalizacio (B)

Tétel @den altérben van ortogondlis bazis.

Bizonyitas Konstruktiv, azt bizonyitjuk, hogy barmely fiiggetlen rendszerbdl kiindulva, igy
bazisbdl is, tudunk ugyanolyan elemszamu ortogonalis rendszert konstrualni. Az
alkalmazott eljaras neve Gram-Schmidt ortogonalizacio.

Legyen by, b,, ..., by, a fliiggetlen rendszer. Ebbdl ¢4, €3, ..., €) ortogonalis rend-
szer a kovetkezoképpen kaphato:

C1 = bl
Cy = bz + a,1€C1

Vegyiik mindkét oldal skalarszorzatat cq-gyel, és valasszuk a (cq, cy) skalar-
szorzatot nulldnak, igy lesznek ortogonalisak e vektorok. Ebbdl:

_ {=hae1)
(€1,61)”°

(b2.€1)
(Cl,Cl) 1

a21 igy ¢ = by —

Ehhez hasonldan altalaban a definial6 egyenletnek rendre vegyiik a skalarszorza-
tat a ¢4, €3, ..., Cx_1 vektorokkal, az egyiitthatokra a kovetkezot kapjuk:

Ck = by + ag1€1 + AyaC2 + -+ + Ap —1Ck-1

(_bkﬂ C')
aj=———"s,  j=12,..,k-1
(Cj, Cj)
|
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

10A Nulladrendti logika. Miiveletek, kiértékelési szabalyok,
interpretaciok. Logikai (szemantikai) kovetkezmény fo-
galma, példak. A rezolucio alapelve (B). Példak matema-
tikai bizonyitasi modszerekre.

Miiveletek
Egyvaltozos miiveletek
Negacio (tagadas)

A —A
I H
H I
Kétvaltozos miiveletek
Konjunkcio (és) Diszjunkcio (vagy)
A B ANB A B AV B
i I 1 I i I
i H H I H I
H I H H I I
H H H H H H
Implikdcio (kovetkeztetés) Ekvivalencia
A B A—-B Definici6 ao pf=@->B)A(PB - a)
I I I a 5 a->B|f>a|AeoB
[ H H I I I I I
H I I I | H H I H
H H I H | 1 I H H
H H 1 I I
Definiciok

Definicio6 Az a formula, amely minden interpretacidban igaz, tautologia.

Definici6 Az a formula, amely minden interpretacioban hamis, kontradikcio.

Definici6 Azt az interpretaciot, amelyben a formula igaz, modellnek nevezziik.

Definicié  Adott két formula a, 8. A két formula ekvivalens, ha minden interpretacioban
ugyan az az igazsagértékiik. Jelolése: a = 8

Fontos ekvivalens formulak

l)a-»f=-aVvp

2.) =(AV B) = -A A =B (De Morgan azonossag 1.)

3.) =(AAB) = =AV =B (De Morgan azonossag 2.)

Lemma a és [ akkor és csak akkor ekvivalens, ha a < [ tautologia.

Tétel Ha «a tautologia, akkor az itéletvaltozok helyébe formuldkat irva tautologiat ka-
punk.
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

Tétel

Tétel

Ha a tautologia, akkor bdarmely részformula helyett azzal ekvivalens formulat
irva tautologiat kapunk.

Az ekvivalens nulladrendii formulak az osszes formulak particioit adjdk.
a=p
chaa=p=2ja=péf=a vagyis ekvivalencia relacio.
a=Pésf=y=>a=y

Logikai kdvetkezmény

Definicio

Példa

Modellelméleti vagy szemantikus kovetkezményfogalom: Azt mondjuk, hogy az
{a,, ay, ..., @} formulahalmaz kvetkezménye B, ha minden olyan interpretaci-
6ban, amelyben az a4, @y, ... a, formulak igazak, £ is igaz.

Mas szavakkal: az {aq, @y, ..., @, } formulahalmaz kovetkezménye 8, ha S lega-
labb akkor igaz, amikor az a;-k igazak.

Jelolése: {aq, ay, ..., an} Eo B

Ha elfogy a benzin, az aut6 leall. Elfogyott a benzin. i, Az autd leall.

Helyes kovetkeztetési sémak

Definicio

Tétel

Bizonyitas

Azokat a kovetkeztetési sémakat tekintjiik helyes kévetkeztetési sémanak, ame-
lyekben a kovetkezmény valoban a feltételek (szemantikai) kdvetkezménye.
{ay, ay, ..., an} Eo B akkor és csak akkor, ha a; Aay A ... Aay, Ey B

Az ay, ay, ... a, egylittesen akkor és csak akkor igaz, ha a; A ay A ... A @, igaz.
|

A fenti tétel miatt a = jel bal oldalat a tovabbiakban egyszerii a-val jeldljiik, ahol a-n mindig
aza = ay A ay A ... A\ a, formulat értjik.

Tétel a ko [ akkor és csak akkor, ha a — [ tautologia.
Bizonyitas 1.) Lassuk be, hogy ha a = B, akkor a — p tautologia:
Irjuk f6l az igazsagtablazatot. A jeldlt sort ez esetben nem lehet figyelembe ven-
ni, ugyanis akkor a =4 f nem teljesiilne. A maradék sorokra pedig valoban az [
az igazsagertek.
a B a-p
I I 1
- I H H
H I I
H H I
2.) Lassuk be, hogy ha a = [ tautoldgia, akkor a = -
Ha a — [ tautoldgia, akkor a fenti igazsagtablaban a jeldlt sor nem szerepelhet,
hanem csak a jeldletlen, I sorok. Ezekben a sorokban viszont valoban a 8 lega-
labb ott igaz, ahol a igaz. m
Tétel a Eq B akkor és csak akkor, ha a N = kontradikcio.
Bizonyitas Az a k=, B akkor és csak akkor, ha a — B tautologia, vagyis —(a — ) kontra-
dikcio. Ezt kifejtve: =(a@ = B) = ~(maVB) = 7—aA-B=aA- n
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

Rezolucid
Tétel

Bizonyitas

Tétel

Lemma

Bizonyitas

Tétel

(a rezoliicio alapelve) {a V B,y V =} Eq a VY

(igazsagtablaval)

a B y =f avVB A yVv-ap aVvy

I I I H I I I I
- I I H H I H H |

| H 1 I I I I I

I H H I I I I I

H | I H I I I I
- H 1 H H I H H H
- H H I I H H I I
- H H H I H H I H

A jelolt sorokban a feltétel nem teljesiil, igy a kovetkezmény teljesiilését nem
vizsgaljuk. A jeloletlen sorokban viszony a kdvetkezmény legalabb ott igaz, ahol
a feltétel igaz, tehat ez egy helyes kovetkeztetési séma. m

(helyesség) Legyen S tetszoleges klozhalmaz. Ha S-bol levezetheto az iires kloz,
akkor S kielégithetetlen.

Legyen S tetszoleges klozhalmaz és a k4, ks, ... ky, klozsorozat rezolucios leveze-
tés S-bol. Ekkor k; minden j = 1,2, ...m-re tautologikus kovetkezménye az S
halmaznak, azaz S k, k;.

Bizonyitas Teljes indukcidval.
1.) A levezetés elso kloza, k, biztosan eleme S-nek, tehat S &g k.
2.) Tegyiik fel, hogy minden j < n-re igazoltuk mar, hogy S F k;.
3.) Belatjuk, hogy k,,;-re is igaz az allitas. Ha k,,, € S, akkor
S Eo knyy- Ha k,yq valamely kg, k; klozok rezolvense, akkor
{ks, ki3 Eo knyq. Az indukcids feltevés miatt S =g kg és S ¢ k.
Ebbol S Eq kyyq. W

Tegylik fel, hogy van olyan J interpretacid, ami kielégiti S-et. A lemma szerint
§-bol valo rezolucids levezetésbeli barmely k; klozra S E k;, tehat J kielégiti a
rezolucios levezetés minden klozat is. De az iires kloz kielégithetetlen, tehat nem
lehet eleme a levezetésnek. gy tehat ha S-bél levezethetd az iires kloz, akkor S
kielégithetetlen. m

(teljesség) Ha az S véges klozhalmaz kielégithetetlen, akkor S-bdl levezetheto az
tires kloz.

P¢ldak matematikai bizonyitasi modszerekre

Direkt bizonyitas, dedukcio: ,,Tegyiik fel, hogy A igaz”.
Indirekt bizonyitas: ,,tegyiik fel, hogy A mégis igaz”; ,,Lehetetlen, hogy A igaz legyen, igy

-Aigaz.”
10B Szita formula
A szita formulat lasd a TA. tételben a 25. oldalon!
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11A Elsorendii logika. Szintaxis nullad-, és elsérendben. Sze-
mantika: kvantorok, interpretaciok elsérendben. Sze-
mantikai kdvetkezmény elsérendben. Szintaktikai kovet-
kezmény fogalma. Rezolucid elsdrendben.

Szintaxis

Nulladrendii logika
Jelkészlet

1)
2) 9, AV, >
3)

4.) zarojelek

Formula
Minden atom formula.
Ha a és § formulédk, akkor —a, a A S, a V 3, a — ( is formulék.

A fenti két szabaly véges sokszori alkalmazasaval kapjuk a formulakat. Az atomi formulakat
latin, az Osszetett formuldkat gérog betlivel jeldljiik.

Elsérendii logika

Jelkeszlet

1.) valtozészimbolumok: x, y, z, ...

2.) konstansszimbolumok: a, b, c, ...

3.) prédikatumszimbolumok: P, Q, S, ...

4.) fiiggvényszimbolumok: f, g, h, ...

5.) logikai 0sszekdto jelek (muveletek jelei): A, V, =, —
6.) kvantorok: v, 3

7.) zardjelek

Kifejezés (term)
Minden individuumvaltozé és konstans kifejezés. Ha t4, t,, ..., t,, kifejezés és f n-valtozos
fiiggvény szimbolum, akkor f(t,t,, ..., t,,) is kifejezés.

A fentiek szerint a fiiggvény argumentumaiba irhatunk valtozokat, konstansokat, de beagyaz-
hatok mas, vagy sajat fiiggvényértékek is. A kifejezések vagy prédikatumszimbolumok argu-
mentumaiban, vagy fliggvények argumentumaiban fordulhatnak eld, 6nalléan nem.

Atomi formuldk
Ha P n-argumentumu prédikatumszimbdlum és tq, t,, ..., t,, kifejezések, akkor P(ty, ty, ..., t,)
atomi formula.

Formula

Minden atom formula.

Ha a és § formulédk, akkor -, a A S, a V 3, @ = [ is formulék.
Vxa(x),Ixa(x) is formula.

A fenti harom szabaly véges sokszori alkalmazéasaval kapjuk a formulakat.
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Szemantika

Kvantorok hataskore

Megallapodas szerint a kvantor hataskore a mogotte allo valtozo utani atomi formula vagy
zardjelben megadott formula. Az ezekben szerepld valtozo eléfordulasokat kotdttnek nevez-
ziik, a valtozo egyéb eléfordulédsait szabadnak.

Interpretacio

Az elsérendii nyelvben is valamely formula igazsagértékét csak ugy tudjuk megmondani, ha
interpretaljuk a formulat. Az interpretacid tobb részbdl all. Meg kell adni az alaphalmazt,
aminek elemeire vonatkoznak a formulak. Ahogyan nulladrendben is tettiik, itt is meg kell
mondani az atomi formulak igazsdgértékét. Ezen tilmenden, a fliggvényeket is interpretalni
kell, meg kell mondani, hogy az egyes individuumokon mi a felvett fliggvényérték (ami szin-
tén az univerzum egy eleme, vagyis egy individuum).

Ezutan az elsérendben tanult kvantorok jelentése, és a miiveletek nulladrendben tanult jelen-
tése alapjan kiértékelhet6 a formula.

Definiciok

Definici6 Az elsérendii mondat kielégithets, ha van olyan interpretacid, amelyikben igaz.
Ezt az interpretaciot a formula modelljének nevezzik.

Definici6 Az elsérendli mondat érvényes, ha minden interpretacioban igaz.

Definicio = Az elsérendli mondat kontradikcio/kielégithetetlen, ha minden interpretacidban
hamis.

Definici6  Adott két formula a, 5. A két formula ekvivalens, ha minden interpretacioban
ugyan az az igazsagértékiik. Jelolése: a =

Szemantikai kdvetkezmény

Definici6  Modellelméleti vagy szemantikus kovetkezményfogalom: Azt mondjuk, hogy az
{aq, ay, ..., a,} formulahalmaz szemantikai kovetkezménye S, ha minden olyan
interpretacioban, amelyben az ay, a, ... @, formuldk igazak, f is igaz.

Mas szavakkal: az {aq, a5, ..., @, } formulahalmaz kovetkezménye 8, ha S lega-
labb akkor igaz, amikor az a;-k igazak.

Jelolése: {aq, ay, ..., an} E1 B

Helyes kovetkeztetési sémak

Definici6  Azokat a kovetkeztetési sémakat tekintjik helyes kovetkeztetési sémanak, ame-
lyekben a kovetkezmény valoban a feltételek (szemantikai) kdvetkezménye.

Rezoluci6

Az elsérendii rezolucio alapjai

A Skolem normalformat feltételezve, prenex elhagyhato, csak megjegyezziik, hogy valdban,
minden valtozo univerzalisan kvantalt volt. Tehat a maradék részre, az in. a matrixra lehet
alkalmazni a rezoluciot. A nulladrendhez képest kiilonbséget jelent az, hogy a literalokat he-
lyettesiteni kell.

A valtozd/term rendezett parokat tartalmazé a = {v;/ty,...,vy/t,} halmazt helyettesitésnek
nevezziik, ha v4,..., v, egymdstdl kiilonbozd valtozokat jeldlnek, és t; # v;, (1 <i < n).

szobeli vizsga, 1. 6sszetevd 36/76 2014. janius 11.
1411


Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight

Tamás
Highlight


Matematika szigorlat — PPKE ITK

Legaltalanosabb egységesito helyettesitésnek nevezzik az A4, A,, ..., Ay kifejezéseknek egy &
egységesito helyettesitését, ha barmely a egyesitd helyettesités elballithatdo @ = a’S§ formaban
(a’ egy alkalmas helyettesités).

(Legaltalanosabb) egységesito helyettesités alapelvei:
Valtozoba szabad konstanst vagy masik valtozot helyettesiteni.

Viltozdba szabad olyan fiiggvényt is helyettesiteni, amelynek argumentumaban més valto-
70, vagy konstansok szerepelnek. (fiiggvénybe is, a termek képzésének szabalyai szerint
helyettesithetdk valtozok, illetve konstansok, illetve ujabb fiiggvények.)

A rezolucidhoz a formuléat és a kdvetkezmény tagadasat Skolem normdlformara alakitjuk.
Nevezziik at a valtozokat ugy, hogy a valtozonevek kiilonbozoek legyenek a klozokban. A
rezolucio tehat csak akkor alkalmazhatd, ha az egységesités elvégezhetd. Ekkor pedig rezolu-
cio alapelvét ado kovetkeztetési sémat alkalmazzuk, és akarcsak nulladrendben, elvégezziik a
rezoluciot.

11B Sajatérték, sajatvektor fogalma. Sajatvektorok bazisa-
ban a transzformacio matrix (B).

Sajatérték, sajatvektor
Definici6 A A szam sajatértéke az L transzformacidonak, ha van olyan nem nulla vektor,

melyre L(x) = Ax. Ez a nem nulla x vektor az L transzformacié A sajatértékéhez
tartozo sajatvektora.

Sajatvektorok bazisaban a transzformacié matrix (B)

Tétel Tegyiik fel, hogy egy V™ = V"™ homogén linearis transzformacio (kiilonbéozé
sajatértékhez tartozo) sajatvektorai bazist alkotnak. Ekkor a transzformdcio
mdtrixa e bazisra vonathozoan diagondalis, és a foatloban rendre a megfeleld sa-
Jjatértékek dllnak.

Bizonyitas A transzformacié matrixanak oszlopvektorai a bazisvektorok képei. Sajatvektor
képe onmaga sajatértékszerese. Ezért az i-edik sajatvektor, s; matrixos alakja a
sajatvektorok bazisdban egy olyan oszlopvektor, melynek i-edik koordinatéja A;,
az Osszes tobbi koordinata pedig 0.

Mivel ezek az oszlopvektorok alkotjak a transzformacié matrixat, az els6 osz-
lopvektorban pedig az elsd helyen stb. all a sajatérték, a kapott matrix valéban
diagonalis lesz. m
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12A Linedris teér. Linearis tér fogalma. Linearis fiiggetlenség,
linearis osszefiiggdség, ennek igazolasi modszere. Gene-
ratorrendszer, bazis, koordinatak, dimenzié. Dimenzi6
ekvivalens megfogalmazasai. Kicserélesi tetel (B).

Linearis tér fogalma

A vektortér, vagy mas néven linedris tér a lineéris algebra egyik legalapvetobb fogalma,
melyhez a geometriaban is hasznalatos vektor fogalmanak altalanositasa vezet.

Definicio A V nemiires halmazt vektortérnek nevezziik a T test felett, ha az alabbi tulaj-
donsagok teljesiilnek.

A V halmazon értelmezve van egy Osszeadas miivelet, barmely vq,v, €V
elemhez hozzarendel egy V-beli elemet, amelyet v{ + v,-vel jeloliink. Az 6Sz-
szeadas kommutativ csoport.

A T test és a V halmaz kozott értelmezve van a skalarral vald szorzés
(skalarszoros): barmely A € T skalarhoz és barmely v € V' vektorhoz egyértel-
mien hozzarendeliink egy V-beli elemet, melyet Av-vel jel6liink. A skalarszoros
a kovetkez6 tuljadonsagokkal rendelkezik:

Barmely A, u € T és v, v{v, € V esetén teljesiil:
— 1v = v, ahol 1 aT test szorzasra vonatkozo egységeleme.
— avegyes asszociativ szabaly: (An)v = A(uv)
— avegyes disztributiv szabalyok:
A+ wv=Av+uv
A(vq +v3) = vy + v,

Linearis fiiggetlenség, linearis osszefiiggoség, ennek igazolasi modszere
Definicié A vq, vy, ..., v, Vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha
n

Z /11'171' =
i=1

csak ugy lehetséges, hogy miden 4; = 0.

Definicio A vy, v,,.., v, Vektorok linedrisan dsszefiiggdk, ha

n
Z Al’vi =0
n=i

linearis kombinacidban van olyan A;, amelyre A, # 0.

A linearis fiiggdség megallapitasahoz azt kell eldonteni, hogy miként allithato el6 a 0 vektor.
Ha az egyenletrendszernek csak trivialis megoldasa 1étezik, akkor az adott vektorok linearisan
fliggetlenek.

Generatorrendszer, bazis, koordinatak, dimenzio

Definici6  Azok a vektorok, melyek linearis kombindciojaként a vektortér minden eleme
eloall, generdtorrendszert alkotnak.
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Definicio

Definicio

Definicio

A V vektortér linedrisan fiiggetlen vektorokat tartalmazé generatorrendszerét
bazisnak nevezzik.

Legyen a V vektortér egy bazisa [b] = by, by, ..., b,. A v € V vektor e bazis-
vektorokkal valo felirasiban a v = A1by + A, by + -+ + A, b, lineéris kombina-
cioban szerepld A4, 1,, ..., A, skaldrokat a v vektor [b] bazisra vonatkozd koor-
dinadtdinak nevezzik.

AV vektortér dimenziojan barmely bazisanak elemszamat értjiik.

Dimenzi6 ekvivalens megfogalmazasai

A ,,hétkdznapi” értelemben is a fliggetlen iranyok szdmat tekintjiik dimenzidnak, a konkrét
iranyok nem lényegesek.

Kicser¢lési tétel (B)

Tétel

Bizonyitas

12B

AZ f1, ..., [n fiiggetlen vektorokbol allo rendszer barmely f; vektordhoz talalha-
16 a gy, ..., gj generdtorrendszerbdl olyan gy vektor, amellyel f;-t kicserélve az

fiv - fict, Gk fis1, -, [n vektorokbol allo rendszer fiiggetlen.

Indirekt modon bizonyitunk. Tegylik fel, hogy f1-hez nem j6 egyik g; sem. Va-
gyis minden egyes g;-re a g;,f2, ..., fn vektorok linearisan Osszefliggbk. Az
f2, ..., fn vektorok fiiggetlenck voltak, (mivel fiiggetlen rendszerbdl vektort el-
hagyva az fliggetlen marad). Mivel a fiiggetlenség g; hozzatételével szlint, meg,
ezért g; kifejezhetd az f, ..., f,, vektorokkal:

n
gi= Z Yifk
=2

Ugyanakkor, mivel a g; vektorok generatorrendszert alkotnak, ezért a tér min-
den vektora, vagyis f is kifejezhet6 segitségiikkel:

fi= Z]: b1kGk = i b1k (Zn: Vklfl)
k=1 =1 =)

Tehat az f5, ..., f, vektorok linearis kombinacidja elballitja az f, vektort. Ez azt
jelenti, hogy az f4, ..., fn vektorok linearisan Osszefiiggéek lennének, azonban
ez ellentmondas. m

Komplex szam trigonometrikus és exponencialis alakja.

A komplex szamok trigonometrikus és exponencialis alakjat lasd a 4A. tételben a 16. oldalon!
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13A Vektoralgebra. A 3 dimenzios vektorok tere. Specialis mii-
veletek: skalaris szorzat, vektorialis szorzat, vegyes
szorzat, és erre vonatkozo tételek, geometriai jelenté-
siik. Sik normalvektoros egyenlete. Pont ¢€s sik tavolsaga.
Vektor 0sszetevOkre bontdsa €s merdleges kiegészito.

A haromdimenzios vektorok tere
Definici6 Az iranyitott szakaszt vektornak nevezziik.

Definicio = Két vektor egyenld, ha hosszuk és irdnyuk is megegyezik.

Specialis miiveletek és geometriai jelentéseik

Skalaris szorzat

Definicio = Két vektor, a és b skalarszorzatan azt az a - b-vel jeldlt szamot értjiik, amelyre
a - b = |a||b| cos(a), ahol a a két vektor altal bezart szog.

Tétel Az a - b skaldrszorzat geometria jelentése a b vektor a-ra vett eldjeles merdle-
ges vetiiletének |b|-szerese.

Tétel A skalarszorzat tulajdonsagai:
1)) pozitivdefinit: a-a >0, a-a=0<a=0
2.) szimmetrikus:a-b=b-a
3.) homogén: A(a-b) = (Aa) - b
4.) linearis:a-(b+c)=a-b+a-c

Tétel Két vektor skalarszorzata akkor és csak akkor 0, ha a vektorok merdlegesek.

Vektorialis szorzat

Definici6 Az a, b, ¢ vektorok jobbrendszert alkotnak, ha k6zos kezdépontbol abrazolva a ¢
vektor iranyabol nézve az a vektort m-nél kisebb szogi pozitiv forgatassal tud-
juk b vektor iranyaba vinni.

Definici6 Az a, b vektorok vektoridalis szorzata az az a X b-vel jelolt vektor, melyre
a X b = |al||b|sin(a) e, ahol e L a,e L b,|e| =1 és a,b,e vektorok jobb-
rendszert alkotnak.

Tétel A vektoridlis szorzat geometriai jelentése az a és b vektorok altal kifeszitett pa-
ralelogramma teriilete.

Tétel Az a és b vektorok vektoridlis szorzata akkor és csak akkor nullvektor, ha a vek-
torok parhuzamosak.

Vegyes szorzat
Definici6 Az (a X b) - ¢ valos szamot az a, b, ¢ vektorok vegyes szorzatinak nevezzik. Az
eddigi definicidkat felhasznalva: (a X b) - ¢ = (|al||b] sin(a))|c| cos(B)

Tétel Az a, b, ¢ vektorok vegyes szorzatanak jelentése a vektorok altal meghatarozott
paralelepipedon eldjeles térfogata.

Sik normdlvektoros egyenlete
Definicio6 = Ha az n vektor merdleges az S sikra, akkor az n az S sik normdlvektora.
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Tétel Ha az S sik egy normalvektora m, egy adott pontja Py, ebbe mutato helyvektor
Do, tetszoleges pontja P, az ebbe mutato helyvektor p, akkor a sik egyenlete:

S:n(p—po) =0

Pont ¢és sik tavolsaga

Ha adott egy S sik, melynek ismerjiik az n normalvektorat és egy P, pontjat, akkor a nem
sikbeli A pont tavolsagat a siktol az alabbi képlet adja meg:

d:m.i@

In|

Vektor 0sszetevokre bontdsa és merdleges kiegészitd

Tétel Adottak az a és b vektorok. Az a vektor folirhato a b vektorral parhuzamos ay,
és a b vektorra merdleges a,, vektorok sszegeként:

a=a,+a,, a, = (aep)ey, a, =a-—a,

ahol ey, vektor a b vektorral egyiranyu egységvektor.

13B Dimenzio tétel. (B)

Dimenzi6 tétel (B)
Tétel Legyen L valamely V = W linearis leképezés. Ekkor
dim(Ker(L)) + dim(lm(L)) = dim(V)

Bizonyitds Bizonyitando, hogy a leképezés magterének és képterének dimenzidjanak ossze-
ge éppen a kiindulési tér dimenzidjaval egyenlo.

Mivel Ker(L) altér, igy van bazisa. Legyen az a bazis bq, by, ..., b,,. Egészitsiik
ki ezt a fiiggetlen rendszer ugy, hogy b4, by, ..., by, Bjs1, -, by 1€Qyen V bazi-
Sa.

Azt kell bizonyitani, hogy by, 41, --., b, képei bazist alkotnak W-ben. Ezzel a té-
tel bizonyitasa kész, hiszen a dimenzid a baziselemek szdma, és igy az
n =m+ (n —m) képlet, ahol n a kiindulasi tér, m a magtér, (n — m) pedig a
képtér dimenzidja, éppen a tétel allitasa.

Elészor azt latjuk be, hogy az L(by41), ..., L(b,,) vektorok Im(L)-ben genera-
torrendszert alkotnak, majd azt, hogy fliggetlenek. E két tulajdonsag biztositja,
hogy L(b;41), ---, L(by) az Im(L) egy bazisa.

Tekintsiik Im(L) tetsz6leges y vektorat. Ehhez van olyan x € V, melyre
y = L(x). AV vektortér bazisaval az x vektort kifejezve és erre alkalmazva az L
linearis leképezést:

X =x1bqy +x,b5 + -+ XDy + Xy 1bme1 + -+ xby
L(x) = L(xybq + x3b3 + -+ x; by + Xpi1bips1 + -+ + x,by) =
= le(bl) + xZL(bZ) + et xmL(bm) + xm+1L(bm+1) + -t an(bn) =
=0+0+-+0+x,.1L(bpyq) + -+ x,L(by)

Vagyis valdban, Im(L) vektorai felirhatok az L(b,,4+1) + -+ + L(b,) vektorok
linearis kombinacioiként, tehat ezek a vektorok generatorrendszert alkotnak.
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A fiiggetlenség bizonyitasahoz felirjuk a definiciot:
0 = ay41L(bimi1) + - + anL(by)
Mivel L linearis leképezés, ezért
0 = L(am+1bms+1 + -+ + anby)

Eszerint az x* = a4 1bme1 + -+ + a, b, vektor benne van a magtérben, igy
felirhat6 a magtérbeli bazis vektorainak linearis kombinaciojaval:

X" =auy1bmer + -+ by = a by + -+ by,
amibdl
0=ayby + -+ amby — Api1bmir — - — ayby

Mivel a V bazisat alkotd by, by, ..., by, bisq, -, by vektorok fliggetlenek, ezért
a 0 vektort csak tigy tudjak eléallitani, ha minden a; = 0. m
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14A

Linearis leképezések. Linearis leképezesek 0Osszege,
skalarszorosa, példak. Homogén linearis leképezések linea-
ris tere. Attérés mas bazisparra.

Linearis leképezések

Definicio

Legyenek V és W vektorterek, valamint u,v € Vés A€ R. Aztaz L:V - W
fliggvényt, amely a kovetkezd két tulajdonsaggal rendelkezik, homogén linedris
leképezésnek nevezziik.

1. linearis tulajdonsag: L(u + v) = L(u) + L(v)
2. homogén tulajdonsag: L(Au) = AL(u)

Ha V = W, akkor a leképezést linearis transzformacionak hivjuk.

Leképezések Osszege, skalarszorosa, példak

Definicio

Definicio

Tétel
Példa

Legyenek V és W ugyanazon T test feletti vektorterek, és A, B: V™ — W linea-
ris leképezések. Legyen tovabba egy x € V vektor. Az A és B linearis leképezé-
sek osszege: (A + B)(x) = A(x) + B(x)

Legyenek V és W ugyanazon T test feletti vektorterek, és A: V™ — W linearis
leképezés. Legyenek tovabba x € V vektor és A szam. Az A linearis leképezés
szamszorosa (skalarszorosa): (14) (x) = AA(x)

A fent definialt 6sszeg és szamszoros valoban homogén linearis leképezés.

Legyen adott az A, origd koriili pozitiv iranyu 90°-os forgatas, és a B x tengely-
re tikrozés leképezések. Az dabran lathaté e leképezések Osszege ¢és
skalarszorosa.

y

2A(a)

(A+B)(@) T\ p @

Homogén linearis leképezések linearis tere

Tétel

Tétel

A V™ > Wk linedris leképezések halmaza a fent definidlt Osszegre és szdmSz0-
rosra nézve k X n dimenzios vektorteret alkot.

A V™ > Wk linedaris leképezések vektortere izomorf a k X n tipusii matrixok
vektorterével.

Attérés mas bazisparra

Tétel Legyen V # {0} n dimenzids vektortér, [e] és [u] két bazis V-ben. Haa V tér x
vektordanak koordindta matrixa xg) = [x1, %3, ...,xn][Te] az [e] bazisra vonatko-
zik, akkor ugyanazon x vektor [u] bdzisra vonatkozé koordinatdi az alabbi kép-
letbol szamolhatok:
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Matematika szigorlat — PPKE ITK

U1 U Uin ] [X1
Uzr Uz 0 Upp||X2 _1
x[u] = E . .. E E = U x[e] @

ahol az U matrix oszlopai az [u] bazis vektorainak [e] bdzisra vonatkozé koor-
dinatamatrixai. Az U madtrixot attérési matrixnak nevezziik.

14B Kromatikus szam fogalma. Sik grafok kromatikus sza-
ma. Otszin tétel (B).

Kromatikus szam fogalma

Definici6 A y(G) a G graf kromatikus szama, vagyis az a szam, amely megmutatja, legke-
vesebb hany szin kell a graf csucsainak olyan kiszinezéséhez, hogy a szomszé-
dos cstcsok mas szintiek legyenek.

Sik grafok kromatikus szama

Definici6  Egy egyszerii graf n-szinezhetd, ha minden csticsdhoz hozzarendelhetd ugy egy
szin hogy két szomszédos csucshoz rendelt szin kiilonb6zo.

Allitas Teljesiil az alabbi osszefiiggés: w(G) < x(G) < A(G) + 1, ahol w(G) a G grdf-
ban taldlhaté legnagyobb fokszamui teljes graf és A(G) a legnagyobb fokszam.

Otszin tétel (B)
Tétel Ha G graf sikba rajzolhatd, akkor y(G) < 5.

Bizonyitas Teljes indukcidval. Ha a grafnak legfeljebb 5 csucsa van, akkor biztosan kiszi-
nezhetd 5 (vagy kevesebb) szinnel. Tegyiik fel, hogy eddig minden n cstcsu
grafra igazoltuk a tétel allitasat. Tekintsiik most az n + 1-edik esetet, mikor is a
G graf n + 1 csucsu.

Mivel sikgrafokra e < 3n — 6, ezért van olyan csucs, melynek fokszdmanak
maximuma 5.

Ha x fokszama 4, akkor x-et elhagyva a csucsok szama eggyel csokken, igy az
indukcios feltevés miatt kiszinezhetd 5 szinnel. Visszatéve ezt a cslicsot, a
szomszédjait legfeljebb 4 szinnel szinezhetjiik, tehat x kapja az 6todik szint.

Ha x fokszdma 5, akkor minden szomszédja nem lehet Gsszekotve egymassal,
mert akkor Ks részgraf lenne, ami nem sikgraf. Legyen y és z az x olyan
szomszédai, melyek nincsenek Osszekotve, ezeket vonjuk Gssze egy pontta €s
hagyjuk el x-et. Az indukcids feltevés miatt ekkor az egész graf kiszinezhet6 5
szinnel. Visszatéve x-et és szétszedve az y és z csucsokat, ezek kiszinezhetdk
legfeljebb 3 szinnel, hiszen x-nek 6t szomszédja koziil harom szine rogzitett, vi-
szont y és z azonos szintiek, igy x szdmara marad az 6todik szin. m
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15A [zomorfia. Izomorfia fogalma. Izomorfidra vonatkozo
szilkséges ¢€s elégséges feltétel. A vektorterek Kkozti
izomorfia ekvivalencia relaciéo. Matrixok linedris terének
¢s a linearis leképezések terének kapcsolata. Példa: az
(a,0) (a € R) alaku komplex szimok és a valos szamok
izomorfiaja. Az a + bi képlet magyarazata (B).

Izomorfia fogalma

Definici6 Az egy-egy értelmli L:V — W linearis leképezést izomorf leképezésnek nevez-
ziik. Az izomorf vektorterek jeldlése: V = W

Izomorfidra vonatkozé sziikséges és elégséges feltétel

Tétel Két vektortér akkor és csak akkor izomorf, ha dimenziojuk egyenlo.

A vektorterek kozti izomorfia ekvivalencia relacio
Tétel A vektorterek kérében az izomorfia ekvivalencia reldcio.

Matrixok linearis terének ¢€s a linearis leképezések terének kapcsolata

Tétel A V™ > WX linearis leképezések vektortere izomorf a k X n tipusii matrixok
vektorterével.

Az a + bi képlet magyarazata (B)

Példa: az (a,0) (a € R) alakia komplex, és a valoés szamok izomorfak

Tétel Az (a, 0) komplex szamok és a valés szamok kozott egy-egy értelmii, miivelettar-
16 leképezés létesithetd, vagyis az (a,0) komplex szamok izomorfak a valds szd-
mokkal.

Bizonyitas Konstruktiv moédon, megadva az izomorfiat biztosité egy-egy értelmi leképe-
zést: (a,0) € C & a € R.
A kommutativ és asszociativ tulajdonsagok a komplex szamokra is teljesiilnek,
igy elegendd annak bizonyitasa, hogy mind az &sszeadasra, mind a szorzasra
nézve is zart a halmaz: két ilyen komplex szadm szorzata és Osszege is ugyanilyen
tipusu komplex szam. Sziikséges még az inverz €s az egységelem létezésének
bizonyitasa is.
Az 6sszeadas nem vezet ki az {(a, 0) : a € R} halmazbol, mivelhogy

(a,0) + (b,0) = (a+b,0)

Az dsszeadas egysége (0,0). Erre vonatkozé inverz: (a,0) + (—a, 0) = (0,0)

A szorzas nem vezet ki az {(a, 0) : a € R} halmazbdl, mivelhogy
(a,0) - (b,0) = (ab — 0%,0a + 0b) = (ab,0)

A szorzas egysége (1,0). Erre vonatkozé inverz: (a, 0) - (i, 0)=(100 =

Tétel Minden komplex szam felirhato olyan kéttagu osszegként, ahol az elsd tag mind-
ket tenyezdjenek van izomorf képe a valos szamok kozott, a masodiknak pedig
egy tényezdje rendelkezik e tulajdonsdagokkal: (a,b) = (a,0)(1,0) + (b,0)(0,1)
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Bizonyitas Az (1,0) neve valos egység, valos megfeleléje 1. A (0,1) neve képzetes egység,
jeloljiik 6t i-vel. Az i komplex szamnak nincs valos megfeleldje!

Ekkor C minden eleme a + bi alakban irhato, ahol a,b € R. m

Megjegyzés Az i komplex szam négyzete i = (0,1)(0,1) = (—1,0).
15B Kupszeletek, mint mértani helyek

Definici6 Az ellipszis azon pontok mértani helye a sikban, amelyek két adott ponttol mért
tavolsadganak Osszege allando, mely allandd nagyobb az adott pontok tdvolsaga-
nal.

Definici6 A hiperbola azon pontok mértani helye a sikban, amelyek két adott ponttol mért
tavolsaganak kiilonbsége allando, mely alland6 kisebb az adott pontok tavolsa-
ganal.

Definici6 A parabola azon pontok mértani helye a sikban, amik egy adott egyenestdl és
egy adott, az egyenesre nem illeszkedd ponttdl egyenld tdvolsagra vannak.

Kupszeletek ¢€s az ellipszis, hiperbola, parabola ekvivalenciaja

Ellipszis

Legyen P a sikmetszet egy tetszéleges pontja. Illessziink a
kupba olyan goémbdket, amik érintik a kupot és a metszdsikot
is. A G; gomb a kap palastjat k,; korben, a sikot F; pontban
érinti. A G, gbmb a kapot k, korben, a metszdsikot F, pontban
érinti. P ponton athalad6 alkot6 a kq és k, kordket a P; és P,
pontokban metszi. Teljesiil rajuk, hogy PP, = PF; és PP, =
PF,, mivel ezek a szakaszok a gdmbhdz hiizott érintdszakaszok
egy kiilsé pontbol. Ugyanakkor PP, és PP, egy kozos alkoton
vannak ¢és ezek hosszdnak Osszege a forgdsszimmetria miatt
alland6. Tehat egy tetszOleges P pontnak a fokuszoktdl vett
tavolsagainak Osszege allando, ezért ez ellipszis.

Hiperbola

Legyen P a sikmetszet egy tetszéleges pontja. Illessziink a
kapba olyan goémbdket, amik érintik a kapot és a metszdsikot
is. A G; gomb a kup palastjat k; korben, a sikot F; pontban
érinti. A G, gbmb a kupot k, korben, a metszdsikot F, pontban
érinti. A P ponton athalad6 alkot6 a k, és k, koroket a P; és P,
pontokban metszi. Teljesiil rajuk, hogy PP, = PF, és PP, =
PF,, mivel ezek a szakaszok a gdmbhoz huzott érintdészakaszok
egy kiils6 pontbol. Ugyanakkor PP, és PP, egy kozos alkoton
vannak és a forgdsszimmetria miatt P; P, szakasz hossza allan-
do és P ugyanazon az egyenesen van, ezért PP; és PP, szaka-
szok kiilonbségének abszolut értéke allando. Tehat egy tetszo-
leges P pontnak a fokuszoktol vett tavolsagainak kiilonbségé-
nek abszolut értéke allando, ezért ez hiperbola.
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Parabola

Legyen P a sikmetszet egy tetszéleges pontja. Illessziink a kipba egy olyan érint6gdmboét G,
ami egyuttal a sikot is érinti. A kipot k korben, a sikot F pontban érinti a G gdmb. P-bdl a
gémbho6z huzott érintészakaszok PF és PP', amik egyenld hosszisaguak. A metszésik és k
sikja d egyenesben metszik egymast. P-b6l merdlegest allitva d-re és k sikjara kapjuk a D és
a P* talppontokat. PD a metszdsikban van és parhuzamos azzal az alkotoval, amivel a sik is
parhuzamos. {gy a DPP* és a P*PP’ szog is valtoszoge egy-egy olyan szognek, melynek
egyik szara a kup tengelye, masik széra pedig egy alkotd; a két szog tehat egyenld. Ezért a
kapott PP'P* derékszogii haromszog egybevago a PP*D derékszogii haromszoggel (egy olda-
luk ko6z0s és a rajta fekvé szogeik egyenldk). Tehat az atfogok egyenld hossztiak: DP = PP’
masrészrol PP' = PF. Tehat egy tetszéleges P pont tavolsaga a fokusztol és a vezéregyenes-
tol egyenld, ezért ez parabola.

Kanonikus alakok

Vegyiink fel egy koordinatarendszert Gigy, hogy F; = (—c, 0) és F, = (¢, 0) legyen, vagyis a
fokuszok tavolsaga 2c. Jelolje a definicidban szerepld allandot 2a.
i

Allitas Egy megfeleloen valasztott koordindtarendszerben a kupszeleteket fel lehet irni a
kovetkezo (kanonikus) egyenletekkel:
Ellipszis Hiperbola Parabola
X2 y? X2 y? )
;-Fﬁ:l E—ﬁzl y _sz

ahol a és b az ellipszis ahol a és b a hiperbola  ahol p a parabola pa-
nagy és kis féltengelye. valos és képzetes félten-  ramétere.

gelye.
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16A Linearis leképezés matrixa. Linearis leképezés matrixa-
nak definicioja, szerepe (B), példak. Specidlis linearis
leképezések matrixai: vetités, forgatas, skaldrszorzat, mint
linearis lekeépezes. A legfeljebb (n-1)-edfokt polinomok
tere, €¢s a polinomok derivalasa, integralasa, mint linea-
ris leképezés, ezek matrixai.

Linearis leképezés matrixa

Ha adott egy V; és egy V, vektortér, melyek dimenzidi dim(V;) = n és dim(V,) = m, akkor e
két vektortér kozott barmely linearis leképezés egyértelmiien megfeleltetheté egy m X n-es
matrixnak. Ez a tény lehetdvé teszi, hogy a linedris leképezéseket matrixokkal adjuk meg,
ugyanakkor minden matrix egy linearis leképezést is reprezental.

Hogy megadjunk egy ilyen leképezés-matrix hozzarendelést, a kiinduléasi és a képtérben is
rogzitett baziskora van sziikség. A leképezést reprezentald matrix e bazisparra vonatkoztatva
egyértelmil. Ha ismerjiik e matrixot, akkor barmely vektor képe ugy kaphat6 meg, hogy a
vektort beszorozzuk a leképezés matrixaval.

Képletben Osszefoglalva: y = L(x) = Ax, ahol L:V; —» V, a linearis leképezés, az A matrix
pedig a leképezés matrixa, x € V; tetszéleges, ennek képe pedig y € V,.

Linearis leképezés matrixanak definicidja, szerepe (B), példak

Definicié6 Az L:V™ > W linedris leképezés madtrixa A[[a][b]] = [kqlk;| ... |k,], ahol

k; & L(a;). Azaz az A matrix oszlopai a V"-beli [a] bazis a; bazisvektorainak a
W*-beli [b] bazisra vonatkozdan.

Tétel Legyen L:V™ - W¥ a linedris leképezés, az A matrix a leképezés matrixa,
X €V tetszdleges, ennek képe pedigy € W,y = L(x). Ekkor y = Ax.

Bizonyitas Konstruktiv, a bizonyitas soran meg is adjuk a kérdéses matrixot. Legyen V™
bazisa [a] = ay, ..., a,, W¥ bazisa [b] = by, ..., by. A tétel allitasa szerint a ki-
indulési tér bazisvektorait kell folirnunk:

L(ay) = P11by + Baiby + -+ + Briby € W
L(az) = Piobq + Paaby + -+ + Broby € W

L(ayp) = Binb1 + Bonby + - + Brnby € wk
Egyszeriibben ezt igy irhatjuk at

k
L(ay) = z Bjibj
=

Tetszbleges vektort a kiindulasi térben az [a] bazisra vonatkoz6 koordinatakkal
folirva:

n
X = aa; + a,a, + -+ a,a, = Z aja]-
j=1
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A vektor képe:

n n
L(x) = L(ya; + aya, + -+ aya,) =L (Z aia,-) = z a;L(a;)

i=1 i=1
Behelyettesitve az L(a;) bazisvektorok képeinek eldallitasat:
n n k n k
L(x) = Z a;L(a;) = Z a; Zﬁjibj = Z Z a;Bjibj
i=1 i=1 =1 i=1 \j=1
Ezt kifejtve:

L(x) = (B1101 + P120z + -+ Brnan) by + - + (Bray + Bratz + - + Prnty) by

A felirasbol latszik, hogyha B4, ..., Bin skalarokat egy matrix i-edik sordnak te-
kintjiik, akkor x képének y-kbol all6 koordinata vektorat e matrix segitségével
egyszerl szorzéassal szamithatjuk:

,311 312 .Bln
PR | P

A tétel allitdsdban szerepld A[qj(p) matrix 0szlopa1 valoban a kiindulasi V™-bli
[a] bazis a; vektorainak képei a Wk beli [b] bazisra vonatkozoan. m

Specialis linearis leképezések matrixai: vetités, forgatas, skalarszorzat, mint li-
nearis leképezés

Vetités
Vetités az i, j sikra Vetités az i, k sikra Vetités a j, k sikra
1 0 O 1 0 O 0 0 O
A=(0 1 O A=10 0 O A=10 1 0
0 0O 0 0 1 0 0 1
Forgatas

Két dimenzidban, az origo koriil 8 szoggel vald pozitiv forgatas matrixa:

_ [cos(@) —sin(8)
"~ Lsin(@) cos(8)

A legfeljebb (n-1)-edfoku polinomok tere, és a polinomok derivalasa, integra-
lasa, mint linearis leképezés, ezek matrixai
Az n — 1-ed foku polinomok a kdvetkezd alakban irhatok:

P=a;+a,x+asx?+-+ax"?

Az ilyen alaka polinomok vektorteret alkotnak. Ha ebben a vektortérben rendre az 1, x, x?,
ismeretleneket tekintjiik bazisvektoroknak, akkor a fenti egyenlet koordinatas alakja:

a;
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A derivalas ¢és integralds ezen a vektortéren linedris leképezés, ezért folirhatd matrixszal. A

leképezés matrixaba a bazisvektorok képei kertilnek, tehat:

Derivalas
A derivalas Lp: P! —» P2 ]Jeképezés, melynek Ap matrixa:
0 2 0 - 0
e F
0O 0 0 - n-—2
ahol Ap egy (n — 1) X n-es matrix.

Integralas
Az integralas L;: P"~1 - P™ leképezés, melynek I, matrixa:

- 0 0 - 0
1 /2 0O - 0
I = 0 1/3 cee 0
| 0 O ce 1/n_
ahol A; egy (n + 1) X n-es matrix.
16B Fa fogalma, éleinek szama.
Definici6  Ha egy graf Osszefliggd ¢és nem tartalmaz kort, akkor azt fagrafnak (fanak) ne-
vezzik.
Tétel Az n csucsu, n — 1 élii osszefiiggo grafok fak.
Tétel Az n csucsu fagradf éleinek szama n — 1.

Definici6  Egy graf minden cstcsat tartalmazo6 fat a graf feszitofdajanak nevezziik.

Tétel Minden (6sszefiiggo) grafnak van feszitéfaja.
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17A Altér. Altér fogalma. Sziikseges ¢s elegséges feltctel. Pél-
dak: magtér (B), képtér (B), adott sajatértékhez tartozo
sajatvektorok tere, meroleges kiegészito. Merdleges ki-
egeszitd szamitasara vonatkozo tétel. Dimenziotétel.

Altér fogalma
Definici6 Ha (H| *) és H; € H-ra is (H,| =), akkor azt mondjuk, hogy H, részstrukturdja
H-nak.

Elnevezés Ha a strukttra vektortér, akkor a részstruktarat altérnek nevezzik.

Példa Az n X n-es matrixok vektorterében a diagonalis matrixok alteret alkotnak.

Sziikséges ¢és elégséges feltétel

Tétel Legyen V vektorter valamely T test felett, es W S V. V akkor és csak akkor alt-
ere V-nek, haminden vy, v, e WésA€T-revy +vy, E WésAvy € W

Példak: magtér (B), képtér (B), adott sajatértékhez tartozo sajatvektorok
tere, merdoleges kiegészito

Definicié  Legyen L valamely V — W linearis leképezés. Azon vektorok Osszességét V-
ben, amelyek képe a nullvektor, a leképezés magterének nevezzik. Jelolése
Ker(L)

Definicié  Legyen L valamely V — W linearis leképezés. Azon vektorok Osszességét W -
ben, amelyek valamely V-beli vektorok képei, a leképezés képterének nevezzik.
Jelolése Im(L)

Tétel Legyen L valamely V. — W linedris leképezés R felett. Ker(L) altere V-nek.
Bizonyitas Legyenek u és v a magtér vektorai, vagyis L(u) = L(v) =0 € W

Lu+v) =L+ L) =0+ 0 = 0, 6sszegiik magtérbeli

L(Au) = AL(u) = A - 0 = 0, skalarszorosuk magtérbeli

A fenti két tulajdonsag miatt a magtar zart a miiveletekre, tehat a magtér altér. m
Tétel Legyen L valamely V — W linedris leképezés R felett. Im(L) altere V-nek.

Bizonyitas hasonloan

Merdleges kiegészitd szamitasara vonatkozo tétel (?)

Dimenzi6tétel
A dimenziotételt (bizonyitassal egyiitt) ldasd a 13B. tételben a 41. oldalon!

17B Linearis leképezés fogalma

A linedris leképezés fogalmat lasd a 14A. tételben a 43. oldalon!
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18A Sajaterték, sajatvektor. Sajatérték, sajatvektor fogalma.
Példak. Specidlis transzformaciok matrixai, sajatértékei,
sajatvektorai. Sajatvektorok bazisadban felirt transzformaci-
0s matrix (B).

Sajatérték, sajatvektor fogalma, sajatvektorok bazisadban felirt transzformacios
matrix (B). Példak.
A cimben osszefoglaltakat lasd a 11B. tételben a 37. oldalon!

Specialis transzformécidk matrixai, sajatértékei, sajatvektorai.

Valos specialis matrixok Komplex specialis matrixok

. . AT —T
Szimmetrikus, azaz A = A Hermitikus, azaz A = A

T —T
Ferdén hermitikus, azaz A = —A

St — -1 —T
Ortogonalis, azaz A = A Unitér, azaz A1 = 4

Antiszimmetrikus, azaz A = —A

Tétel Hermitikus matrix sajatértékei valosak.
Tétel Ferdén hermitikus matrix sajatértékei tisztan képzetesek vagy nullak.

Tétel Unitér matrix sajatértékeinek abszolut értéke 1.

18B Linearis fiiggetlenség, osszefiiggoség fogalma.

A linedaris fiiggdséget és fiiggetlenséget lasd a 1B. tételben a 9. oldalon!
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19A

Bilinearis formak. Kvadratikus alakok és szimmetrikus
matrixok. Fotengelytranszformacio és diagonalizalas.
Kupszeletek kanonikus alakja. A sajatvektorok bazisdban
(ha létezik) felirt matrix.

Bilinearis fiiggvények

Definicio

Definicio

Tétel

Definicio
Tétel

Legyen a V vektortér a valds test felett. Az L:V XV — R leképezést
bilinedrisnak nevezziik, ha mindkét valtozojaban linearis. Az L minden (v4,v3)
vektorparhoz egyértelmiien hozzarendel egy valos szamot, melyet L(vq, v,)-Vel
jeldliink. Tulajdonségai:

la) L(vy+vyv3)=Lwy+v3)+ Lw,+v3)

1b) L(vy, vy +v3)=L(wy+vy)+ L(vy +v3)

2.2) L(Avq,v,) = AL(v4,v3)

2.b) L(vq, Avy) = AL(v4,v3)

Az L bilinearis fiiggvények a [b] = by, ... b, bdzis szerinti L matrixdn azt az
n X n-es matrixot értjitk, melyben az i-edig sor j-edik eleme l;; = L(b;, b;)

Ha L:V x V — R bilinearis fiiggvény, akkor L(x,y) = xTLy, ahol x,y €V és L
a bilinearis fiiggvény matrixa.

Az L bilinearis fiiggvény szimmetrikus, ha L(v4,v,) = L(vy, v4).

Az L bilinearis fiiggveny akkor és csak akkor szimmetrikus, ha matrixa szimmet-
rikus.

Kvadratikus alakok

Definicio

Definicio

Tétel

Definicio

Tétel

Definicio

Az L:V XV — R szimmetrikus bilinearis fiiggvényhez tartozo Q:V — R leké-
pezést L kvadratikus alakjanak nevezzik, ha teljesiil Q(x) = L(x,x), minden
x € V esetén.

A G matrix ortogondlis, ha G - GT = E, ahol E a megfeleld tipusu egységmatrix.
Masképpen, G ortogonélis, ha transzponaltja inverze is (6T = G™1).

Szimmetrikus matrix kiilonbozo sajatértékeihez tartozo sajatvektorai merdlege-
sek.

Az A matrix ortogondlisan diagonalizalhaté, ha D = S™1AS, ahol S ortogonalis,
D diagonalis matrix.

(Fétengely tétel) A Q = xTQx kvadratikus alakhoz tekintsiik az S ortogondlis
transzformaciot, amelynek S matrixaban az oszlopok Q szimmetrikus matrix
ortonormalt sajatvektorai. Attérve ezen ortonormalt sajatvektorok bdzisdra, va-
gyis alkalmazva az x = Su koordinatatranszformaciot, a Q kvadratikus alak a
kovetkezoképpen irhato:

— +TOx — T D — 2
Q=xQx=u Du—ZAiui
i
ahol A;-k az A matrix sajatértékei. Ezt a transzformdaciot fétengely transzforma-

cionak nevezziik.

A Q = xTAx kvadratikus alak A € T™" szimmetrikus matrixanak n kiilonbz6
sajatértékéhez tartozo sajataltereit a Q kvadratikus alak fétengelyeinek nevezziik.

szobeli vizsga, 1. 6sszetevod 53/76 2014. junius 11.

1411



Matematika szigorlat — PPKE ITK

Definicio A Q kvadratikus alak pozitiv definit, ha minden x # 0 helyettesitésre Q > 0.
A Q kvadratikus alak pozitiv szemidefinit, ha minden x-re Q > 0.
A Q kvadratikus alak indefinit, ha pozitiv és negativ értékeket egyarant folvesz.

Tétel Az n X n-es Q matrix akkor és csak akkor pozitiv definit, ha minden sajatértéke
pozitiv.
Az n X n-es Q matrix akkor és csak akkor pozitiv szemidefinit, ha minden sajat-
ertéke pozitiv vagy nulla.

Tétel Q akkor és csak akkor pozitiv definit, ha a bal felsé negyzetes matrixok aldeter-
Mindnsai mind pozitivak. (Bizonyitds nélkiil.)

Tétel (Spektral tétel) Valamely négyzetes matrix akkor és csak akkor diagonalizalhato
ortogondlisan, ha szimmetrikus. (Bizonyitas nélkiil.)

Diagonalizalas
Definicio6 Az A matrix hasonlo a B matrixhoz, ha létezik olyan § matrix, mellyel fennall,
hogy A = S"1BS.

Definicio6 Az A matriX diagonalizdlhato, ha hasonld egy diagonalis matrixhoz.

Tétel Hasonlo matrixok sajatértékei paronként egyenlok. Tovabba, ha A hasonlo B-
hez, azaz A = T™1BT, és A sajatvektora s, akkor B ugyanazon sajdtértékhez
tartozo sajatvektora Ts.

Tétel Ha a transzformacio sajatvektorai bazist alkotnak, akkor attérve e bazisra, a
bazistranszformacio eredménye az a diagondlis matrix, melynek foatlojaban a
sajatértekek dallnak.

Tétel Az A matrix akkor és csak akkor diagonalizalhato, ha van sajatvektorokbol allo
bazisa.

Tétel (Diagonalizalhatosag elégséges feltétele) Ha valamely A kvadratikus n X n-es

matrix sajatertékei mind kiilonbozok, akkor a matrix diagonalizalhato.

Tétel (Diagonalizalhatosag sziikséges és elégséges feltétele) Ha valamely A n X n-€s
mdtrix sajatértékei altal meghatarozott alterek (sajatalterek) dimenzidinak oSz-
szege pontosan n, akkor a matrix diagonalizalhato.

Kupszeletek kanonikus alakjai

Allitas Egy megfeleléen valasztott koordindtarendszerben a kupszeleteket fel lehet irni a
kovetkezé (kanonikus) egyenletekkel:
Ellipszis Hiperbola Parabola
X2 y? X2 y? )
;-Fﬁ:l ;—ﬁzl y _sz

ahol a és b az ellipszis ahol a és b a hiperbola  ahol p a parabola pa-
nagy és kis féltengelye. valos és képzetes félten-  ramétere.

gelye.
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19B Binomialis tétel (B). Binomialis egyiitthatok tulajdonsa-
gai.

Binomialis tétel

Tétel Kéttagu kifejezés (binom) bdarmely nemnegativ egész kitevdjii hatvanya poli-
nomma alakithato a kévetkezoképp:

n

n_ (M n n\ n-1 n n_zn n—-kpk

(a +b) —(O)a +(1)a b+ +(n)b = (k)a b

k=0
aholn€Zésa,b € R.

Bizonyitas Tudjuk, hogy barmely kommutativ gytirtiben a tobb tag szorzasat tobb taggal oly
modon végezhetjiik el, hogy minden tagot szorzunk minden taggal. frjuk fel az n
tényezés (a + b)(a + b) ... (a + b) szorzatot. Ha mindegyik tényezébdl az a-
kat szorozzuk Ossze, a"-t kapjuk. Ha (n — 1) tényez6bdl az a-kat és egy ténye-

z6bél a b-t valasztjuk, ezt n féleképp tehetjiik meg, igy na™ 1b-t kapunk. Ha
(n— 2) tényezObol az a-kat és 2 tényez6bol a b-ket valasztjuk, amit (7, ) féle-

n

2) a™ 2b? lesz az eredmény. Igy folytatva, az Gsszes

képp tehetiink meg, akkor (
eset eléall. m

Pascal haromszog
[rjuk fel a binomialis egyiitthatokat az aldbbi formaban:

n=0 (0) 1

e o @O G 12 1
G O 6 6 13 31
N 9 I 4 N 4 B 64 I 64 L4 6 a1
= 0 6 6 @ () 1swwsa

Tétel Legyen n nemnegativ egész szam és legyen k : 0 < k < n szintén egész. Ekkor
fennallnak a kovetkezo osszefiiggések:

HEIA
O+(30=G1D
O+ ()+r ()=
D))+ ()= cor()=fianz!

szobeli vizsga, 1. 6sszetevd 55/76 2014. janius 11.
1411

1.) szimmetria tulajdonsdg

2.) Osszegzés

3.) kettéhatvany

4.)




Matematika szigorlat — PPKE ITK

20A Euklideszi tér. Euklideszi tér definicioja. Skalarszorzat,
norma, metrika, és ezek kapcsolata euklideszi terekben.
Ortogonalitas. CBS euklideszi terekben (B) és specialisan
R™ -ben. Ortonormalt rendszer 1étezése.
Skalarszorzat
Definici6 Az (.,.):V XV — R fiiggvényt, melynek fiiggvényértékét s(x,y) = (x, y)-ként
jeloljik, skalarszorzatnak nevezziik, ha teljesiilnek ra a kovetkezd tulajdonsa-
gok:
5) Vx €V esetén (x,x) = 0 és (x,x) = 0 pontosan akkor, hax = 0
(pozitiv definit)
6.) Vx,y €V esetén (x,y) = (y, x) (szimmetrikus)
7) Vx,y €V és A € Resetén (Ax,y) = A(x,y) (linearis)
8.) Vx,y,z€ Vesetén((x+y),2z) =(x,z)+(y, z)
Definicio A skalarszorzattal ellatott tereket Euklideszi tereknek nevezziik.
Tétel Minden, véges dimenzios térben megadhato skalarszorzat.
Metrika
Definici6 A H halmazt metrikus térnek nevezziik, ha van rajta olyan, metrikanak nevezett
d:H x H - R* U {0} fiiggvény, melyre teljesiilnek a kovetkezOk:
1) vx,y € H-rad(x,y) = 0 és d(x,y) = 0 pontosan akkor, ha x =y
(pozitiv definit)
2) Vx,y € H-rad(x,y) = d(y, x) (szimmetrikus)
3) Vx,y,z€ H-rad(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (haromszig-egyenlStlenség)
Norma
Definicié A V vektortér normalt térnek nevezziik, ha van rajta olyan, normdnak nevezett
n:V - R* U {0} fiiggvény, melyre teljesiilnek a kovetkezok:
1) vx,y € V esetén n(x) = 0 és n(x) = 0 pontosan akkor, hax = 0
(pozitiv definit)
2) Vx €Vésa € Resetén n(ax) = |a| - n(x)
3) Vx,y € Vesetén n(x + y) < n(x) + n(y) (haromszog-egyenlbtlenség)
Tétel Minden normalt tér metrikus tér.
Tétel Minden skalarszorzatos tér normalt tér.
Tétel Minden Euklideszi tér metrikus ter.

Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenldség

Tétel

(Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenléség) |(a, b)|? < (a, a){b, b)

Bizonyitas Tekintsiik az (a + Ab, a + Ab) skalarszorzatot. A pozitiv definit tulajdonsag

miatt 0 < (a + Ab, a + Ab). Fejtsiik ki ezt a kovetkezOképp:
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0<(a+ Ab,a+ Ab) = (a,a) + (Ab, a) + (a, Ab) + (Ab, Ab) =
= (a,a) + 2Xa, b) + 1%(b, b)
Ez A-ra nézve egy masodfoki egyenlStlenség: 12A + AB + C > 0.

Mivel e fiiggvénynek legfeljebb egy gyoke lehet, a diszkriminans nem pozitiv,
azaz B% — 4AC < 0. A megfelel értékeket behelyettesitve:

(2(a, b))* < 4({a, a){b, b))
{(a,b)? < {(a,a){b,b)

]
A norma fliggvény bevezetésével az egyenlGség a kovetkezO6képp irhatéd: |(a, b)| = ||al| - || b]|
Ortogonalitas
Definicio  Euklideszi térben két vektor, az a és b altal bezart a széget a kdvetkezOképpen
lehet értelmezni. Legyen (a, b) egy skalarszorzat V-ben, és ||x|| = +/{x, x) va-
lamely x vektor normaja. Ekkor
(a,b)
cos(a) = ———
llall - 1Bl
Definicié Azt mondjuk, hogy az a vektor ortogondlis a b vektrorra, ha (a, b) = 0.
Tétel Ortogonalis, nem nulla vektorok linearisan fiiggetlenek.
Tétel Minden altérben van ortogondalis bazis.
Definici6  Ortonormalt a vektorrendszer, ha paronként ortogonalis, és minden elemének
norméja 1.
Tétel Minden euklideszi térnek van ortonormalt bazisa.
Tétel Az euklideszi tér valamely bazisa akkor és csak akkor ortonormalt, ha egy vektor
koordinatajat a kévetkezoképpen kapjuk meg:
n
a =Zaiei, ay = (a, ek)
i=1
20B Transzformacio matrixa, ha attériink masik bazisra.

Linearis leképezések matrixa bazisvaltas esetén

Tétel Ha az L:V™ > WX linedris leképezés matrixa rogzitett [a] € V™ és [b] € Wk
bazisokra A[q)[p), akkor ugyanezen leképezés A[gr|p| mdtrixa az [a'] € V™ és
[b'] € W¥ bazisokra az attérési formulaval szamolhato:

_ -1
A[a’][b’] =T " Aiqp)S

ahol T a képtér, S a kiindulasi tér attérési matrixa.

Tétel Ha az L:V™ = V™ linedris leképezés mdtrixa rogzitett [a] € V™ bdzisra Apg,
akkor ugyanezen leképezés Ay matrixa az [a'] € V™ bazisora az attérési for-
muldval szamolhato: A = S 1448
S a kiindulasi tér attérési matrixa.
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21A

Linearis egyenletrendszerek. Linearis homogeén, linearis
inhomogén egyenletrendszer fogalma. Gauss eliminacio,
az algoritmus pontos ismertetése. Linearis egyenlet-
rendszer megoldhatosaganak feltétele és matrix rangja.
Egyenletrendszer megoldasa inverz matrixszal. Linearis
egyenletrendszerek néhany alkalmazasa: vektorok fiigget-
lenségének, generatorrendszer ¢és bazis megallapitisara,
Gauss eliminacio és matrix inverz szamitasa.

Linearis homogén, linedris inhomogén egyenletrendszer fogalma

Definicio

Definicio

Definicio

A linearis egyenletrendszer linearis egyenletekbdl all. Egy egyenletet linearisnak
neveziink, ha a benne szerepl6 ismeretlenek legfeljebb elsé hatvanyon vannak.

Az egyenletrendszer lépcsds alakjaban az i-edik egyenlet tartalmazza az x; is-
meretlent, de nem tartalmazhatja az x4, x,, ..., X;_1 ismeretleneket.

Ekvivalens az egyenletrendszer atalakitasa, ha az atalakitas utan keletkez6
egyenletrendszernek ugyanaz a megoldasa, mint az eredetinek.

Egyenletrendszer megoldasa inverz matrixszal

A megoldasi médszert lasd a 2A. tételben a 12. oldalon!

Linearis egyenletrendszer megoldhatosaganak feltétele és matrix rangja

A feltételt lasd a 3A. tételben a 13. oldalon!

Gauss eliminacio, az algoritmus pontos ismertetése
Algoritmus Lépcsés alak kialakitasa Gauss eliminacidval

1. lépés
Legyeni = 1.

2. lépés
Vizsgaljuk meg: a;; = 0? Ha igen, az egyenletek cseréjével érjiik el, hogy
a;; # 0. Ha nem, ratériink a 3. 1épésre.

3. lépé

Az ilfgéik ismeretlent kikiiszoboljikk a k-adik (k =i+ 1,i + 2, ..., m) egyenlet-
b6l tgy, hogy az i-edik egyenlet (— Z—’i‘i")-szeresét hozzaadjuk a k-adik egyenlet-
hez.

a. Ha ezaltal a k-adik egyenlet tobbi egyiitthatdja is, és konstans tagja is nulla,

az egyenletet elhagyjuk.

b. Ha ezaltal a k-adik egyenlet egyiitthatoi nullak, de a konstans tag nem, akkor
nyilvan nem lehet olyan szamokat talalni, amiket behelyettesitve a bal és jobb
oldal egyenld. Ez az egyenlet ellentmondast tartalmaz. Az ilyen egyenlet el-
lentmondast tartalmaz, ezért roviden ,tilos” egyenletnek nevezziik. Ekkor az
eljaras befejez6dott, az egyenletrendszernek nincsen megoldasa.
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c. Ha a fenti két eset nem fordul el6, és még van (i + 1)-edik egyenlet, akkor
noveljiik meg i értékét eggyel, és ezzel az 1) i-vel végezziik el rendre a 2., 3.
1épéseket. Ha nincsen mar tobb egyenlet, akkor az eljaras véget ért, a 1épcsds
alak létrejott.

Linearis egyenletrendszerek néhany alkalmazésa: vektorok fiiggetlenségének,
generatorrendszer és bazis megallapitasara, Gauss eliminacié és matrix inverz

szamitasa

Ha az Olvasé az eddigi tételeket kimeritéen attanulmanyozta, akkor erre mind latott példat.

21B

Euler poliéder tétele (B)

Euler poliéder tétele (B)

Tétel (Euler-féle poliéder tétel) A G Osszefiiggd, egyszerii sikgraf esetében, ha p a graf
szogpontjainak szama, e a graf éleinek szama és t a graf altal létrehozott teriile-
tek szama a végtelen teriiletet is szamolva, akkor p —e +t = 2.
Bizonyitas Az adott grafot Iépésenként ujra lerajzoljuk:
1. 1épés: 1 cstces, igaz az allitas: 1 — 0+ 1 = 2
2. 1épés: 2 cstcs, igaz az allitds: 2 —1+ 1 = 2
n. 1épés: Tegyiik fel, hogy (n — 1) esetre igazoltuk a formulat: p —e +t = 2. A
kovetkezo 1épés kétféle lehet:
a) Vagy meglévo csucsokat kotiink dssze egy uj éllel, ekkor az élek és teriiletek
szama eggyel ndvekszik, a pontok szama valtozatlan. Az allitas igaz:
p—et+t=2p—(e+1)+(t+1)=2
b) Egy Uj cstcsot rajzolunk be a ra illeszkedd éllel egyiitt, amelynek szomszédjai
mar a meglévo lerajzolt grafban vannak. Ekkor a cstcsok €s €lek szama eggyel
nd, mig a teriiletek szama valtozatlan. Az allitas igaz:
p—e+t=2@pPp+1)—(e+1)+t=2
[
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22A Determinansok. Definicio, tulajdonsagok. Vondermonde
determinéans. Gauss eliminéci6 alkalmazasa determinansok-
ra. Cramer szabaly, inverz matrix képlete (B), vegyes
szorzat €s geometriai jelentése.

Definicio, tulajdonsagok

Definici6 Az n X n-es A matrix a;, eleméhez tartozd minormatrixanak nevezzik €és A;-
val jeloljiik azt az (n — 1)-ed rendli matrixot, melyet ugy kapunk A-bul, hogy
annak i-edik sorat és k-adik oszlopat elhagyjuk.

Definici6 Ha az (n — 1)-edrendli matrix determindnsat mar értelmeztiik, akkor az n-ed
rendli A matriX determinansdanak nevezzik a kovetkezd szamot:

A1 Q2 0 Qip n

az1 Qzz -+ Q2p 14]
—

an1 Qn2 - OQpn J

Tulajdonsagok

1. A determinans egy sorat A szammal beszorozva a determinans az eredeti A-Szorosa lesz.

2. Ha a determinans i-edik soranak minden eleme egy kéttagu 6sszeg, akkor két olyan deter-
minansra bonthat6 fel, mely els6ben az i-edik sor 6sszegeinek elsd; masodikban a masodik
tagjai szerepelnek, a tobbi elem pedig valtozatlan.

Ha a determinans egy sora csupa nulla elemet tartalmaz, akkor értéke 0.

Ha egy determinans két sorat felcseréljiik, akkor értéke (—1)-szerese lesz.

Ha egy determindns két sora megegyezik, akkor a determinans 0.

Ha egy determinans valamely sordhoz hozzdadjuk valamely soranak A-szorosat, akkor a
determinans nem valtozik.

Egy also (fels6) haromszog-determinéns értéke a féatlobeli elemek szorzata.

8. A determinanst ferdén kifejtve az eredmény O.

9. A fenti, sorra vonatkozo tulajdonsdgok mindegyike igaz oszlopra is.

ogkw

~

Gauss eliminaci6 alkalmazasa determinansokra

A fenti tulajdonsagok hasznalataval elérhetjiik, hogy a determindns haromszog-determinans
legyen, és igy értéke a f6atlobol leolvashato.

Vandermonde determinans

A Vandermonde-determinans egy specialis, a linearis algebraban és a matematika mas agai-
ban is gyakran hasznalt nevezetes determinans. Alakja:

1 x; x2 . x01
1 x, x2 o xi1
V(Xl, ...,Xn) =11 X3 X% x?_l = l_l(xl — X])
. . . ‘. E j<i
1 x, x2 - xP1
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Cramer szabaly

Tétel

Ha az A négyzetes matrix, és D = det(A) # 0, akkor az Ax = b egyenletrend-
szernek pontosan egy megolddsa van. A megolddsban x; = D;/D, ahol D; de-

termindnst ugy kapjuk, hogy D-ben a j-edik oszlop helyére a jobb oldali kons-
tansokat, azaz b vektor komponenseit tessziik.

Inverz matrix képlete (B)

Inverz matrix kiszamitasi képletét lasd a 2A. tételben a 11. oldalon.

Vegyes szorzat €s geometriai jelentése

A vegyes szorzat koordinatakkal adott esetben, az i,j, k ortonormalt, jobbrendszert alkotod
bazison determinanssal is kiszamolhato.

Tétel Ha a= (ali + azj + a3k), b = (bli + sz + b3k), Cc = (Cli + Czj + C3k),
vektorok adottak, akkor e harom vektor vegyes szorzata kiszamithato a kévetkezo
modon:

€ €2 C3
(axb)-c=|a1 a; as
by by bs

Tétel Az a, b, ¢ vektorok vegyes szorzatanak jelentése a vektorok altal meghatarozott
paralelepipedon eldjeles terfogata.

22B Generatorrendszer ¢és bazis.

Generatorrendszerekrdl és bazisokrol bovebben a 12A. tétel szol a 38. oldalon!
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23A Kombinatorikus modszerek. Osszeg- és szorzatszabaly,
permutacio, variacio, kombinacié (B). Szita formula. Bi-
nomialis tétel. Binomidalis egylitthatok tulajdonsagai.

Permutacio

Ismétlés nélkiili permutacio
Definici6  Adott n elem. Az elemek egy meghatarozott sorrendjét az adott n elem egy is-

e rer

Jele: P,

Tétel Az n kiilonbozé elem permutacidinak szama P, = n!, ahol n!=1-2-...-n és
0l'=1.

Bizonyitds Az els6 helyen az 1,2,...,n elem barmelyike allhat, utana a maradék (n — 1)
elem Osszes lehetséges sorrendje kovetkezik. Es igy tovabb, az utolso elemig. Az
Osszefiiggéseket visszafelé folirva adodik az allitas.

B,=n-P,_4
Py =Mm—1)P,,

P]_:l
U
PBb=n-n—-1)-(n—=2)-..-1=n!
[

Ismétléses permutacio

Definicio6  Adott n elem, melyek k6zott k; darab egyenld, masik k, darab is egyenld, ... kg
darab is egyenld, ahol k, > 2, hav =1,2,...s, és ky + ky + -+ ks <n. Az
adott n elem egy meghatarozott sorrendjét ezen elemek egy ismétléses permuta-
ciojanak nevezziik.

Jele: Ovkaro)

Tétel Adott n, s és kq, ks, ... kg esetén az ismétléses permutdciok szama
n!

c sy

Bizonyitas Tekintsiik az n elem egy tetszéleges permutéaciodjat. Ekkor
k, azonos elemhez k4! kiilonboz6 indexet rendelhetiink;
k, azonos elemhez k! kiilonb6z6 indexet rendelhetiink;

P(kbkz'---ks) —
n

k¢ azonos elemhez k! kiilonb6z6 indexet rendelhetiink.
Ekkor fenndll az aldbbi 0sszefliggés:

ey hepl e kgl POV KD = p— )
|

Variacio
Ismétlés nélkiili variacio

Definicié  Adott n kiilonboz6 elem. Ha n elem koziil k elemet (0 < k < n) ugy valasztunk
ki, hogy mindegyik elem csak egyszer szerepel, és a kivalasztds sorrendje is
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Tétel

Bizonyitas

rrrrrr

Jele: VK
Az n kiilonbozo elem k-ad osztalyu ismétlés nélkiili variacioinak szama

!
ﬁzn-(n—l)-...-(n—k+1)

Rogzitett n mellett, k szerinti teljes indukcidval bizonyitjuk.

k = 1 esetén az allitas igaz, mert n elembdl 1-et pontosan n féleképpen lehet ki-
valasztani.

Tételezziik fel, hogy k-ra teljesedik, és igazoljuk (k + 1)-re. Barmelyik
(hq, hy, ..., hy) k-ad osztalyu variaciohoz (n — k) elem koziil valaszthatunk egy
hy.+1-ediket, hogy egy (hy, hy, ... hy, hirq) (k + 1)-ed osztalya variaciot kap-
junk. Azaz igaz a kdvetkezd Osszefiiggés: VK- (n—1) = ¢+ =

Vi =

Ismétléses variacio

Definicio

Tétel

Bizonyitas

Adott n kiilonbozo elem. Ha n elem koziil k elemet tigy valasztunk ki, hogy egy
elemet tobbszor is valaszthatunk és a kivalasztds sorrendje is szamit, akkor n

......

Jele: V.
Az n kiilonbozo elem k-ad osztalyu ismétléses variacioinak szama I/;lk’L = nk.

frjuk fol a kivalasztott elemeket, sorrendben. Az elsé helyre az adott n elem
barmelyikét valaszthatjuk, igy I/;f'i = n. A masodosztalyl ismétléses variaciokat
az els6 osztalyubol tigy nyerjiik, hogy azok mindegyikéhez hozzairjuk az n elem
barmelyikét, hiszen az elemeknek nem kell feltétleniil kiilonbdzniiik egymastol.
gy minden elsé osztalyn ismétléses variaciobol Gjabb n darab mésodosztalyt

ismétléses variaciot kapuk. Ezek szama tehat V,>* = n?. Hasonléan tovabb:

vt = nk
m

Kombinacio

Ismétlés nélkiili kombinacio

Definicio

Tétel

Bizonyitas

Adott n kiilonb6z6 elem. Ha n elem koziil k : 0 < k < n elemet Ggy valasztunk
ki, hogy mindegyik csak egyszer szerepelhet, és a kivalasztds sorrendje nem
szamit, akkor az n elem k-ad osztalya ismétlés nélkiili kombindciojat kapjuk.
Jele: Cf

Az n kiilonbozo elem k-ad osztalyu ismétlés nélkiili kombindcioinak szama
n! _n-(n—l)-...-(n—k+1)_ n
= (k)

ck = =
(n—k)! k! k!

Az n elem k-ad osztalyt ismétlés nélkiili kombinacidinak szama megegyezik a

k darab kivalasztott és az (n — k) ki nem valasztott elem ismétléses permutacio-

inak szamaval.

n!

k — P(k'(n_k)) —
b = hy PECET]
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Definicio

Az (Z) kifejezést binomialis egyiitthatonak nevezziikk. Megallapodas szerint:

ny _ 0\ _
(0)=1 (p)=1
A binomialis egylitthat6 fogalma altalanosithato tetszéleges valds szdmra:
ay a(@—1D-.-(a—k+1)
(k) - k! ’

a€eRk€eEN

Ismétléses kombinacid

Definicio

Tétel

Bizonyitas

Adott n kiilonboz6 elem. Ha n elem koziil k elemet Gigy valasztunk ki, hogy egy
elem tobbszor is sorra keriilhet, €és a kivalasztas sorrendje nem szamit, akkor az
n elem k-ad osztalyt ismétléses kombindcidjat kapjuk.

Jele: Xt

Az n kiilénbozo elem k-ad osztalyu ismétléses kombindcidinak szama
ki _ ~k _Mm+k-1
Cn = Cn—k+1 - ( k )
Az n elem k-ad osztilya ismétléses kombindcidinak szama megegyezik
n + k — 1 elembdl k kivalasztott elem és n — 1 ki nem valasztott elem ismétlé-

ses permutacidinak szdmaval.
; _ n+k—1)!
Crlf,l — P(k:n 1) _ ( )

ntk=1 7 k1 (n— 1)!
|

Szita formula

A szita formulat ldasd a TA. tételben a 25. oldalon!

Binomialis tétel. Binomialis egylitthatok tulajdonsagai.

A binomidlis tételt és az egyiitthatok tulajdonsdgai lasd a 19B. tételben az 55. oldalon!

23B Gauss eliminacio alkalmazasa determinansokra.
A modszert lasd a 22A. tételben a 60. oldalon!
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24A

Grafok. Iranyitatlan, iranyitott, sulyozott grafok. Grafok
matrixai. Elszam és fokszam osszefiiggése. Specialis gra-
fok: fa, ut, kor, teljes graf. N pontu o0sszefiiggo grafok
élszamara, korok létezésére vonatkozo tételek (B).
Részgrafok. Izomorfia. Osszefliggd komponensek. Hamil-
ton-kor/at, sziikséges ill. elégseges feltételek (Dirac, Ore).

Grafelmélet alapjai

Definicio

Definicio

Definicio

Definicio

Definicio

Definicio

Definicio

Tétel

Bizonyitas

Tétel

Bizonyitas

Tétel

Bizonyitas

Egy G = {V,E, 0} grdf

- szogpontok (pontok, cstucsok) egy V halmazabol,

- élek egy E halmazabol, és

- egy O fliggvénybdl all, amely minden egyes a € E élnek egy (u,v) = (v,u)
rendezett part feleltet meg, ahol u, v € V szégpontok, melyeket az a ¢l végpont-
jainak neveziink.

Ha az a € E élnek egy (u,v) rendezett par felel meg, akkor az élt iranyitott él-
nek, kiilonben irdnyitatlan élnek nevezziik.

Ha egy graf minden ¢éle iranyitott, akkor a grafot iranyitott grafnak, kiillonben ha
minden ¢éle iranyitatlan, akkor iranyitatlan grdafnak nevezziik.

Két graf izomorf, ha egyikiik pontjai és élei kdlcsondsen egyértelmii és illeszke-
déstart6 moédon megfeleltethetok a masik pontjainak és éleinek.

A graf v pontjahoz illeszkedd €lvégek szdmat v fokszamanak (fokanak) nevez-
ziik. Jelolése: @ (v)

Egy grafot egyszerii grafnak neveziink, ha sem hurokélt, sem tobbszoros €1t nem
tartalmaz.

Ha egy grafban barmely két csucs uttal elérhetd, akkor a grafot dsszefiiggonek
nevezziik.

(Handshaking tétel) Minden grafban a fokszamok dsszege az élek szamanak két-
szeresével egyenlo.

Tegytik fel, hogy az e ¢él az u és v csucsokhoz illeszkedik, azaz u és v az e ¢l két
végpontja. Ekkor, ha u # v, akkor az e élt ¢ (u)-nal és @ (v)-nél is szamoltuk.
Ha pedig u = v, akkor az e ¢l hurokél, és igy ¢ (u)-nal szamoltuk kétszer. Tehat
a graf Osszes csucsainak fokszamat dsszeadva az élek szamanak kétszeresét kap-
Juk. m

Minden grafban a paratlan fokszamu csucsok szama paros.

Minden gratban a fokszdmok Osszege paros, amely a paros és paratlan foksza-
mok 0sszegébdl tevodik Ossze. A paros fokszamok Osszege nyilvan paros, hiszen
paros szamok Osszege paros. igy a paratlan fokszamok Osszegének is parosnak
kell lenni, ami csak tgy valosulhat meg, hogy ha a paratlan fokszamu cstcsok
szdma paros. B

Az n csucsu Osszefiiggo egyszerii graf éleinek szama legalabb n — 1.

Teljes indukcioval. Az allitds n = 1 esetén nyilvanvaloan igaz. Tegyiik fel, hogy
valamely n > 1 esetén minden n cstcsu grafnak van n — 1 éle. Belatjuk, hogy
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Tétel

Bizonyitas

Tétel

Bizonyitas

Tétel

Bizonyitas

akkor minden n + 1 cstcsu Osszefiiggd grafnak van n éle. Legyen G egy n + 1
csticsu Osszefliggd graf. Ha G-nek kevesebb éle van, mint n + 1, akkor van elsé-
foku csucsa. Ugyanis mivel G 0sszefliggd, igy izolalt csucsa nincs. Vegyiik ezt
az elséfoku csucsot, és a hozzatartozo €llel egyiitt tordljiik a grafbol. Ekkor n
csucst Osszefiiggd grafot kapunk minimum n — 1 éllel, tehat teljesiilt az induk-
cios feltevés. A torolt élt ujra hozzaadva kovetkezik, hogy G-nek nimimum n éle
van. Ha nem lenne elséfoku cstcsa, akkor minden csticsanak fokszama legalabb
2 lenne, igy a fokszamok Osszege legalabb 2(n + 1), amibdl kovetkezik, hogy
az élek szaman+1. m

Barmely egyszerii grafban van két olyan pont, amelyek fokszama egyenlo.

A lehetséges fokszamok n = 0,1,2 ...n — 1, vagyis n darab fokszam. Egyszerre
azonban nem teljesiilhet, hogy van 0 és n — 1 fokszamu csucs, mivel az n — 1
fokszamubol az Osszes csucsba kell €l vezessen, ami ellentmond annak, hogy
van olyan csucs, amibe nem vezet él. Ekkor mar csak n — 1 féle fokszdm koziil
valaszthatunk, amit a skatulya-elv miatt csak Ggy osztatunk szét, hogy ha van le-
galabb kettd csucs, aminek ugyan az a fokszam jut. m

Ha egy grafban minden csucs fokszama legalabb 2, akkor a grafban van kor.

Alkalmazzuk a leghosszabb ut médszerét. Legyen 1 hosszisagh L Gt a G graf
egy leghosszabb ttja, és ennek egy végpontja v. Tekintsiik most G-nek v-hez il-
leszked6 éleit. Ezek koziil barmelyiknek a végpontja L-hez tartozik, ugyanis el-
lenkez6 esetben L hossza 1-nél nagyobb lenne, ami ellentmond annak, hogy L a
leghosszabb t. Ha G minden pontjanak foka legalabb 2, akkor illeszkedik v-hez
egy e ¢l is. Ha e hurokél, akkor ez G egy korét kijeloli. Ha e nem hurokél, akkor
u-ak v-t6l kiilonboz6 w végpontja L-ben van, tehat L-nek a v és w pontokat 6Sz-
szekoto része e-vel egyiitt G egy korét alkotja. m

Ha egy n csucsu grafnak legalabb n éle van, akkor van benne kor.

Teljes indukcidval. Az éllatdis n = 1 esetén nyilvanvaléan igaz. Tegyiik fel,
hogy valamely n > 1-re minden n csucsu és legalabb n éli grafban van kor. Le-
gyen G egy n + 1 csticsu graf, amelynek legalabb n + 1 ¢éle van. Visszatérve a
bizonyitasra, vegylik G egy L leghosszabb utjat. Ha L valamelyik végpontja G-
nek nem elséfoku csucsai, akkor az elozoek szerint G-ben van kor. Ellenkez6
esetben toroljiik G-nek egy elséfokt csucsat a hozzatartozo ¢€llel egylitt. Ekkor a
kapott grafnak n éle és n cslicsa van, tehat az indukcios feltevés miatt tartalmaz
kort, amit G is tartalmaz. m

Grafok felirasa matrixokkal

Szomszédsagi matrix Illeszkedési matrix (nem iranyitott)

1 2 3 45 a b cde f g h
1 [O 1 0 O O] 1111000000
2 0 01 0 2 11 01 0 1 0 0 Of
3 1111 0 o 3 /01110100
4 [0 0 0 O 1J 4 [0 0OOO 1T 011
5 o 0110 5 o 0o 00 01 11
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Hamilton-kor, Hamilton-ut

Definicio  Egy P kor egy G = (V, E) grafban Hamilton-kor, ha P a V Gsszes elemét (a graf
cslicsait) pontosan egyszer tartalmazza. Hamilton-utrol akkor beszéliink, ha P
kor helyett ut.

Tétel (Sziikséges feltétel Hamilton-kor létezésére) Ha egy grdfban k pontot elhagyva
k-nal t6bb komponens keletkezik, akkor nem tartalmazhat Hamilton-kort.

Tétel (Ore tétele) Ha a G grdfra teljesiil, hogy barmely két nem szomszédos u, v csucs
fokanak osszege nagyobb egyenld G fokszamanal (deg(u) + deg(v) = n), akkor
G-nek van Hamilton-kére.

Ore tételének specialis esete Dirac tétele.

Tétel (Dirac tétele) Ha az n = 2k csucspontu G egyszerii graf barmely pontjanak a
foka legalabb k, akkor vany G-nek Hamilton-kore.

24B Komplex szam algebrai alakja. Az imaginarius egység
hatvanyai.

A témakdor bévebb targyalasat lasd a 4A. tételben a 16. oldalon!
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25A Fak. Fa ekvivalens definicioi (B). N pontu fa éleinek
szama. Priifer kod ismertetése. Az n-pontu teljes graf feszi-
t6 fainak szama.

Fak

Definicio6  Ha egy graf 0sszefliggd és nem tartalmaz kort, akkor azt fagrdafnak (fanak) ne-
vezziik.

Tétel Az n csucsu, n — 1 élii osszefiiggd grafok fak.

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy a G graf nem fa, azaz tartalmaz kort. Ha a kor egy ¢€lét toroljuk,
akkor n cstcsu, n — 2 élu Osszefiiggd grafot kapunk, ami ellentmond annak,
hogy egy n csucsu Osszefiiggd grafnak legalabb n — 1 éle van. Be kell még lat-
nunk, hogy ha egy 0sszefiiggd graf valamely korének egy tetszéleges élét torol-
juk, akkor ismét 0sszefiiggd grafot kapunk. Tegyiik fel ehhez, hogy a torolt €l
nem hurokél, hiszen hurokél torlése nem sziinteti meg az dsszefiiggdséget. To-
roljiikk a G graf K korének (u, v) élét. A G grafban az u-bol a v-be most is el tu-
dunk jutni a K kér megmaradt élein keresztiil, azaz az (u, v) torlése utan is eljut-
hatunk barmelyik pontbol barmelyik pontba, tehat a kapott graf is 0sszefiiggd. m

Tétel Az n csucsu fagraf éleinek szama n — 1.

Bizonyitas Tudjuk, hogy minden n cstcst grafnak legalabb n — 1 éle van. Mivel ha az n
csucsu grafban legalabb n €l van, akkor van benne kor, ezért mivel a fa kormen-
tes, 0sszefiiggd graf, pontosan n — 1 éle kell legyen. m

Az eldzoek alapjan a fak négy tulajdonsaga, hogy Osszefliggdek, csucsaik szama n, éleik
szama n — 1, nem tartalmaznak kort.

Priifer kod

A Priifer kod fak tarolasara alkalmas. A fa n cstucsat k = 1,2, ...n szamokkal tetszlegesen
cimkézziik. A Priifer kod alkalmazésahoz tudjuk, hogy minden legalabb két csucst faban van
legalabb két cstcs, amelyek fokszama 1.

Algoritmus (A Priifer kod el6allitasa) Kiindulasként meg van adva egy fa (abraval, matrix-
szal stb.) Els6 1épésként sorszdmozzuk a csucsokat 1-t8l n-ig. A kdvetkezd 1¢-
pésben megkeressiik a legkisebb sorszamu cstcsot a (maradék) fan. Hagyjuk el
ezt a csucsot a ra illeszkedo éllel egyiitt, és flizziik a lista végéhez az ¢l masik
végeén talalhatd csucs sorszamat. Ezt a 1épést addig ismételve, mig a fabol csak
egy csucs marad, kapjuk a Priifer kodot.

Tétel Az n — 2 db szambdl dllé 1,2, ...,n szamokbdl készitett kodok és a fak kozott
egy-egy értelmii megfeleltetés (bijekcio) van. (Nem bizonyitjuk.)
Tétel (Caeley tétel) Feszitdfik szama n csicsi teljes grafban n™ 2.

Bizonyitas Priifer kod segitségével, n — 2 hossza kiilonb6z6 sztringek szdma n szdmjegy
ismételt felhasznalasa esetén n*~2. m

25B Inverz matrix Kiszamitasi modjai.

A mddszereket lasd a 2A. tételben a 11. oldalon!
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26A Grafok bejarasa ¢€s stulyozott grafok. Szélességi és melysegi
keresés. Binaris fak bejarasi modjai (miveleti fak). Sulyo-
zott graf fogalma. Kruskal, Prim, Dijkstra algoritmusok.

Minimalis feszitofa keresése

A probléma lényege, hogy egy élstlyozott sszefiiggd egyszeri grafban keressiik a legkisebb
¢lsulyosszegli feszitofat.

Algoritmus (Prim algoritmus) Valasztunk egy kiindulasi csucsot. Az ebbdl kiinduld élek
koziil a legkisebb sulyt mentén valasztjuk a kovetkezd csucsot. A legkisebb su-
lyu élhez fizziik a ra illeszkedd legkisebb sulyu ¢€let, ha az nem alkot kort az ed-
dig vizsgalt élekkel. Ha mar van n — 1 él, akkor készen vagyunk.

Algoritmus (Kruskal algoritmus) Az éleket sulyuk szerint novekvd sorrendbe rendezziik. A
legkisebbtdl kezdve vessziik ket (nem feltétleniil illeszkedden) gy, hogy ne
képezzenek kort. Ha mar van n — 1 ¢1, akkor készen vagyunk.

Adott csucsbdl a legrovidebb 1t keresése a tobbi csticsba

Algoritmus (Dijkstra algoritmus) Valasztunk egy kiinduldsi csucsot. Mindegyik csticshoz
rendeljiik hozza azt, hogy mekkora volt az élsulyok Osszege, amik mentén a
csucsba eljutottunk. Kezdetben mindegyik végtelen. Valasszuk a kiindulasi csu-
csunkhoz illeszkedé éleket, és az élek masik végén 1évo csticsokhoz rendeljiik
hozzé4 az ¢élsulyok Gsszegét, amin eljutunk a csucsba. Ezt kovetéen minden 1é-
pésben a legkisebb 6sszegli csticsbol indulunk ki, és nézziik meg a tobbi csucsba
vezetd ¢€lek sulyosszegét. Ha ez kevesebb, mint az adott csticshoz hozzarendelt
érték, akkor erre modositjuk, ha nagyobb, akkor véltozatlanul hagyjuk. Végiil,
ha mar nem talalunk semelyik csucshoz sem kisebb Gsszeget, végeztiink.

Grafbejarasok
Adott grafban keresiink szisztematikusan adott tulajdonsagu (pl. cimkéjii) csticsot. A sziszté-
ma sokf¢le lehet, a két alap a szélességi és a mélységi keresés.

Szélességi keresés (Breadth-First Search = BFD)

Algoritmus Meglatogatjuk az els6 cstcsot, majd ennek a cstucsnak az Osszes szomszédjat.
Aztan e szomszédok Osszes olyan szomszédjat, ahol még nem jartunk, és igy to-
vabb. Berakjuk az épp meglatogatott csucsot, hogy majd a megfelelé idoben a
szomszédjaira is sort kerithessiink.
Altalanos 1épés: vessziik a sor elején levd x cstcsot, toroljiik a sorbol, meglato-
gatjuk azokat az y szomszédait, amelyeket eddig még nem lattunk, majd ezeket
az y csucsokat a sor végére tessziik.

Mélységi keresés (Depth-First Search = DFS)

Algoritmus Tetszés szerinti csucstol elindulva egy tGton addig megyiink ,,mélyre”, ameddig
lehet: vagy nincsen tovabbi szomszédos csucs, vagy mar jartunk ott. Ha igy
megakadunk, akkor visszalépiink (backtrack) az el6z6 csucshoz, ha onnan tu-
dunk tovabbmenni, akkor megint elindulunk, €és a leheté legmélyebbre egyiink,
ha nem, akkor visszalépiink.
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Fabejaras

Megkiilonboztetiink egy csucsot, ezt gyokérnek nevezziik. A gyokér dse (sziildje) a szomszé-
dos csucsainak, €s ezek a csticsok az 6sok (sziilok) utddai (gyerekei). Az az utdd, aki nem
sziilo, a fa levele. A faban egy Ut nevezhet6 ,,ag”-nak is.

Definicio

Ha egy faban minden cstcsnak legfeljebb két gyercke van, akkor a fat bindris
fanak nevezziik.

Preorder, inorder, postorder bejarasok

Algoritmus Preorder bejaras: azaz a gyokér elem majd a bal oldali részfa preorder bejarasa,

végll a jobboldali részfa preorder bejarasa.

Algoritmus Inorder bejaras: azaz el6szor a bal részfa inorder bejarasa, majd a gyokérelem,

végll a jobboldali részfa inorder bejarasa.

Algoritmus Postorder bejaras: azaz eldszor a bal részfa posztorder bejarasa, majd a jobbolda-

11 részfa posztorder bejarasa, végiil a gyokérelem feldolgozasa.

26B Determinans kifejtési és ferde (B) kifejtési tétele.
Definicié Az a;; elem eldjeles aldetermindnsan értjitk a D;j = (—1)™*/ - det(4;;) szamot.
Tétel (Kifejtési tétel) Egy n-ed rendii determindns tetszéleges sora van oszlopa szerint
kifejtheto, és
n n
det(A) = Z aij . DU = Z aij . DU
j=1 i=1
Tétel (Ferde kifejtés tétele) Ha egy determinans egyik soranak elemeit rendre vala-
mely masik sorhoz tartozo aldetermindansokkal szorzunk meg, majd ezeket a
szorzatokat osszeadjuk, az eredmény Q.
Bizonyitas Ezt a tételt 3 X 3-as determindnsra bizonyitjuk. Szorozzuk meg az elsé sor ele-
meit a masodik sor elemeihez tartozo6 aldeterminansokkal:
a1 a; a a1 Az a
e 13 a2 Qi3 a1 A13 a1 Qiz2| _ oz o
A1 Q22 423 #aqq- |a32 a33| — a4y |a31 a33| aiz - |a31 a32| =411 Q12 A13
Gz Qzz dzz a3y Qzz dzz
Az igy kapott determinans két sora megegyezik, tehat értéke nulla. m
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27A Sik grafok €s szinezésiik. Euler poliéder tétele (sik grafok
pontjainak, tartomanyainak, ¢leinek szdmara vonatkozo6 te-
tel). Kuratowski-tétel. Euler-kor/ut és létezésére vonat-
kozo sziikséges és elégséges feltételek. Kromatikus szam
fogalma. Sik grafok kromatikus szama.

Euler poliéder tétele
Euler poliéder tételét lasd a 21B. tételben az 59. oldalon!

Kuratowski-tétel

Tétel (Kuratowski tétel) Valamely graf akkor és csak akkor sik graf, ha nem tar-
talmaz Ks-tel vagy K3 3-mal izomorf/homeomorf részgrdfot.

Euler-kor/at és 1étezésére vonatkozo sziikséges ¢€s elégséges feltételek

Definici6 A G graf Euler-kére olyan zart élsorozat, mely G Osszes €lét pontosan egyszer
tartalmazza. Euler-utrol akkor beszéliink, hogyha az élsorozat nem feltétleniil
zart.

Tétel (Sziikséges és elégséges feltétel Euler-kor létezésére) Egy dsszefiiggd G grafban
akkor és csak akkor létezik Euler-kor, ha minden csucsanak fokszama paros.

Tétel (Sziikséges és elégséges feltétel Euler-ut létezésére) Egy osszefiiggo graf akkor
és csak akkor tartalmaz Euler-utat, ha a paratlan fokszamu csucsok szama 0
vagy 2.

Tétel (Sziikséges és elégséges feltétel iranyitott grdfokra) EQy dsszefiiggd, iranyitott
grafban pontosan akkor van Euler-kor, ha minden csucsnal a bemend és kimendo
élek szama megegyezik.

Egy dsszefiiggo, iranyitott grafban pontosan akkor van Euler-uz, ha van benne
Euler-kor, vagy ha két csucs kivételével a bemend és kimend élek szama minden
csucsban megegyezik, a kivételeknél pedig az egyik (kiindulasi) csucsban a ki-
meno élek szama eggyel tobb, a masik (érkezési) csucsban pedig a bemené élek
szama tobb eggyel.

Kromatikus szam fogalma. Sik grafok kromatikus szama
Stkgrafok kromatikus szamat ldasd a 14B. tételben a 44. oldalon!

27B Linearis leképezés matrixa (B)

A témakort lasd a 16A. tételben a 48. oldalon!
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28A Halozati folyamok. Halozat, folyam, vagas fogalma. Ja-
vito ut. Ford-Fulkerson tétel.

Fogalmak

Definicio  Adott egy G = (N, E) irdnyitott graf, és ennek két kiilonb6z6 pontja, s és t, me-
lyeket forrasnak és nyeldnek neveziink. (A forrasbdl csak kifelé, a nyelébe meg
csak befelé mutatnak élek.) Adott tovabba az éleken értelmezett c: E —» R*
nemnegativ értéki kapacitasfiiggvény.

Ekkor G = (N, E) grafot a ¢ fiiggvénnyel egyiitt (G, ¢) halézatnak nevezziik.
Definici6 Az f: E — R fiiggvényt folyamnak hivjuk, ha teljesiilnek a kdvetkezok:
f(ny,ng) = —f(nz,ny), V(ny,n,) € E,ng,ny €V
f(ny,ny) < c(ny,ny), V(ny,n,;) €EE

Definicio  Legyen H = (G, ¢) egy haldzat s forrassal és t nyelével. Legye Ny, N, € N egy
particidja N-nek, vagyis Ny UN, = N és N; N N, = @. Legyen tovabba s € N;
és t € N,. EKkkor az N;, N, halmazt s, t-vdgdsnak hivjuk. Az Ny, N, kapacitasan

c(Ny, N3) = Z c(ny, ny)
nlENl,n]ENz

szamot értjiik.

Definicio  Adott H = (G, ¢) halézat s forrassal és t nyeldvel. Jelolje r: A - R a maradék-
kapacitas-fliggvényt, ahol Vn,,n, € V esetén r(ny,n,) = c(ny, ny) — f(ny, ny).
Az f folyamhoz tartozé javito grafa Gy = (V, Ef) az élein értelmezett maradék-
kapacitas-fiiggvénnyel, ahol A = {(ny,n,) : ny,n, € N,7(ny,n,) > 0}

A Gg-beli iranyitott s, t utakat javité utaknak hivjuk.

Tételek halozatokra
Tétel A folyam értéke egyenloé barmelyik vagason atfolyo folyammal.
A folyam értéke nem lehet nagyobb, mint barmelyik vagés kapacitasa.

Tétel Ha s € Ny, t € N \ Ny, akkor a folyam akkor és csak akkor maximalis, ha nin-
csen javito ut.

Tétel (Ford-Fulkerson tétel) Legyen H = (G, ¢) halozat. Ekkor a maximalis folyamér-
ték egyenlo a minimalis vagdssal.

28B Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenldtlenség (B) al-
talanos, és R™-ben hasznalatos alakja.

Az egyenléséget lasd a 20A. tételben az 56. oldalon!
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Jegyzetek
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Félév végi eredmények Diszkrét matematika és Linearis algebra targyakbol

kredit |érdemjegy

. i Diszkrét matematika I. 2
Diszkrét -

¢ tika & Linearis algebra I. 5

matematiika €5 Diszkrét matematika II. 3

Linearis algeb-

ra érdemjegyek Linedris algebra II. 5

Osszesen 15

Erdemjegyek kreditértékkel siilyozott atlaga:

A Matematika szigorlat targyra val6 jelentkezés elofeltétele, hogy a hallgatoé rendelkezzen az
alabbi targyakbol elégségesnél jobb osztalyzattal:

Matematikai analizis 1. Matematikai analizis II.
Linearis algebra I. Linearis algebra II.
Diszkrét matematika I. Diszkrét matematika II.

Amennyiben a targyak kreditértékkel sulyozott jegyatlaga a 4,0-t eléri vagy meghaladja, a
hallgatd (kérése alapjan) mentesiil a szigorlat irasbeli részének teljesitése alol.

Osszesitett érdemjegyatlag

kredit atlag

I. Matematikai analizis 13
I1. Diszkrét matematika €s Linedris algebra 15

Erdemjegyek kreditértékkel siilyozott atlaga:
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