DinModBiol 17/4/25: ajra a ZH feladatok, most kis segitséggel

1) Az i =z(1-22—y), y = y(3 — 2y — z) dkoszisztéma Q = (0, 3)
egyensulyi helyzete a pozitiv ortdnsra (magyarul: az elsé siknegyed belsejére)
nézve globalisan stabil. Igazolja ezt a kijelentést! Segitség: Rajzolja meg a
két egyenes grafikonjat (az egyensulyi helyzetekkel egyiitt), majd a pozitiv
ortans belsejében tegye ra az egyenesekre a fliggéleges illetve a vizszintes
vektormez6t! Mivel a végtelen tavoli pont taszit (mibdl is latszik ez?), ez
mér elegend$ dinamikai kényszer a trajektoriak viselkedésére.

2) Avi =z(d—-2v+4+vy),y=yb—-—y+z)ésazi =2z05—z+
y), ¥ = y(4 — y + 2x) Lotka—Volterra tipusu differencidlegyenlet—rendszerek
koziil melyik modellez tartésan fennalld szimbidta 6koszisztémat? Segitség:
Ehhez aszimptotikusan stabil bels§ egyensiilyi helyzet létezése sziikséges.
Segit, ha a kérdéses szakaszokra rarajzolja a fiiggsleges illetve a vizszintes
vektormezdt.

3) Az =21 - % —y), ¥ = y(3 — 2y — x) rendszerben a K és a
~v paraméterek mely értékei mellett "kényszeriti ki" az els§ faj a mésodik
faj teljes kipusztulasat? Segitség:  Belsd egyensilyi helyzet hijan csak az
szamit, hogy a két egyenes pozitiv siknegyedbe esd részei koziil melyik van a
masik felett. Az 1.) feladat modszere most is miikodik: de a fiiggsleges és a
vizszintes vektormez6k valamint az x és az y tengelyek szerepe ellentétesre
valt.

4.) A.) Eldontheté—e az & =y — 2%, § = —x + 22%y — 3> egyenletrend-
szer origbjdnak stabilitasa linearizalassal? B.) Es a V(z,y) = 3(2? + y?)
segédfiiggvény rendszer szerinti derivaltjanak eléjele révén?! Kell-e valami
mésra is hivatkozni ehhez? C.) Globélisan aszimptotikusan stabil-e az orig6?

Segitség: Az A kérdésre nemleges a vilasz: a linearizalt rendszer az
T =y, y = —z centrum. A V fiiggvény (E) rendszer szerinti derivéltja
Vi (@) = i +yy = a(y — 2%) + y(—2 + 2%y — y®) = — (22 —y?)" < 0.

Ez jonak tiinik, de mit is jelent? Azt jelenti, hogy a trajektoridk a V' fig-
gvény szintvonalait, tehat az origd koézéppontd r» > 0 sugart korvonalakat
az adott korvonalon 1&v6 x = y és az x = —y négy pontpar kivételével min-
deniitt transzverzalisan befelé metszik. A befelé haladas a kérvonal tobbi
pontjara is igaz, leszamitva az eredeti differencidlegyenlet-rendszer egyensi-
lyi helyzeteit, amelyek a —x 4 22° —z? = 0 egyenlet megoldasabol jonnek: az
(1,1) és a (—1,—1) pontokat, amelyek az r = /2 szintvonalhoz tartoznak.

LA V fiiggvény (E) differencidlegyenlet szerinti derivaltjat Ljapunov hires V(E)(:v, y) =
(LV(2(t),y(t)))|e=o képlete definialja. Igaz, hogy Vig)(z) = (gradV (z), f(z)) — mik itt
a jelolések? Mi itt a differencidlegyenlet? Honnan hova képeznek az egyes fliggvények?




Az origd aszimptotikus stabilitasa tehat semmi esetre sem lehet globdlis. Az
origb6 annak a két trajektoridnak a pontjait sem vonzza, amelyek a végtelen
tavoli pontbol indulva a két “extra” egyensilyi helyzet egyikéhez tartanak.
5.) A.) Eldéntheté—e az @ = 2® + y3, y = —23 + y3 egyenletrendszer
origojanak stabilitasa linearizalassal? B.) Es a V(z,y) = %(xz + y?) segéd-
fiiggvény révén? (Igazolja, hogy magat az origot leszamitva minden trajek-

toria a végtelen tavoli ponthoz tart!) C.) Igazolja, hogy az & = —a3 — 33,
y = 2% — > egyenletrendszer origdja globalisan aszimptotikusan stabil!
Segiiség: Az A kérdésre nemleges a vélasz. A B kérdésre igenld, hiszen

V(E)(x) =2i+yy = (23 + y3) +y(—23 +93) = x4(1 +c—c+ c4) > 0,
amint az a 0 < ¢ = % < 00 paraméter szerinti ¢ § 1 esetszétvalasztasokkal
adodik. A C kérdés megvilaszolasa a szamtani és a mértani kozép kozotti
egyenlotlenségen mulik (arra is figyelve, hogy mikor lesz a szamtani és a
mértani kozép egymassal egyenld).

6.) A.) Eldéntheté—e az & = y—23+zy?, § = —v+2%y—3y3+1° egyenle-
trendszer origdjanak stabilitasa linearizélassal? B.) Esa V(z,y) = $(z°+y?)
segédfiiggvény révén? (Adjon meg olyan origd centrumi korlemezt, amely
része az orig6 vonzasi tartomanyanak!) C.) Globalisan aszimptotikusan
stabil-e az orig6? (Adjon meg olyan félsikot, amelynek pontjaibél indulva a
trajektoridk a végtelen tavoli ponthoz tartanak!) Segitség: Az A kérdésre
nemleges a vélasz, a B kérdésre igenld, s a C kérdéshez is elég a a Ljapunov
féle szintvonalak és a trajektoridk transzverzalis metszéseire gondolni. A C
kérdéshez tartozo félsik kivalasztasaban a § = —x + 2%y — 3y3 + 3° egyenlet
y° vezértagjanak jut a foszerep. Hogyan van az, hogy ezt a fszerepet a
—x 4 2%y — 3y3 kifejezés tagjai egyiittesen sem képesek kozonbositeni?

7.) A.) Rajzolja meg a fazisportrét az @ = 2zy, y = x> — 1 differenciéle-
gyenlet egyensilyi helyzetei koriill B.) Egészitse ki ezt a két kicsiny abrat a
teljes sfkon vett fazisportréval Segit, ha a elGszor a szimmetria—viszonyokat
tisztézza! Segitség:  Ahogy lehet alapon, ahogyan a dinamika geometriaja
sugallja. Az els6 részfeladat annak igazolasa, hogy az y tengely egyetlen,
fiigglegesen lefelé halado trajektoria pontjaibol all. A tobbihez a két (a
szimmetria miatt valojaban csak egy) egyensulyi helyzet koriili linearizalas
és az T § 0,9y § 0 egyenl6tlenségek elegendéek.

8.) A.) Abrazolja az & = pux — x° differencidlegyenlet fazisportréjat a
p € R bifurkicios paraméter p < 0, p = 0, p > 0 értékeire! B.) Ha ez
megvan, akkor ugyanez a feladat még haromszor egymas utan, rendre az
&= —pxr—x3, & = pxr+ 23, & = —px + 23 egyenletekre. Segitség: A Hopf
bifurkacié négy, egymaéssal tikrds szimmetridban 1évs alapesetérsl van szo.
A feladat négyszer harom abra elkészitése.



9.) Legyen p = 1 — ¢, ahol € régzitett és nagyon kicsiny pozitiv szam?.

A)) Rajzolja fel az & = —ay, y = 22 —y — 1+ u(y — y?) differencidlegyenlet—
rendszer fazisportréjat — elGszor csak az egyensulyi helyzetek koriil, majd
a lehetGség szerinti minél teljesebb fazisportrét! B.) Most legyen p =1+ ¢,
ahol 0 < € < 1 és ebben az esetben is rajzolja fel az & = —ay, § = 22 —y—1+
p(y —y?) differencislegyenlet-rendszer fazisportréjat! C.) Fogalmazza meg a
kéznyelv szavaival, mi a kapcsolat a két fazisportré kézott, ha a p paramétert
folytonosan novekvé modon, tehdt a p = 1 — e értéktsl a p = 1 + ¢ értékig
haladva valtoztatjuk! Segitség:  Ez kicsit hosszadalmas, de a végén lévs
csattanot (mihez is tartanak a separatrix trajektoridk?) leszamitva, csupéan
a jegyz6konyvi modszerek alkalmazaséat igényli, paraméter ide vagy oda.
10.) A.) Az a € R paraméter mely értékeire lesz az (E) # = ax + y,
Yy = (2 + 6a)z — by differencidlegyenlet origoja aszimptotikusan stabil? B.)
Keressen ezekre az a értékekre olyan V(z,y) = ax? + Bzy + yy? alaki

Ljapunov fiiggvényt, amelyre V(E)(a:,y) = —22 — 2 ! Segitség: A je-
gyz6konyvi médszerek — nyom-determinans diagram (az egyetlen egyen-

stlyi helyzet koriili linearizalasra szerencsére nincs sziikség), az egytitthato
Osszehasonlitashol adddo linearis egyenletrendszer megoldasa az «, 8,y val-
tozokra, az a paraméter fiiggvényében — elegenddek.

11.) Ismeretes, hogy instabil < “nem stabil”. A.) Fogalmazza meg
Ugyanez a feladat az aszimptotikus stabilitas fogalmanak tagadasara. C.)
Mindez ink4bb logika, mint differencidlegyenletek: de azért rajzolja is le, pon-
tosabban készitsen az absztrakt tartalmat jol szemléltets abrakat! Segitség:
Az egyensilyi helyzet stabilitasanak és vonzési tulajdonsaganak €, 8,19 > 0
paramétereket tartalmazo szokésos definicidira kell az els6rendd logika al-
taldnos tagadési szabalyat alkalmazni. Ez rajzban is lehetséges, s6t roppant
szemléletes is. A sorrend, ahogyan a rajz egyes részei elkésziilnek, alapvetd
fontossagn (csakigy, mint a folytonossag definiciojanak szemléltetésében).
A feladat teljes megoldasahoz a vonatkozd abrak is hozzatartoznak.

12.) Tekintse az
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differencidlegyenlet-rendszert, majd — a p paraméter szerinti jol-meghatarozott
egyes esetekben — irja fel az altalanos megoldast® és rajzolja meg a fazis-

azaz legyen 0 < £ < 1
3ez nem nehéz: természetesen a kozéps6 egyenlettel kiilon kell foglalkozni, majd a
maradék két egyenlettel mar egyiitt



portrét is! Segitség: A 3 x 3 matrix szétbomlik egy 2 X 2 és egy 1 x 1,
egymastol fiiggetlen feladatra. Minden tovabbi csupén a jegyz6konyvi mod-
szerek alkalmazasat igényli. A szokatlansag a feladatban csak annyi, hogy a
3D abraban az x és a z tengelyek altal kifeszitett altéren kell elgszér min-
dent elrendezni, majd az y tengelyen (a p ; 0 paraméter szerinti harmas
esetszétvalasztasnak megfelelGen) kell az 1D dbrat elkésziteni, s ez utan a
3D “szorzat—abra” mar magatol adja magat.

13.) Kozvetlen visszahelyettesitéssel igazolja, hogy az z(t) = 4 arctan(e!)—
7 (ahol t € R) fiiggvény megoldasa az & + sin(x) = 0 differencidlegyenlet-
nek, majd a t — oo hataratmenet segitségével vazolja a kérdéses megoldas
gorbéjét az (x,x) sikon! Segitség: A feladatban a fizikai inga/hajohinta
egyenletének egy konkrét alakban, elemi fliggvények segitségével felirhato
megoldéasarol van sz6.* A t — +oo hataratmenet mutatja, hogy egy nagyon
karakterisztikus megoldést lehet az x(t) = 4 arctan(e') — 7 (ahol t € R) alak-
ban felirni. S hogy ez valéban megoldés, az kozvetlen visszahelyettesitéssel
jon ki. Ezt a megoldast mar sokszor lattuk, sokszor rajzoltuk. Akkor jarunk
el helyesen, ha a konkrét sziamoldsokat “gazdasigosan”, j6l szerkesztett és
jol szervezett modon végezziik el. ElGszor az #(t) kétszeres derivaltat sza-
moljuk ki. A sin(x(t)) kiszamitasa a nehezebb, mert itt jol kell a felhasznalt
trigonometrikus azonossagokat kivalasztani, ha azt akarjuk, hogy képletiink
ne egyre bonyolultabb, hanem egyre egyszertibb legyen. A Z(t) el6zetes is-
merete ehhez orientéicids segitséget adhat.

14.) Legyen u(t,xz) = (1—|—e(1'_6t)d)_2, ahol ¢ = %, d = %. Iga-
zolja, hogy a fenti képlettel definidlt u(¢,z) (ahol (t,z) € Rt x R) fiiggvény
megoldasa az u; = ugzy + u(l — u) Fisher-egyenletnek. Igaz, hogy a fenti
képlet utazé hullamot definial?® Segitség: Ez is “csupan” egy konkrét sza-
molas, de amelyet “gazdasagosan”, j6l szerkesztett és jol szervezett médon
kell elvégezniink. A ¢ és a d jeldlések bevezetésével is mar ezt készitettiik
el6. Ami az igazan hatékony, érdemes bevezetniink egy konkrét jeldlést az
elz—ct)d kifejezésre, lehet ez példaul az X = elz=et)d formula, amelynek par-
cidlis derivaltjait is j6 kiilon feljegyezniink.

‘The more good solutions, the better the mark.’

“Az altalanos megoldas nem irhato fel, mint a ¢ idévaltozé elemi fiiggvényeivel
paraméterezett gérbe. Szerencsére az 1 @° + (1 — cos(z)) = const (energia)szintvonalak
zart alakban is, kizarolag elemi fiiggvényeket hasznalva is megadhatok.

SErdemes megjegyezniink, hogy a Fisher-egyenletnek (a természetes szimmetriaktol
eltekintve) ez az egyetlen olyan utaz6 hullam megoldasa, amely elemi fiiggvények segit-
ségével zart alakban is felirhat6 — nem titok, mi van emdgott: a polinomok gyokeire
vonatkozé Galois—elmélet kozonséges differencidlegyenletekre torténd kiterjesztése.



