Szamitégéppel iranyitott rendszerek elmélete
els6 hazi feladat
Beadasi hataridg: 2014. 02. 27.

A megoldasokat kézzel kell kiszamolni és az abrakat kézzel kell megrajzolni! Szamitogépes
programok hasznalhatoak Snellenérzés céljabol, de minden feladatnak tartalmaznia kell a
megoldésok levezetését!

Feladatok
1. Tekintsiik a kovetkezé méatrixot:
2 2 =2
A = 5 1 -3
1 5 -3

(a) Szamitsa ki az A métrix determinansét!

Megoldas: Els6 sor szerinti Kifejtéssel:
det(A) =2(-3+15) —2(-154+3)—2(25-1) =0

Soreliminaciéval, a 3. sort az 1. sorbdl kétszer, a 2.sorbdl 6tszor kivonva az alabbi
determinanst kapjuk:

0 —8 4
det(A)=|0 —24 12
1 5 -3

Mivel a 2. sor az 1. sor haromszorosa, det(A) = 0.

(b) Szamitsa ki a kovetkezs kifejezés értékét: e =7

Megoldas:

A maétrix hatvanyait szamolva az alabbi értékeket kapjuk
12 -4 —4 0 00

A2=]12 -4 —4 [, A3=|0 0 0
24 -8 -8 0 00

ahonnan kovetkezik, hogy minden n > 3 hatvanykitevs esetén az A™ méatrix a nullméatrix.
Az e kifejezés tehat az aldbbi alakra egyszertisodik:

9 0 —4
er=T+A+34%=|11 0 -5
13 1 -6

2. Tekintsiik a kovetkezd méatrixot:

v [

(a) Szamitsa ki az A matrix magterét és képterét!

Megoldas:

Mivel det(A) = 9 —5 = 4 # 0, a matrix oszlopai linearisan fiiggetlenek, ezért kifeszitik
az egész kétdimenzios teret. Tehat Im(A) = R2.

A dimenziotétel szerint dim(Ker(A))+dim(Im(A)) = dim(R?) = 2, tehat dim(Ker(A)) =
0, igy Ker(A) = {0}.



(b)

Mutassa meg, hogy az A métrixra is teljesiil a Cayley-Hamilton tétel!

Megoldds: A matrix karakterisztikus egyenlete (=3 —\)? =5 =X 2+ 6\ +4 =0
ahova az A matrixot behelyettesitve lathato, hogy teljesiil az egyenlGség.

14 30 -3 =5 1 0 0 0
2 — . . =
wvoavar=| ¢ W e | T3 3 va g 1] =]0 0

3. Tekintsiik a kovetkezd métrixot:

(a)

A =

— = N
N W N

1
1
2
Szamitsa ki az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait!

Megoldas:

Az A matrix karakterisztikus egyenlete: A3 — 7A%2 + 11X — 5 = 0.

Az egyenlet konstans tagja a gyokok szorzata, ezért ha a harmadfoku egyenletbsl nem
tudjuk kiemelni egyik gyoktényez6t sem, és feltételezhets, hogy a gyokok egész szamok,
akkor érdemes a konstans tag osztéit visszahelyettesiteni az egyenletbe.

Lathato, hogy A1 = 1 gydke az egyenletnek. Ez alapjan polinomosztéassal kaphato:
A —TA+ 11N =5= (A —1)(A\2 — 6\ + 5) = 0, ahonnan Ay = 1, A3 = 5.

A2 = 1 sajatértékhez tartozod sajatvektor szdmitasa sordn az alabbi lineéris egyenle-
trendszert kell megoldani.

1 2 110
1 2 110
1 2 110

Ez alapjan a koordinatékra az x + 2y + z = 0 Osszefiiggést kapjuk, amelybdl a szabad
valtozok helyettesitése (1. y =1,2=0,2. y =0,z =1) utan a

-2 -1
vy = 1 P, Vg = 0 - q, ahol p,q € R\ {0}

0 1

A3 = b sajatértékhez tartozo sajatvektor szamitasa soran az aldbbi linearis egyenletrend-
szert kell megoldani.

-3 2 110 1 -2 1|0 1 -2 1|0
1 -2 1|0 —| -3 2 1/0[—|]0 —4 4|0
1 2 =30 1 2 =310 0 4 —-410
Ez alapjan a koordinatékra az x = y = z feltételek adodnak, amely alapjan
1
vs=|11]-s, ahol s € R\ {0}
1

Bazist alkotnak-e a sajatvektorok R3-ban? Ha igen adjon egy példat!

Megoldas:

Igen, létezik sajatvektorokbol &llo bazis, példaul
-2 -1 1

b = 1 |,b2= 0 [,bs=]1
1 1 1

A vektorok bazist alkotnak, mivel a bel6liik, mint oszlopvektorokbol elgallitott métrix
determinéansa 3 # 0.



4. A radioaktiv bomlas soran a sugarz6 anyag y(t) mennyisége aranyos az anyag csOkkenésének
gyorsasagaval. Irjuk fel a folyamatot leiré differencialegyenletet. Hatarozzuk meg az aranyossagi
tényezGt, ha az anyag felezési ideje 100 (mésodperc), azaz ennyi id6 mulva éppen fele annyi
sugarzo anyag van, mint kezdetben. Mi lesz az y(t) fiiggvény alakja, ha kezdetben 1 (kilo-
gramm) volt anyagunkbol?

Megoldds: Ismertek az alabbi képletek:

a=My(t),a= —%, ahol a a bomlas aktivitésa.

Ezekbdl kaphatjuk a rendszert leir6 differencial egyenletrendszert: g(t) = —Ay(t)
melynek megoldasa y(t) = yoe ™

ahol yg = 1kg, a sugarzé anyag kezdeti mennyisége.

Ismert tovabba, hogy y(t) = Y02 T , melyet egyenlévé téve az elébbi eredménnyel
e M =27 = (n@)T = DT
in(2) _ In(2)

A sugérzo anyag aktualis mennyisége tehat y(t) = 1000e 160" ~ 6,9315- 1073
5. Oldja meg tetszdleges modszerrel a kovetkezs lineéris differencidlegyenletet!

i) = 22(t), x(0)=3

Megoldas:

Mindkét oldalt Laplace transzformélva £(&) = 2 - £(x),

ahol £(z) = sX(s) — x(0) = sX(s) — 3.

Visszahelyettesitve az els6 egyenletbe az £(x) = 3%2 azonossag adodik, melyet inverz Laplace
transzforméalva kaphaté meg a feladat megoldasa: z(t) = 3e*'.

6. Adja meg a kovetkezs linearis differencidlegyenlet rendszer altalanos megoldasat:

i?l(t) = —1‘1(t)
i‘g(t) = 2$2(t)

Megoldas:

Mivel a két koordinata egymastol fiiggetlen, ezért az egyenleteket kiilon-kiilon is megoldhatjuk.
Az 5. feladatban alkalmazott modszer alapjan:

11(t) = cre™!, xo(t) = coe®

(a) Abrazolja az x; — x5 sikon a megoldas gorbék viselkedését ¢; = —1,0,1 és co = 1 kezdeti
értékek esetén.

Megoldas:
c¢1 = 0 esetén x1(t) = 0, aminek fliggvényekét nincs értelme semmilyen fiiggvény abra-
zolasanak, ezért csak a masik két esetet tekintjiik.

l.eset:ci =—1,co=1 — a1 =—et az9=0¢
e?’ = f(—e7!), ahonnan a hatvinyozas azonossdgainak alkalmazisaval adodik, hogy
f(x) = (—2)~2 (csak a negativ szdmokon értelmezve)

. e =1,c0 = r1=e€e ",xg=2¢e
2. eset 1, 1 — t



e?* = g(e~t), ahonnan

g(z) = 72 (csak a pozitiv szamokon értelmezve)
Megoldds 2:

Rendezziik at t-re az x1-hez tartozd megoldast.

_ C1
vy = cie b = log(|xy]) = log(ci) —t — t = log (|x1|>
2
Ty = o2t — 19 = %
Ty

Az &bra a mellékelt matlab fajlban taldlhato.



