
❙③á♠ító❣é♣♣❡❧ ✐rá♥②ít♦tt r❡♥❞s③❡r❡❦ ❡❧♠é❧❡t❡

❡❧s➤ ❤á③✐ ❢❡❧❛❞❛t
❇❡❛❞ás✐ ❤❛tár✐❞➤✿ ✷✵✶✹✳ ✵✷✳ ✷✼✳

❆ ♠❡❣♦❧❞ás♦❦❛t ❦é③③❡❧ ❦❡❧❧ ❦✐s③á♠♦❧♥✐ és ❛③ á❜rá❦❛t ❦é③③❡❧ ❦❡❧❧ ♠❡❣r❛❥③♦❧♥✐✦ ❙③á♠ító❣é♣❡s
♣r♦❣r❛♠♦❦ ❤❛s③♥á❧❤❛tó❛❦ ö♥❡❧❧❡♥➤r③és ❝é❧❥á❜ó❧✱ ❞❡ ♠✐♥❞❡♥ ❢❡❧❛❞❛t♥❛❦ t❛rt❛❧♠❛③♥✐❛ ❦❡❧❧ ❛

♠❡❣♦❧❞ás♦❦ ❧❡✈❡③❡tését✦

❋❡❧❛❞❛t♦❦

✶✳ ❚❡❦✐♥tsü❦ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ♠átr✐①♦t✿

A =





2 2 −2
5 1 −3
1 5 −3





✭❛✮ ❙③á♠íts❛ ❦✐ ❛③ A ♠átr✐① ❞❡t❡r♠✐♥á♥sát✦

▼❡❣♦❧❞ás✿ ❊❧s➤ s♦r s③❡r✐♥t✐ ❦✐❢❡❥téss❡❧✿
det(A) = 2(−3 + 15)− 2(−15 + 3)− 2(25− 1) = 0

❙♦r❡❧✐♠✐♥á❝✐ó✈❛❧✱ ❛ ✸✳ s♦rt ❛③ ✶✳ s♦r❜ó❧ ❦éts③❡r✱ ❛ ✷✳s♦r❜ó❧ öts③ör ❦✐✈♦♥✈❛ ❛③ ❛❧á❜❜✐
❞❡t❡r♠✐♥á♥st ❦❛♣❥✉❦✿

det(A) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 −8 4
0 −24 12
1 5 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

▼✐✈❡❧ ❛ ✷✳ s♦r ❛③ ✶✳ s♦r ❤ár♦♠s③♦r♦s❛✱ det(A) = 0✳

✭❜✮ ❙③á♠íts❛ ❦✐ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❦✐❢❡❥❡③és érté❦ét✿ eA =?

▼❡❣♦❧❞ás✿

❆ ♠átr✐① ❤❛t✈á♥②❛✐t s③á♠♦❧✈❛ ❛③ ❛❧á❜❜✐ érté❦❡❦❡t ❦❛♣❥✉❦

A2 =





12 −4 −4
12 −4 −4
24 −8 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, A3 =





0 0 0
0 0 0
0 0 0





❛❤♦♥♥❛♥ ❦ö✈❡t❦❡③✐❦✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ n ≥ 3 ❤❛t✈á♥②❦✐t❡✈➤ ❡s❡té♥ ❛③ An ♠átr✐① ❛ ♥✉❧❧♠átr✐①✳
❆③ eA ❦✐❢❡❥❡③és t❡❤át ❛③ ❛❧á❜❜✐ ❛❧❛❦r❛ ❡❣②s③❡r➯sö❞✐❦✿

eA = I +A+ 1
2A

2 =





9 0 −4
11 0 −5
13 1 −6





✷✳ ❚❡❦✐♥tsü❦ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ♠átr✐①♦t✿

A =

[

−3 −5
−1 −3

]

✭❛✮ ❙③á♠íts❛ ❦✐ ❛③ A ♠átr✐① ♠❛❣t❡rét és ❦é♣t❡rét✦

▼❡❣♦❧❞ás✿

▼✐✈❡❧ det(A) = 9 − 5 = 4 6= 0✱ ❛ ♠átr✐① ♦s③❧♦♣❛✐ ❧✐♥❡ár✐s❛♥ ❢ü❣❣❡t❧❡♥❡❦✱ ❡③ért ❦✐❢❡s③ít✐❦
❛③ ❡❣és③ ❦ét❞✐♠❡♥③✐ós t❡r❡t✳ ❚❡❤át Im(A) = R

2✳
❆ ❞✐♠❡♥③✐ótét❡❧ s③❡r✐♥t dim(Ker(A))+dim(Im(A)) = dim(R2) = 2✱ t❡❤át dim(Ker(A)) =
0✱ í❣② Ker(A) = {0}✳

✶



✭❜✮ ▼✉t❛ss❛ ♠❡❣✱ ❤♦❣② ❛③ A ♠átr✐①r❛ ✐s t❡❧❥❡sü❧ ❛ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ tét❡❧✦

▼❡❣♦❧❞ás✿ ❆ ♠átr✐① ❦❛r❛❦t❡r✐s③t✐❦✉s ❡❣②❡♥❧❡t❡ (−3− λ)2 − 5 = λ2 + 6λ+ 4 = 0
❛❤♦✈❛ ❛③ A ♠átr✐①♦t ❜❡❤❡❧②❡tt❡sít✈❡ ❧át❤❛tó✱ ❤♦❣② t❡❧❥❡sü❧ ❛③ ❡❣②❡♥❧➤sé❣✳

A2 + 6A+ 4I =

[

14 30
6 14

]

+ 6 ·

[

−3 −5
−1 −3

]

+ 4 ·

[

1 0
0 1

]

=

[

0 0
0 0

]

✸✳ ❚❡❦✐♥tsü❦ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ♠átr✐①♦t✿

A =





2 2 1
1 3 1
1 2 2





✭❛✮ ❙③á♠íts❛ ❦✐ ❛③ A ♠átr✐① s❛❥átérté❦❡✐t és s❛❥át✈❡❦t♦r❛✐t✦

▼❡❣♦❧❞ás✿

❆③ A ♠átr✐① ❦❛r❛❦t❡r✐s③t✐❦✉s ❡❣②❡♥❧❡t❡✿ λ3 − 7λ2 + 11λ− 5 = 0✳
❆③ ❡❣②❡♥❧❡t ❦♦♥st❛♥s t❛❣❥❛ ❛ ❣②ö❦ö❦ s③♦r③❛t❛✱ ❡③ért ❤❛ ❛ ❤❛r♠❛❞❢♦❦ú ❡❣②❡♥❧❡t❜➤❧ ♥❡♠
t✉❞❥✉❦ ❦✐❡♠❡❧♥✐ ❡❣②✐❦ ❣②ö❦té♥②❡③➤t s❡♠✱ és ❢❡❧tét❡❧❡③❤❡t➤✱ ❤♦❣② ❛ ❣②ö❦ö❦ ❡❣és③ s③á♠♦❦✱
❛❦❦♦r ér❞❡♠❡s ❛ ❦♦♥st❛♥s t❛❣ ♦s③tó✐t ✈✐ss③❛❤❡❧②❡tt❡sít❡♥✐ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t❜❡✳

▲át❤❛tó✱ ❤♦❣② λ1 = 1 ❣②ö❦❡ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t♥❡❦✳ ❊③ ❛❧❛♣❥á♥ ♣♦❧✐♥♦♠♦s③táss❛❧ ❦❛♣❤❛tó✿
λ3 − 7λ+ 11λ− 5 = (λ− 1)(λ2 − 6λ+ 5) = 0✱ ❛❤♦♥♥❛♥ λ2 = 1✱ λ3 = 5✳

λ1,2 = 1 s❛❥átérté❦❤❡③ t❛rt♦③ó s❛❥át✈❡❦t♦r s③á♠ítás❛ s♦rá♥ ❛③ ❛❧á❜❜✐ ❧✐♥❡ár✐s ❡❣②❡♥❧❡✲
tr❡♥❞s③❡rt ❦❡❧❧ ♠❡❣♦❧❞❛♥✐✳




1 2 1 0
1 2 1 0
1 2 1 0





❊③ ❛❧❛♣❥á♥ ❛ ❦♦♦r❞✐♥átá❦r❛ ❛③ x + 2y + z = 0 öss③❡❢ü❣❣ést ❦❛♣❥✉❦✱ ❛♠❡❧②❜➤❧ ❛ s③❛❜❛❞
✈á❧tó③ó❦ ❤❡❧②❡tt❡sítés❡ ✭✶✳ y = 1, z = 0✱ ✷✳ y = 0, z = 1✮ ✉tá♥ ❛

v1 =





−2
1
0



 · p✱ v2 =





−1
0
1



 · q✱ ❛❤♦❧ p, q ∈ R \ {0}

λ3 = 5 s❛❥átérté❦❤❡③ t❛rt♦③ó s❛❥át✈❡❦t♦r s③á♠ítás❛ s♦rá♥ ❛③ ❛❧á❜❜✐ ❧✐♥❡ár✐s ❡❣②❡♥❧❡tr❡♥❞✲
s③❡rt ❦❡❧❧ ♠❡❣♦❧❞❛♥✐✳




−3 2 1 0
1 −2 1 0
1 2 −3 0



 −→





1 −2 1 0
−3 2 1 0
1 2 −3 0



 −→





1 −2 1 0
0 −4 4 0
0 4 −4 0





❊③ ❛❧❛♣❥á♥ ❛ ❦♦♦r❞✐♥átá❦r❛ ❛③ x = y = z ❢❡❧tét❡❧❡❦ ❛❞ó❞♥❛❦✱ ❛♠❡❧② ❛❧❛♣❥á♥

v3 =





1
1
1



 · s✱ ❛❤♦❧ s ∈ R \ {0}

✭❜✮ ❇á③✐st ❛❧❦♦t♥❛❦✲❡ ❛ s❛❥át✈❡❦t♦r♦❦ R
3✲❜❛♥❄ ❍❛ ✐❣❡♥ ❛❞❥♦♥ ❡❣② ♣é❧❞át✦

▼❡❣♦❧❞ás✿

■❣❡♥✱ ❧ét❡③✐❦ s❛❥át✈❡❦t♦r♦❦❜ó❧ á❧❧ó ❜á③✐s✱ ♣é❧❞á✉❧

b1 =





−2
1
1



✱ b2 =





−1
0
1



✱ b3 =





1
1
1





❆ ✈❡❦t♦r♦❦ ❜á③✐st ❛❧❦♦t♥❛❦✱ ♠✐✈❡❧ ❛ ❜❡❧➤❧ü❦✱ ♠✐♥t ♦s③❧♦♣✈❡❦t♦r♦❦❜ó❧ ❡❧➤á❧❧ít♦tt ♠átr✐①
❞❡t❡r♠✐♥á♥s❛ 3 6= 0✳

✷



✹✳ ❆ r❛❞✐♦❛❦tí✈ ❜♦♠❧ás s♦rá♥ ❛ s✉❣ár③ó ❛♥②❛❣ y(t) ♠❡♥♥②✐sé❣❡ ❛rá♥②♦s ❛③ ❛♥②❛❣ ❝sö❦❦❡♥ésé♥❡❦
❣②♦rs❛sá❣á✈❛❧✳ ❮r❥✉❦ ❢❡❧ ❛ ❢♦❧②❛♠❛t♦t ❧❡író ❞✐✛❡r❡♥❝✐á❧❡❣②❡♥❧❡t❡t✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ ❛③ ❛rá♥②♦ssá❣✐
té♥②❡③➤t✱ ❤❛ ❛③ ❛♥②❛❣ ❢❡❧❡③és✐ ✐❞❡❥❡ ✶✵✵ ✭♠ás♦❞♣❡r❝✮✱ ❛③❛③ ❡♥♥②✐ ✐❞➤ ♠ú❧✈❛ é♣♣❡♥ ❢❡❧❡ ❛♥♥②✐
s✉❣ár③ó ❛♥②❛❣ ✈❛♥✱ ♠✐♥t ❦❡③❞❡t❜❡♥✳ ▼✐ ❧❡s③ ❛③ y(t) ❢ü❣❣✈é♥② ❛❧❛❦❥❛✱ ❤❛ ❦❡③❞❡t❜❡♥ ✶ ✭❦✐❧♦✲
❣r❛♠♠✮ ✈♦❧t ❛♥②❛❣✉♥❦❜ó❧❄

▼❡❣♦❧❞ás✿ ■s♠❡rt❡❦ ❛③ ❛❧á❜❜✐ ❦é♣❧❡t❡❦✿
a = λy(t)✱ a = −dy

dt
✱ ❛❤♦❧ a ❛ ❜♦♠❧ás ❛❦t✐✈✐tás❛✳

❊③❡❦❜➤❧ ❦❛♣❤❛t❥✉❦ ❛ r❡♥❞s③❡rt ❧❡író ❞✐✛❡r❡♥❝✐á❧ ❡❣②❡♥❧❡tr❡♥❞s③❡rt✿ ẏ(t) = −λy(t)
♠❡❧②♥❡❦ ♠❡❣♦❧❞ás❛ y(t) = y0e

−λt

❛❤♦❧ y0 = 1kg✱ ❛ s✉❣ár③ó ❛♥②❛❣ ❦❡③❞❡t✐ ♠❡♥♥②✐sé❣❡✳

■s♠❡rt t♦✈á❜❜á✱ ❤♦❣② y(t) = y02
−t

T ✱ ♠❡❧②❡t ❡❣②❡♥❧➤✈é té✈❡ ❛③ ❡❧➤❜❜✐ ❡r❡❞♠é♥♥②❡❧
e−λt = 2

−t

T = (eln(2))
−t

T = eln(2)·
−t

T

−λt = ln(2) · −t
T

−→ λ = ln(2)
T

= ln(2)
100

❆ s✉❣ár③ó ❛♥②❛❣ ❛❦t✉á❧✐s ♠❡♥♥②✐sé❣❡ t❡❤át y(t) = 1000e
ln(2)
100 ≈ 6, 9315 · 10−3

✺✳ ❖❧❞❥❛ ♠❡❣ t❡ts③➤❧❡❣❡s ♠ó❞s③❡rr❡❧ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❧✐♥❡ár✐s ❞✐✛❡r❡♥❝✐á❧❡❣②❡♥❧❡t❡t✦

ẋ(t) = 2x(t), x(0) = 3

▼❡❣♦❧❞ás✿

▼✐♥❞❦ét ♦❧❞❛❧t ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s③❢♦r♠á❧✈❛ L(ẋ) = 2 · L(x)✱
❛❤♦❧ L(ẋ) = sX(s)− x(0) = sX(s)− 3✳
❱✐ss③❛❤❡❧②❡tt❡sít✈❡ ❛③ ❡❧s➤ ❡❣②❡♥❧❡t❜❡ ❛③ L(x) = 3

s−2 ❛③♦♥♦ssá❣ ❛❞ó❞✐❦✱ ♠❡❧②❡t ✐♥✈❡r③ ▲❛♣❧❛❝❡
tr❛♥s③❢♦r♠á❧✈❛ ❦❛♣❤❛tó ♠❡❣ ❛ ❢❡❧❛❞❛t ♠❡❣♦❧❞ás❛✿ x(t) = 3e2t✳

✻✳ ❆❞❥❛ ♠❡❣ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❧✐♥❡ár✐s ❞✐✛❡r❡♥❝✐á❧❡❣②❡♥❧❡t r❡♥❞s③❡r á❧t❛❧á♥♦s ♠❡❣♦❧❞ását✿

ẋ1(t) = −x1(t)

ẋ2(t) = 2x2(t)

▼❡❣♦❧❞ás✿

▼✐✈❡❧ ❛ ❦ét ❦♦♦r❞✐♥át❛ ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥✱ ❡③ért ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t❡❦❡t ❦ü❧ö♥✲❦ü❧ö♥ ✐s ♠❡❣♦❧❞❤❛t❥✉❦✳
❆③ ✺✳ ❢❡❧❛❞❛t❜❛♥ ❛❧❦❛❧♠❛③♦tt ♠ó❞s③❡r ❛❧❛♣❥á♥✿
x1(t) = c1e

−t✱ x2(t) = c2e
2t

✭❛✮ ➪❜rá③♦❧❥❛ ❛③ x1−x2 sí❦♦♥ ❛ ♠❡❣♦❧❞ás ❣ör❜é❦ ✈✐s❡❧❦❡❞ését c1 = −1, 0, 1 és c2 = 1 ❦❡③❞❡t✐
érté❦❡❦ ❡s❡té♥✳

▼❡❣♦❧❞ás✿

c1 = 0 ❡s❡té♥ x1(t) = 0✱ ❛♠✐♥❡❦ ❢ü❣❣✈é♥②❡❦ét ♥✐♥❝s ért❡❧♠❡ s❡♠♠✐❧②❡♥ ❢ü❣❣✈é♥② á❜rá✲
③♦❧ásá♥❛❦✱ ❡③ért ❝s❛❦ ❛ ♠ás✐❦ ❦ét ❡s❡t❡t t❡❦✐♥t❥ü❦✳

✶✳ ❡s❡t✿ c1 = −1, c2 = 1 −→ x1 = −e−t, x2 = e2t

e2t = f(−e−t)✱ ❛❤♦♥♥❛♥ ❛ ❤❛t✈á♥②♦③ás ❛③♦♥♦ssá❣❛✐♥❛❦ ❛❧❦❛❧♠❛③ásá✈❛❧ ❛❞ó❞✐❦✱ ❤♦❣②
f(x) = (−x)−2 ✭❝s❛❦ ❛ ♥❡❣❛tí✈ s③á♠♦❦♦♥ ért❡❧♠❡③✈❡✮

✷✳ ❡s❡t✿ c1 = 1, c2 = 1 −→ x1 = e−t, x2 = e2t

✸



e2t = g(e−t)✱ ❛❤♦♥♥❛♥
g(x) = x−2 ✭❝s❛❦ ❛ ♣♦③✐tí✈ s③á♠♦❦♦♥ ért❡❧♠❡③✈❡✮

▼❡❣♦❧❞ás ✷✿

❘❡♥❞❡③③ü❦ át t✲r❡ ❛③ x1✲❤❡③ t❛rt♦③ó ♠❡❣♦❧❞ást✳

x1 = c1e
−t → log(|x1|) = log(c1)− t → t = log

(

c1

|x1|

)

✭✶✮

x2 = c2e2t → x2 =
c21c2

x2
1

✭✷✮

❆③ á❜r❛ ❛ ♠❡❧❧é❦❡❧t ♠❛t❧❛❜ ❢á❥❧❜❛♥ t❛❧á❧❤❛tó✳

✹


