Az el6adason szerepelt: sztochasztikus folyamat (id6tengely N vagy
7.), trajektoriai, idosorok. Erosen ill. gyengén stac. folyamat. Fiiggetlen,
azonos eloszlasu val. valtozok illetve ezek 6sszegébdl képzett folyamat
(véletlen bolyongas). Fehér zaj, mozgé atlag és autoregressziv folyam-
atok. Kulonbség korabbi évektol: a fehér zajrél mindig felteszem, hogy
0 a varhato értéke.

Sztochasztikus folyamatok 3. gyakorlat

1. Legyen 7, := &, t € Z valamely fix £ val. valtozora. Tegyiik fel, az
egyszeruség kedvéért, hogy ¢ diszkrét értékkészletu.

Ez egy erosen stacionarius folyamat (réovid meggondolas, nem bi-
zonyitjuk precizen). Ha E¢? < oo, akkor gyengén is staciondrius.
Szamitsuk ki az Ry(-) kovarianciafiiggvényt !

Emlékezteto: ha Y; fliggetlen, azonos eloszlasu és EY; = 0, akkor
fehér zaj is, és gyengén stac. Ry (0) = D?Yy, Ry(k) = 0, k #
0. Erdekes osszevetni az eléz6 folyamattal: két véglet, ott min-
den indépontban ugyanazt latjuk, itt a kiilonb6z6 idépontokban
fiiggetlen dolgokat latunk.

2. Tekintsiik a (szimmetrikus) véletlen bolyongast (azaz X, = 0,
X, = Z‘;ﬁ:l g;, t > 1, ahol ¢, fiiggetlen, P(¢; = £1) = 1/2). Ellenérizziik,
hogy X, nem stacionarius folyamat !

3. t1do elteltével kb. milyen messze lesz X; a 0-tdl a fenti feladatnal
? Erre pontos valaszt nem tudunk adni a jelenlegi eszkozeinkkel,
de belathat6, hogy léteznek C,, C; konstansok, hogy elég nagy t-
re P(Civt < |X;| < Cyv/t) > 0.99 (persze ide 1 — ¢ is irhaté).
Bizonyitas: centralis hatareloszlas tételbdl jon ki, hogy X, /v/t-nek
van sztenderd normalis hatareloszlasa.

4. Legyen most P(e; = 1) =p > 1/2>1—p = P(g, = —1). Lassuk
be, hogy ekkor X; a végtelenbe tart (azaz minden ¢ > 0, N > 0
esetén elég nagy t-re P(X; > N) > 1 —¢). (Megint a CHT miatt.)
Vegyiik észre, hogy az el6z6 esetben (p = 1/2), X, eloszlasa mindig
szimmetrikus, tehat (bar | X;| barmilyen nagy lehet), nem tart oo-
be, mert lehet negativ és pozitiv is. Viszont p > 1/2-nél tényleg
oo-be tart.



10.

Legyen ¢, fehér zaj, D?s, = 1. Legyen m > 0 egész. Szamitsuk ki
az

m

1
X - —q
! 2m+1i_Z: =

—m

mozg6 atlag folyamat kovarianciafiiggvényét !

Szamitsuk ki az alabbi mozg6 atlag folyamat kovarianciafiiggvé-
nyét:
X =2¢ —bey_1 + 649, t €7,

ahol ¢, fehér zaj, D?(s;) = 2. (Itt rdmutathatunk arra az altalanos
szabalyszeriségre, hogy ha X olyan mozgé atlag, melyet a fehér
zaj n egymast koveto tagjabol keveriink ki, akkor mindig Ry (k) =
0, |k| > n-re.)

Legyen X; = 0.8X;_; + ¢, t € Z stacionarius autoregressziv folya-
mat, ahol Fe, = 3, D%, = 1 és ¢, fiiggetlen sorozat. Szamoljuk ki
D?2X,-t és EX,-t. (Egyenletet lehet felirni mindkét mennyiségre,
hasznalni kell, hogy ¢, fliggetlen X;-to6l (hiszen ez utébbia ¢y, k <
t-k 6sszege) és fiiggetlen valvaltozok szorasnégyzete osszeadodik.)

Legyen most X; = 0.5X;_| + ¢, t € Z stacionarius autoregressziv
folyamat melyre EX, = 0 és D*X, = 5. Mennyi E¢,, D?c, ?

Elhangzott, egyelore bizonyitas nélkiil, hogy ha X;,.; = ¢X; +
ery1 stac. autoregressziv ahol |¢| < 1, akkor X; = > 7 Plerj.
Ezt felhasznalva szamoljuk ki (végtelen sorokkal) az X, kovari-
anciafiiggvényét.

Legyenek A, B fliggetlen val.valtozok, 0 varhato értékkel és egységnyi

szoraségyzettel. Lassuk be, hogy barmely 0 € R esetén
Zy = Asin(6t) + Bceos(0t), t € Z

gyengén stac. folyamat. Szamitsuk ki a kovarianciafvényét !
(A varhato érték konstans 0. A kovariancidk: trigonometrikus
azonossag kell hozz4, hiszen

cov(Zy, Zs) = sin(0t) sin(fs) + cos(0t) cos(fs) = cos(0(t — s)),

hiszen FAB = FAEB = 0 a fiiggetlenség miatt. Ez csak at — s
kiilonbségtol fiigg, ezért Z stac. a folyamat és R (k) = cos(0k).)



11. Tekintsik az .
Xt: m+1Xt_1+€t, teZ

stacionarius autoregressziv folyamatot, ahol ¢, IID (azaz fliggetlen,
azonos eloszlasu) 0 varhato értéki és 4 szorasnégyzetu sorozat,

m > 0 pedig adott konstans. Legyen W, egy masik IID sorozat,

0 varhato értékkel és 9 szorasnégyzettel. Tegyiik fel, hogy a W,
sorozat fliggetlen ¢, sorozattdl (ebbdl kovetkezdleg X;-tol is). Ad-
juk mega 7, := X;+W, sorozat R, kovarianciafiiggvényét. Szamoljuk
ki az

1

m—+ 1
folyamat R; kovarianciafiiggvényét is. Ezek utan probaljuk meg
kitalalni, milyen tipusu folyamat az U | [Megoldasi javaslat: hasznaljuk,
hogy fiiggetlen dolgok kovariancidja 0 és a kovariancia bilinearis.
Ismerjiik fentebbrol az autoregressziv folyamat Ry kovarianciafiiggvényét.
Az elbadasrol tudjuk Ry -t is (nagyon egyszertl). Mindezekbdl
konnyen kiszamolhaté R;. Ha mar megkaptuk R;-t, akkor Ry
segitségével (megintcsak a cov bilinearitasat kihasznalva) kiszamolhato
RU 1S]

U= 27, — Ziq

Megoldasvazlat, utolso feladat: Legyen m = 5. Eloszor legyen k £ 0,
akkor
cov(Zy, Zy) = cov(Xg + Wy, X + Wy) = cov(Xo, Xk),

mivel az X-ek a W-ktol fiiggetlenek és W, is fliggetlen W;-t6l. Ha k = 0
akkor megmarad D?X,, + D?W,. Tehat, az éran tanultak alapjan k # 0-
ra:

()"
Rz(k) = Rx(k) = 11360
ha pedig k£ = 0:
4

Ezek utan k > 2 esetén:

RU(]C) = COV(ZO — (1/6)Z71, Zk — (1/6)Z}€,1) =
Ry(k) = (1/6)Rz(k — (=1)) = (1/6)Rz(k =1 = 0) + (1/36) Rz(k — 1 — (-1)) =
Ry (k) — (1/6)Rx(k + 1) — (1/6)Rx (k — 1) + (1/36)Rx (k) = 0,

némi szamolgatassal.



Ha k = 1, akkor a fentiekbol:

Ru(1) = %32(1) — (1/6)[R(2) + Ry(0)] = —1.5,
és g7
Ro(0) = S Rs(0) — (1/6)[Rz(1) + Ry(~1)] = 1324

Mivel Ry (k) = 0 ha |k| > 2, ezért mozgé atlag folyamattal van dol-
gunk (bar az nem vilagos, hogy mi most a fehér zaj).



