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Diszkrét Fourier Transzformdcio: fogalma, definicidlevezetés, példak

A DFT mint linedris transzformacio. fogalma, példak

A radix-2 FFT algoritmus: fogalma, példak

Elméleti 6sszefoglalo és feladatok

Diszkrét Fourier Transzformacio

mintavétel

xt) =~ xn)

NFT

mintavétel

X(f) T Xw) T X(K)

Az x(n) diszkrét jelsorozat Fourier transzformaltja:

o0

X(o)= Zx(n)e‘j’”" :

Az X (a)) spektrumot szeretnénk mintavételezni. Tudjuk, hogy X (a)) 27 szerint
periodikus, ezért elegendd az alapsavban mintat venni. Tehat osszuk fel a 0<w <27
intervallumot N egyenlé részre, ekkor az X (@) mintai:

2r ~ ~j2att
X Wk = Zx(n)e N,

n=-m



ahol £k=0,1,.... N —1.

X(w)

X(k21/N)

/

2N k2m/N - T 2m w

Az eldbbi végtelen szummat feloszthatjuk véges, N tagi szummak végtelen 6sszegére:

_ kn IN-1 kn
27[ —1272 Nl —j2r —j2r—
X( .t z x(n)e N+ ZX(n)e N =
n=0 n=N
o IN+N-1 _12”1;1
=2, 2, ln)e
|=—0 n=IN

Indexcsere és a szummak felcserélése utan:
2z 8 —jart
X[ kj Z Zx(n—lN)e N
N n=0[ [=—w0
Nevezzik el x » -nek a belsé szummat, tehat:

‘ {ix(n_w)},

[=—0

ami x(n) jel egy N szerint periodikus kiterjesztett sorozata, ezért Fourier sorba fejthetd:

27r—
Xp = ch ’

ahol n=0,1,..., N —1 ¢és a Fourier egyiitthatok:
! ﬁ%kj
c,=—>» x (n)e N,
k N g p( )
ahol £=0.1,..., N —1, ami 6sszevetve a kezdetekkel:
¢, = LX (2—71 kj
N

tehat végiil:



Mivel x, (n) az x(n) jel periodikus kiterjesztettje, ezért természetesen x(n) eléallithatd
X, (n) jelbdl, amennyiben nem Iép fel aliasing az idétartomanyban, vagyis x(n) véges
tartoju, €s a tarto kisebb, mint N. Ekkor:

x(n)=xp(n), ha 0<n<N-1.

Tehat x(n) is felirhatd, mint:
N-l '271@
x(n)= L X(Z—ﬁkj S
N o N

ahol 0 <n < N —1. Es ekkor az x(n) spektruma a kovetkez6:

U EACH RS ACOE S

és bevezetve a

izv-l Cion :il—e_j“’N sm(a)N/Z) o-iolv-1)2
VZ TN e Nsin(o2)

Példa I.
Legyen a diszkrét jelsorozat: x(n)=u(n)-a", ahol 0<a<1. A jel spektruma legyen
mintavételezve a o, = 27zk/ N helyeken, ahol k£ =0,1,..., N —1. Hatarozza meg a diszkrét

jelsorozat spektrumat, a mintavett spektrumot, és a periodikus jelsorozatot! Irjon Matlab

fiiggvényt, ahol a =0.8 és N=3 illetve 50!
Megoldas 1.

Az x(n) Fourier transzformaltja: X (a)) = Za”e_j o= 1;”” . Egyenletes id6kozonként
n=0 —ae
mintit véve: o, =27k/N, a mintak pedig: X(o,)=X 27k ) _ ! ahol
HENORES > pedig: )= N ) ]—e 2N

sl 0 0
k=0,1,...,N-1. Ekkor xp(n):Zx(n—lN):za”’lN za”ZalN: ? _ Az !

—0 = 1=0 l-a




reprezentalja az aliasing hatdsat. Az aliasing hiba 0 <a <1 és N — o esetén nulldhoz

tart.
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clear

a=0.8;N=5;K=100;

x=a.”(0:K-1);

X=fft(x);
maszk=repmat(eye(1,length(X)/N),1,N);
Xk=X.*maszk;

xk=1fft(Xk);

subplot(221)

xk=K/N*[yk(1:N), zeros(1,length(x)-N)]
stem(0:K-1,xk)

subplot(222)

stem(0:K-1,x)

subplot(224)

plot(0:K-1,abs(X))

subplot(223)

stem(abs(Xk))

A DFT:

X (k)= x(n)e "V} ahol £=0,,..,N~1

Az IDFT:

X(k)e V| ahol n=0,]1,.,N—1




Példa I1.

: o 1 ha 0<n<L-1 )
Egy véges hosszusagl jelsorozat legyen az x(n) = . Hatarozza meg
0 egyébkeént

a sorozat N pontos DFT-jétha N > L!
Megoldas 11.

A sorozat Fourier transzformaltja:

L e & 1=e sin(wl)2) (1-1)2
X — ]wrl — ]wn —_ : — Ja)
(a)) ~ x(n)e ,,Z::; ¢ 1-e” sin(a)/ 2) ¢

Az N pontos DFT pedig:

1— e—j27sz/N 3 Sin(ﬂkL/N)e_j;zk(L—l)/N

X(k)= 1—e 2N sin(7k/N)

clear

L=10;N=50;K=100;
x=[ones(1,L),zeros(1,K-L)];
X=fft(x);
maszk=repmat(eye(1,length(X)/N),1,N);
Xk=X.*maszk;

xk=1fft(Xk);

subplot(231)

xk=K/N*[yk(1:N), zeros(1,K-N)];
stem(0:K-1,kk)

subplot(232)

stem(abs(Xk))

subplot(233)

stem(angle(Xk))

subplot(234)

stem(0:K-1,x)

subplot(235)

plot(0:K-1,abs(X))

subplot(236)
plot(0:K-1,angle(X))
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A DFT mint linearis transzformdcio

A DFT és az IDFT formuldja megadhato

40 60

N-1
X(k)= 2 x|
n=0
ZLNZ: W—kn
N= ’
és W, =e >N

Matrixos alakba is atirhato:

Xy =WnXx, €s X

ahol £=0,1,...,

ahol n=0,1,...,
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N-1

N-1,

—

=1 __ _
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x(N —1) | X(N-1)]
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Példa I11.

Szamitsakiaz x(n)=[0 1 2 3] DFT-jét.

Megoldas 111.

Eldszor a Wz; matrixot kell meghataroznunk. Felismerve a matrix periodicitas ¢és
szimmetria tulajdonsagat: W™'? =W} , azaz

wp w) w) W, 11 1 1 1 1

11
74:W4° w) wl w;} |1 w, wr w; Y A

we wr owr owh| (L wpow) w1 -1 1 -1
1

wy w} wl w,) wy wl wl| |1 j -1 —j

Ez alapjan:
6
= _ |[=242j
X4— 4X, = )
-2-2j
Példa 1V.

DFT ¢és IDFT felhasznalasaval szamitsa ki annak a FIR sziironek a valaszat, amelynek

impulzusvalasza: h(n) = [1,2,3], és a bemeneti sorozat: x(n)=[1,2,2,1]

Megoldas 1V,

clear

N=8

h=[123];

H=fft(h,N);

x=[1221];

X=fft(x,N);

Y=H.*X;

y=ifft(Y)

subplot(131)
stem([x,zeros(1,N-length(x))])
subplot(132)
stem([h,zeros(1,N-length(h))])
subplot(133)

stem(abs(y))
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A radix-2 FFT aleoritmus

Végezziink el egy N =2" pontos DFT-t az eldaddson megismert ,,0szd meg és uralkod;j”

elv alapjan. Legyen M = ]% ¢s L =2. Ezen valasztas alapjan az N pontos jelsorozatot

két ]% pontos jelsorozatra bonthato:

fi (n) = x(2n) a paros indexili elemek sorozat és
£,(n)=x(2n+1) a paratlan indexii elemek sorozata, ahol
n= 0,1,...,E—1
2

Az N pontos DFT atirhato:

X(k):fx(n)ngnz D (W + Y x(mWy

paros _n paratlan _n
Vo Vo ’
= 2x(2m)W2"m + 2x(2m +1)Wk 2m+1)
m=0 =

77 —J
2 3 N/ s .
ami, mivel Wy =e =e ]V atirhato:
2

N M
X(k)= Zx(2m)W7 W Zx(2m+1)W7 =F(k)+WEF,(k),



ahol k=0,1,..N -1, és azF|(k)-ban ill. a F,(k)-ban az f,(m) ill. f,(m) jelsorozat ]%
pontos DFT-je ismerhetd fel. Belathatd, hogy F, (k) és F,(k) ]% szerint periodikus,

azaz Fl(k+]%):Fl(k) és Fz(k+]%):F2(k), & még az is, hogy W't = Wt

Mindezekkel tovabbirhaté az X (k) kifejezése:

X(k)=F (k)+Wy -F,(k), ha kzO,l,...,%—l

X(k+g) =F(k)-Wy -F,(k),  hak= 0,1,...%—1

Lathatd, hogy a szorzasok szama: 2(]%)2 +]% :N%+N 5 ami fele az N pontos

direkt DFT-hez sziikséges szorzdsszamnak. A felbontast elvégezhetd mind az f,(m),
mind £, (m) jelsorozat esetén, majd a felbontottak is tovabb bonthatoak, és igy tovabb,

egészen addig, amig a legalsd jelsorozatok csupan 2 elembdl allnak (ez a v -edik

1épésben kovetkezik be). A szorzassporold nyereségiinket a tablazat foglalja 6ssze:

A pontok  Komplex szorzas direkt Komplex szorzas A sebességnekedési
szama szamitds esetén FFT esetén faktor
N (N/2)log:N
4 16 4 4
8 64 12 53
16 256 62 8.0
32 1024 80 12.8
64 4096 192 213
128 16384 448 36.6

256 65536 1024 64
512 264144 2304 113.8

1024 1048576 5120 204.8




Példa V.

Szamitsa ki az x(n) = [1 2 2 1] 8 pontos DFT-jét, radix-2 FFT algoritmussal.

Megoldas V.

A megoldast segiti a kdvetkezd abra.

x(0)
x(4)

x(2)
x(6)

x(1)
x(5)

x(3)
x(7)

2 pontos
DFT
A 2 pontos
DFT-k
kombindcidja
2 pontos
DFT
2 pontos
DFT
A 2 pontos
DFT-k
2 pontos kombindcidja
DFT

A fenti abrat feldolgozva:

x(o)

X(4) o
x(2) 2
x(6) o—
x(1) 2
x(5) o—r’
x(3) o—r.
x(7) o

A 4 pontos
DFT-k
kombindcidja
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X(o)
X@®)
X(2)
X(3)
X(4)
X(5)

 X(6)
X(7)

e X8 2N/

~N

~N

~N

~N

~N

~N

Az ilyen tipusu ,,idében tizedel6” FFT megvalositas ,,lepke” szamitasa lathato

abran.
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A=a+Wyb

B=a-Wyb

X(o)

2-42  .4+3J2
2 2

X@)

X(2)
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X(6)

X(®)

az alabbi



