Digitalis jelfeldolgozas 2012 tavasz
6. hét

Megoldott feladatok

7.1) Adott egy linearis, id6invarans rendszer a kovetkezo differencia egyenlettel:

y(n)—0.7y(n—1) +0.1y(n — 2) = 2x(n) —0.4x(n —1) +0.3x(n—2).
a) Adja meg a rendszer impulzusvalaszat id6tartomanybeli megoldassal

(x(n)=6(n), y(-1)= y(-2)=0) ! Eredményét ellendrizze!
b) Adja meg a rendszer valaszat az x(n)=u(n)-5-0.5" gerjesztés és
y(-1) =30, y(-2)=10 kezdeti feltételek esetén az Osszetevokre bontas

modszerrel! Eredményét ellendrizze!

d) Rajzolja le a rendszer direkt és kanonikus blokkdiagramjat! Jellemezze ket

komplexitas szempontjabol!

Megoldas
a)
A differencia egyenlet A* —0.741+0.1=0 sajatérték egyenletébdl kapjuk a 4, =0.2 és

A, =0.5 sajatértékeket, és ezzel a homogén megoldas a y, (n)=C,0.5" +C,0.2" alaku, ahol a
C, és C, egyiitthatokat a behelyettesitésbdl kapott y(1)=1és y(2)=0.8 alapjan
(Y(M—=N+1) és y(M—N+2) ) akovetkezd egyenletekbdl szamitjuk:
y(1)=1=C,0.5+C,0.2 és
y(2)=0.8=C,0.5* +C,0.2?,
amibdl C, =4 és C, =-5, és ezt behelyettesitve a homogén megoldas kifejezésébe kapjuk
az h(n)=25(n)+u(n —1)[4 -0.5"-5. 0.2”] impulzusvalasz figgvényt. Az n=3 formulaba
helyettesités esetén a y(3)=5-0.5°—4-0.2° =0.46 érték és a differencia egyenletbdl
behelyettesitéssel kapott y(3) =0.46 érték osszevetésebdl lathato, hogy helyes a megoldas.
b)
A homogén megoldas az elz0 alfeladat alapjan y, (n)=C,0.5" +C,0.2", ahol a C, és C,
egylitthatokat a teljes valasz ismeretében kell majd kiszdmitani. A partikuldris megoldast a
gerjesztés alapjan a y,(n)=K-n-0.5" alakban keressiik (n>M ), mivel az
x(n)=u(n)-5- (0.5)n gerjesztés rezondl a rendszer 4, =0.5 sajatértékeével. A K egyiitthatot a
differencia egyenletbdl behelyettesitéssel kaphatjuk meg:
K-n-05"-0.7K -(n-1)0.5"*+0.1K -(n—2)0.5 "*=
~2.5.05"-0.4.5-0.5"40.3.5.0.5"2, ’
amibdl a bal €s jobboldali polinomok egyeztetése utan K =20, és a partikularis valasz
¥,(n)=20-n-0.5" alakil n>M ,azaz n>2 esetén. A differencia egyenlet megoldasat a két
megoldas osszegeként y,, (n)=C,0.5" +C,0.2" +20-n-0.5" alakban adhat6 meg, ahol C, és
C, egyiitthatokat a behelyettesitésbol kapott y(1)=21 és y(2)=14.7 alapjan (y(M —N +1)

1/10




Digitalis jelfeldolgozas 2012 tavasz
6. hét

és y(M —N+2) ) akovetkezd egyenletekbdl szamitjuk:
y(1)=21=C,05' +C,0.2' +20-1-0.5" és
y(2)=14.7=C,05° +C,0.2° +20-2-0.5°

amibdl C, = 5—; és C, = %0 A differencia egyenlet megoldasa a C, és C, egyiitthatok

értékének behelyettesitése utan:

- (n):305(n)+u(n—1)[5—;0.5" 2.0z +20-n-0.5”} |

Az n=3 formuldba helyettesités esetén a y(3)= %0.53 + 4—??0.23 +20-3-0.5° érték és a

differencia egyenletbdl behelyettesitéssel kapott y(3)=9.69 érték dsszevetésébdl lathato,
hogy a megoldas helyes.

c)
_ 1 _£.n9.0on1] _ 4 2z 4 2
H(2)=2{26(n)+u(n-1)[4-05-05""5.02.02"" || =2+2 et
_ 27°-04z+0.3

H(2)= (z-05)(z-0.2)

|z|>0.5

2
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7.2) Adott egy linearis, 1d0 invarians rendszer a kdvetkezd differencia egyenlettel:
y(n)—y(n—1) +0.5y(n—2) = 2x(n) — x(n -1).
a) Adja meg a rendszer valaszat az x(n)=u(n)2n® gerjesztés és

y(-1) = y(-2) =0 kezdeti feltételek esetén! Eredményét ellendrizze!

c) Rajzolja le a rendszer direkt (Direkt I) és kanonikus (Direkt II transposed)

blokkdiagramjat! Jellemezze dket komplexitas szempontjabol!
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Megoldas

a)

A differencia egyenlet A% —1+0.5=0 sajatérték egyenletébdl kapjuk a 4, =0.5+0.5] és
A, =0.5-0.5] sajatértékeket, és ezzel a homogén megoldas a kdvetkez6 alaku:

¥, (n)=C,(05-05j)" +C,(0.5+0.5j)".

A partikularis megoldast a gerjesztés alapjan a y,(n)=A+Bn+Cn” alakban keressiik

(n>=M), ahol A, B, C egyiitthatokat a differencia egyenletb6l behelyettesitéssel kaphatjuk
meg:

A+Bn+Cn’ — A+ B(n-1)+C(n-1)° +05| A+B(n-2)+C(n-2)° |-

=2.2n? -2(n-1),
amibdl a bal és jobboldali polinomok egyeztetése utin A=-12, B=8 ¢s C=4,ésigy a
partikularis vélasz y,(n)=-12+8n+ 4n? alak n>1 esetén. A teljes megoldas a homogén
¢s partikularis megoldasok Osszege:

Yar (n)=C,(0.5-05j)" +C,(0.5+0.5j)" ~12+8n+4n°, (n>1 esetén)
ahol C, és C, egyiitthatokat a kovetkezo egyenletekbdl szamitjuk:
y(-1)=0=C,(05-05j)" +C,(05+05j) " —12-8+4

y(0)=0=C, +C, -12,
amibdl C, =6-2j és C, =6+2j. A differencia egyenlet megoldasaa C, és C,
egylitthatok értékének behelyettesitése és a koszinuszos 4talakitds utan:

Yae (n)=u (n)[12.6492[gJ cos(n% +18.43°j ~12+8n+ 4n2} .
Az ellenérzéshez felhasznaljuk a behelyettesitésbdl nyert y(1)=4, az altalanos megoldas az
2

n=2 helyen vy, (n):12'6492(7}08(%+18'430j_12+8+4=4’ ami igazolja a formula

helyességét.

Y (2)-z7Y(z)+0527%Y (2)=2X(z)-z"X(z)

Kanonikus blokkdiagram

yn-2) yn-1)

3 késleltetd 2 késleltetod

3/10



Digitalis jelfeldolgozas 2012 tavasz
6. hét

7.3) Egy linearis, iddinvaridns rendszer adott az alabbi blokkdiagrammal:
1
x(n) y(n
1O
o5 | T |
R
T [

a) Adja meg az—impulzusvélaszt a rendszerhez tartozé differenciaegyenlet

idétartomanybeli megoldasaval!

b) Adja meg a rendszer valaszat az x(n):u(n)[O.S" +1] gerjesztésre relaxalt

rendszer esetén!

Megoldas
a)

A rendszert leiro differenciaegyenlet a kanonikus blokkdiagrambol kozvetleniil kiolvashato:
y(n)—0.5y(n-1)=x(n)+x(n-1)-x(n-2).

A h(n) impulzusvélasz fiiggvény a differenciaegyenlet y, (n)=C-0.5" homogén
megoldasabol kaphat6 meg, ahol a C egyiitthatot a behelyettesitésbol kapott y(2) értékbdl
szamolhatjuk (, mivel M —N+1=2-1+1=2):

y(2)=—0.25=C-0.5%,

amibdl C=-1 adodik, és ezzel az impulzusvalasz a kovetkezd lesz:
h(n)=5(n)+15-5(n-1)-u(n-2)-0.5".

A kapott eredmény helyes, mivel az n=3 helyettesités esetén h(3)=-0.125 megegyezik a
differenciaegyenletbol kapott y(3)=-0.125 értékkel.

b)

Az x(n)=u (n)[O.S” +l] gerjesztés és a rendszer y, (n)=C-0.5" homogén valasza kozott
rezonancia lép fel, amit a probafiiggvény megvalasztasa soran figyelembe kell venni:
Yor(N)=K;-n-05"+K,,

ahol a K, K, egyiitthatokat a differenciaegyenletbe helyettesités utan kapjuk meg:
K,-n-05"+K, —05.K,-(n=1)-05"*~0.5-K, =0.5" +1+0.5" +1-0.5"2 —1,

amibdl a zarojel felbontasa és egyszeriisitések utan

K,—K,-05"—05-K,=—05"+1

adodik, és ebbdl végiil a K, =1 és K, =2 egyiitthatokat behelyettesitve a homogén és
partikularis 6sszetevokbdl kapjuk a teljes megoldast:

Y (N)=C-05"+n-0.5"+2,

ahol a C egyiitthatot a fokozatos behelyettesitésbol kapott y(1)=4.5 alapjan (y(M -N)) a
kovetkez6 egyenletb6l kapjuk meg:
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Ya(N=1)=C-05'+1.0.5' +2=4.5,

amibdl C =4, és a keresett valasz alakja:

Ya (N)=25(n)+u(n —1)[4-0.5n +n-0.5" +2] :

aminek helyességét igazolja, hogy n=2 formulaba helyettesités esetén kapott y,, (2)=3.5

megegyezik a fokozatos behelyettesitéssel kapott y(2)=3.5 értékkel.

7.4) Adott az alabbi linedris idOvaridns rendszer! Adja meg a rendszer valaszat az

x(n)=u(n)a" gerjesztés és relaxalt rendszer esetén! Milyen a és b koefficiens

esetén BIBO stabil a rendszer?

y(m)

T

x(r)

Megoldas

A blokkdiagram alapjan felirhat6 a rendszert leird alabbi, els6foku differenciaegyenlet:

y(n)—a-y(n-1)=b-x(n)+x(n-1).

A differenciaegyenlet megoldasat dsszetevokre bontassal végezziik, a homogén megoldast
az y,(n)=C-a" alakban keressiik, ahol a C egyiitthatot a kezdeti feltételek alapjan fogjuk

meghatarozni. A partikularis valaszt probafiiggvény modszerrel szamitjuk, mivel az

x(n)=u(n)a" gerjesztés és a homogén megoldas kozo6tt rezonancia 1ép fel, a vélasztott

probafiiggvény a y,, (n)=u(n)-K-n-a" lesz, ahol a K egyiitthatot a differenciacgyenletbe

torténd behelyettesités utan az alabbi egyenletbdl kapjuk:

K-n-a"-a-K-(n-1)-a"*=b-a"+a" ",

amib6dl K =b+ = . A differenciaegyenlet altalanos megoldasa a homogén és a partikularis

a
valasz 0sszegeként adodik:

Ya (n)=C-a" +(b+§)-n-a”,

ahol a C egyiitthato a differenciaegyenletbdl fokozatos behelyettesitéssel kapott y(O) =Db

valasz alapjan (mivel M —N =1-1=0) kaphat6 meg:

Yar(1=0)=C=b,
¢és ezzel a valasz végso alakja a kovetkezo:

yé,t(n)zu(n){b-an +(b+§j-n-a"},

aminek helyességét az y,, (n=1)=2ab+1 ¢és a fokozatos behelyettesitéssel kapott

y(1)=2ab+1 egyenlésége igazol.
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Feladatok a gyakorlatra

7.5) Adott linearis, idéinvarians rendszer az alabbi rendszeregyenlettel:
y(n)—y(n-1)=x(n)+x(n-1)+x(n—-2)
a) Adja meg a rendszer impulzusvalaszat!

b) Az x(n)=u(n) gerjesztés esetén adja meg a rendszer valaszat a rendszert leird
differencia egyenlet id6beli megoldasaval, relaxalt rendszer esetén !

7.6) Adott az alabbi linearis idéinvarians rendszer az alabbi blokkdiagrammal:

00 31
D

[

= e T e

0.04

B

a) Adja meg a szird valaszat az x(n)=u(n) gerjesztésre! Mi lesz a kimenet

allandosult allapota?
b) Adja meg a rendszer impulzusvalaszat!

Megoldas

A blokkdiagram alapjan az alabbi egyenlet irhat6 fel: ~ y(n)-0.04y(n—2)=x(n)

A karakterisztikus egyenlet gyokei: A, =++/0.04 =£0.2,

amely alapjan a homogén valasz:  y,(n)=C,;-0.2"+C,-(-0.2)",

ahol Cy, egyiitthatok a kezdeti feltételekbdl szamitandoak majd a késébbiekben.

a) A rendszer partikularis valaszat a x(n)=u(n) gerjesztés alapjana y,, (n)=K alakban

keressiik, ahol a K egyiitthatot a differencia egyenletbe torténd behelyettesités utan a
kovetkezd egyenletbdl kapjuk:

K—-0.04-K =1, amib6l K =1/0.96 =1.041667 , és ezzel a rendszer valasza a kovetkezo
alaku:

Yar(N)=C,-0.2" +C, -(-0.2)" +100/96, ha n=M —N =0-2=—2.

A Cy egyiitthatot az y(—2)=y(-1) =0 kezdeti feltételek alapjan a kovetkezd
egyenletekbdl szamitjuk (lehetne y(-2) alapjan is szamolni, de egyszertibb y(-1), y(0) -t
hasznalni):

y(-1)=0=C,-02"+C, - (-02) 1 +100/96 — C,—C, =(-100/96)-0.2=-5/24
y(0)=0.04y(-2) +x(0)=1=C,-0.2° +C, -(-0.2)° +100/96 — C,+C,=-4/96=-1/24,

!
C, =C, —5/24 és ezt behelyettesitve a masodikba: C,-5/24+C,=-1/24 —

C,=2/24 ¢s C,=-3/24
Tehat a keresett valasz altalanos megoldasa
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Yar(n)=u(n+ 2)[—3/ 24.0.2" +2/24-(~0.2)" +100/ 96] alaku lesz.

A formula helyességét az is igazolja, hogy a behelyettesitéssel kapott y(—2)=0
megegyezik a formulabol kapott y,, (-2)=-3/24-0.27% +-3/24-(-0.2) > +100/96 =0
értékkel.

b) A rendszer impulzusvalaszat a homogén valaszbol kapjuk:
h(n)=y,(n)=C,-02"+C,-(-0.2)",ha n>M ~N+1=0-2+1=-1

A Cy egyiitthatot az y(—1)=0, y(0) =1 kezdeti feltételek alapjan a kovetkez6
egyenletekbdl szamitjuk:

y(-1)=0=C,-02"+C,-(-02)* — C,-C,=0
y(0)=1=C,-02°+C,-(-0.2° — C,+C, =1

!

C,=C,=05

Tehat a rendszer impulzusvélasza a kdvetkezé formaban all elo:
h(n)=u(n+1)-0.5-0.2" +05-(-0.2)" |

A formula helyességét az is igazolja, hogy a behelyettesitéssel kapott y(1)=0
megegyezik a formulabol kapott y,, (1)=0.5-0.2"+0.5-(-0.2)"' =0 értékkel (illetve
Yar (2)=0.5-0.2° +0.5-(-0.2)* =0.04 is helyes eredményre vezet)

7.7) Adott az alabbi linearis idéinvarians rendszer! Toltse ki a tablazatot! A rendszer a

gerjesztések rakapcsolasa eldtt minden esetben relaxalt allapotu!

0.1
/L )
x(n) v
@ T @
T
0.5
Gerjesztés Valasz
% (n)=u(n)0.1"
%o (n)=u(n-1)0.1"*
X3(n)=u(n)0.5" y(n):u(n)[—%-o.ln—+%-0.5”}
x(n)=u(n)[01" +05" ]

Megoldas

A blokkdiagram alapjan az alabbi két egyenlet irhato fel:

u(n)=x(n)+0.1y(n) (a felsé tarolé allapotvaltozojara vonatkozo), és
y(n)=u(n—-1)+0.5x(n—-1) (kimeneti egyenlet),

Amely két egyenletbdl behelyettesités utan kifejezheté a y(n)—0.1y(n—1)=1.5x(n-1)

rendszeregyenlet. A rendszer vélasza az x, (n)=u(n)0.1" gerjesztésre idotartomanybeli
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analizisbol, dsszetevokre bontdssal szdmolhato. A rendszer homogén valaszat megkapjuk a
karakterisztikus egyenlet gyoke(i) alapjan:

Yo (n)=C-0.1",

ahol C egyiitthat6 a kezdeti feltételekbdl szamitando. A rendszer partikularis valaszat a
gerjesztés alapjan a y,, (n)=K-n-0.1" alakban keressiik, ahol a K egyiitthatot a differencia
egyenletbe torténd behelyettesités utan a kovetkezd egyenletbdl kapjuk:
K-n-01"-0.1-K-(n-1)-0.1"" =15-0.1"",

amibOl K =15, és ezzel a rendszer valasza a kovetkezo alaku:

Ya:(n)=C-0.1" +15-n-0.1", ha n>0.

A C egyiitthatot az y(—l) =0 kezdeti feltétel alapjan a kdvetkezo egyenletbdl szamitjuk:
y(O) =0=C,

tehat a keresett valasz altalanos megoldasa y,, (n)=u (n)[lS n- 0.1”] alaku lesz. A formula
helyességét az is igazolja, hogy a behelyettesitéssel kapott y(1)=1.5 megegyezik a
formulabol kapott y,, (n)=15 értékkel. A tablazat a kovetkez6képpen toltendd ki:

Gerjesztés Valasz Megjegyzés
A fenti szamitas
¥, (n)=u(n)0.1" yi(n)= u(n)[15~ n-O.l"J alapjzain. !
- - T
% (n)=u(n-1)0.1""* 2(n)=u(n-1)[15-(n-1)-01""] dimarancia
x3(n)=u(n)0.5" y3(n)=u(n)[—%-0.1” —+%-O.5n}
X4(n) :u(n)[o.ln +0.5nJ yzl(n):u(n)[lan.o.ln 7%,0.1” 7+%~0.5“} Linearitds miatt.

Feladatok otthoni kidolgozasra

7.8) Osszetevokre (homogén és parcidlis) bontassal oldja meg az alabbi differencia

egyenleteket:
a) y(n)—0.25y(n—1)=2x(n)—x(n-1)
(n)=u(n)0.8" és y(-1)=0
(n)
(n)

b) y(n)+0.16y(n—2)=2x(n-1)+0.32x(n—-2)
« x(n)=u(n) (atviteli fiiggvény) és y(-1)=0,y(-2)

- x(n)=u(n)
«  x(n)=u(n)0.5" és y(-1)=0
x(n)=u(n)10cos(nz/10) és y(-1)=0

0

« x(n)=u(n)0.5" és y(-1)=0,y(-2)=0
. x(n)=6(n) (impulzusvélasz) és y(-1)=0,y(-2)=0

c) y(n)—0.5y(n-1)=x(n)+x(n-1)—x(n-2)
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x(n)=u(n) és y(-1)=05
x(n)=u(n)0.5" és y(-1)=0.5
x(n)=u(n)n és y(-1)=0.5

d) y(n)—0.6y(n-1)+0.05y(n—2)=x(n)-1.1x(n-1)
x(n)=u(n) & y(-1)=0,y(-2)=0
K(n)=u(n)02 és y(-1)=0.y(-2)=0
x(n)=u(n)0.5" ¢s y(-1)=0,y(-2)=0

e) y(n)+0.1y(n—1)—0.06y(n—2)=x(n)+2x(n-1
x(n)=u(n)cos(0.5n) és y(-1)=0,y(-2)=0
x(n)=u(n)sin(0.5n) és y(-1)=0,y(-2)=0
x(n)=u(n)n” és y(-1)=0,y(-2)=0

f) y(n)—0.4y(n—1)+0.04y(n—2)=x(n)+x(n-2)
x(n)=u(n) és y(-1)=0,y(-2)=0
x(n)=u(n)0.2" és y(-1)=0,y(-2)=0
(n) =u(n)cos(05n) és y(~1) =0, y(-2)=0

9) y(n)-0.5y(n-1)=x(n)-5x(n-1)+6x(n—2)

n (—1) =0

(n)=u(n) és
x(n)=u(n)0.5" és y(-1)=0
(n)=u(n)

X({n

7.9) Egy linearis, iddinvarians rendszer adott az alabbi blokkdiagrammal. Adja meg az

impulzusvalaszt a rendszerhez tartozo differenciaegyenlet id6étartomanybeli

megoldasaval!
1
x(n D I N yn
os| T |4
D
T |1
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7.10) Két linearis idéinvarians rendszer parhuzamos kapcsolasabol alakithatdo ki egy
eredo sziird, ahol LTI1 és LTI2 sziird az alabbi differenciaegyenletekkel adott:
LTI1: y(n)—y(n-1)=x(n)+x(n-1);
LTI2: y(n)—-0.5y(n—1)=0.5x(n).

x(n) : LTII vl(n)k/_D hJ’(n)

Ld
gerjesziés valasz

v

Lrr, 2

b) Adja meg a rendszer x(n)=u(n)0.5" gerjesztésre adott valaszat

differenciaegyenlet idétartomanybeli megoldasaval, ha rendszer relaxalt
allapotban volt!

7.11)  Adott az alabbi linearis sziir6. Milyen a és b paraméter esetén BIBO stabil a
rendszer? Rajzolja fel a BIBO stabilitas tartomanyat az a - b paramétersikon! Adja

meg a sziiré impulzusvalaszat!

J\ \/
xfn) ¥(n)
T —®

)
b

7.12)  Milyen a koefficiens esetén BIBO stabil az alabbi sziir?

&

%Y

(1) u(n) v(n) Y
_I_

¢
&

~®

1/2
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