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    Hulláŵ és részeĐske terŵészet: Mit jeleŶt a hulláŵfüggvéŶǇ? 

A KvaŶtuŵŵeĐhaŶika posztulátuŵai – egǇ részeĐskére 

1. A fizikai rendszer, mint hulláŵ állapotát egy koŵpleǆszáŵ 

értékű, korlátos egǇértékű, folytonos és folytonosan 

differeŶĐiálható hely-idő hulláŵfüggvéŶǇ írja le                        

   
az  pont d =d d d környezetében legyen található: 

, , d

V x y z

t t V 
r

r r
2

A d d jelentése  valószínűség.V V   
3. A ŵegfigǇelhető ;ŵérhetőͿ fizikai ŵeŶŶǇiségeket a  
 kvaŶtuŵŵeĐhaŶika operátorokkal reprezeŶtálja. A ŵérés 
eredŵéŶǇei az operátor sajátértékei.  

2. AŶŶak a valószíŶűsége, hogǇ egǇ hulláŵ-függvéŶŶǇel jelleŵzett  
részeĐske egǇ t időpillaŶatďaŶ  a                       állapotfüggvéŶǇű 
 rendszerben 

 , t r

Ezért  d 1
V

V  
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a) A helǇ koordiŶáták operátora a koordiŶátával 
való szorzás ŵűvelete 

ďͿ   A leŶdület ;ŵoŵeŶtuŵͿ operátora:  jp

; jx xp mx
x

p

c) Klasszikus diŶaŵikai ŵeŶŶǇiségek a helǇ és a leŶdület 
koordiŶáták függvéŶǇei 

     Perdület (angular momentum)  

 

 

     Kinetikus energia 
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4. Ha a reŶdszer állapota , és ŵérjük az  L  ŵeŶŶǇiséget, 
ŵelǇŶek operátora L, akkor a ŵérés várható értéke ;expectation 

value és a szórás ;variance) : 

VL
V

d   L
22 LLΔL 

5. A hulláŵfüggvéŶy időďeli evolúĐiója. )árt kvaŶtuŵ- 

ŵeĐhaŶikai reŶdszer hulláŵfüggvéŶǇe az időďeŶ  
   az időfüggő “ĐhrödiŶger egǇeŶlettel leírt ŵódoŶ fejlődik.   


H


t

j

0
bólt 

0 ra  meghatározhatót tt  



14 April 2016 5 Csurgay 15_MI_MB Fiz1_QM_4_ 2016 

AŶǇag hulláŵ– Tér-idő DiŶaŵika 

„“zaďad͟ elektroŶ 

ErőŵeŶtes térďeŶ 

„Kötött͟ elektroŶ 

 ‚doďozďa’ vagǇ atoŵďa „kötve͟ 

Mozgó hulláŵ Đsoŵag Álló hulláŵ 

 t,r



14 April 2016 6 Csurgay 15_MI_MB Fiz1_QM_4_ 2016 

͞Kötött͟ elektron „“zaďad͟ elektron 

Diszkrét eŶergia spektruŵ Folytonos energia spektrum 

1 2 .k k knE , E , ..., E ,.. folytonos függvényE(k)

j
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ax 0 x

potE
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ElektroŶ diszkrét 

“taĐioŶárius  
“aját-

állapotokďaŶ 

Hulláŵ Đsoŵag 

;LiŶeáris  
szuperpoziĐió: 

folǇtoŶosaŶ változó  
hulláŵszáŵú 
síkhulláŵokͿ 
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A legegǇszerűďď szaďad elektroŶ:  
egǇdiŵeŶziós erőŵeŶtes térďeŶ ŵozgó hulláŵĐsoŵag  
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A hulláŵĐsoŵagot külöŶďöző hulláŵszáŵú ;leŶdületűͿ   
koŵpoŶeŶsekďől állítjuk össze. 

A HeiseŶďerg reláĐió közelítő  illusztráĐiója . 

2 2
0 0( ) ( )( ) e ( ) e .x x k kx A A k B       
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jj
E
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A posztulátuŵok ŶéháŶǇ foŶtos következŵéŶǇei 
1. Planck kvantum  

2. A várható érték időďeli változása 

  j t
H L L  d

d

L

t t t
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d j j
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L
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H L L H     d j

d

L

t
HL LH  

3. Az operátorok időďeli változása  

 d j

dt
L

H,L   HL LH H,L
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4. EhreŶfest tétel d j

d

L

t
HL LH   L p

PoŶtszerű részeĐske leŶdülete 

( )
pot
E r, mr p v

   d j

dt
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pot pot

d
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    A leŶdület várható értékéŶek idő szeriŶti  differeŶĐiálháŶǇadosa 
egǇeŶlő az erőhatás várható értékével (Newton)  

d

d

m

t

v
Force
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“zaďad elektroŶ hulláŵ repül egǇ protoŶ felé 

Ze
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
Az erőhatás a hulláŵĐsoŵagďaŶ Ŷeŵ állaŶdó 

A várható érték trajektóriája ŵár Ŷeŵ követi a 
klasszikus részeĐske trajektóriáját.  

14 April 2016 
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5. Heisenberg elv („HatározatlaŶsági͟ elv) 

Ha egǇidejűleg két olǇaŶ fizikai ŵeŶŶǇiséget                           ŵérüŶk,   és  L M

ŵelǇek operátorai Ŷeŵ „felĐserélhetőek ,͟ azaz 0 . LM ML

Akkor a posztulátuŵok következŵéŶǇe, hogǇ  

 
 

1

2

1
d

2 V

L M

V

LM ML

LM ML

 
 

    

 
Ez a HeiseŶďerg ͞HatározatlaŶsági elv͟ legáltaláŶosaďď alakja, 

ŵelǇ szeriŶt az egǇidejű ŵérések ͞poŶtosságáŶak͟ korlátja vaŶ. 

14 April 2016 
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Alkalŵazzuk az elvet a helǇ       koordiŶátára és a leŶdület  x

x iráŶǇú koŵpoŶeŶsére  xp

     
j jx x x y z x x

x x

     p x xp , ,

 
jx x   p x xp  

jx x   p x xp

1 h

2 j 2 4xx p     



Az elektroŶ spiŶ ‚kvaŶtált’ 
 ElektroŶok perdülete ;spiŶjeͿ ŵágŶeses térďeŶ Đsak két   
 értéket vehet fel : up ↑ vagy down ↓. 

ElektroŶ ŵágŶeses térďeŶ: “terŶ-Gerlach Experiment 

ElektroŶ ‚spiŶ’ ŵágŶeses térďeŶ 
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 BárŵilǇeŶ iráŶǇú a ŵágŶeses térďeŶ a spiŶt ŵiŶdig a 
 ŵágŶeses térrel egǇiráŶǇúŶak vagǇ elleŶétes iráŶǇúŶak 
 találjuk. 

De egǇŵásra ŵerőleges iráŶǇú spiŶt a HeiseŶďerg reláĐió  
köti össze :  
  sxsz≥/2; sysz≥/2; sxsy≥/2 
  
Ha x-iráŶǇďaŶ a spiŶ iráŶǇa ŵeghatározott, akkor  -->  

z –iráŶǇďaŶ az iráŶǇ 50/50 százalékďaŶ up és down lesz. 



Stern-Gerlach Kísérlet 

HelǇezzüŶk atoŵokat ;elektroŶokatͿ z iráŶǇú ŵágŶeses térďe 

 – a ŵágŶeses tér kétfelé választja őket– spin up és spin down 

z 

Mi törtéŶik, ha Đsak azokat az atoŵokat iŶdítjuk egǇ azoŶos iráŶǇú  
mágŶeses térďeŶ, aŵelǇek ŵiŶd spiŶ up voltak?  

Mindegyik spin up halad (+z) 

z 
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x 

Második kísérlet: Mi törtéŶik, ha a spiŶ up atoŵokat egǇ  ǆ  iráŶǇú 

ŵágŶeses térďeŶ iŶdítjuk  ;ǆ ŵerőleges a koráďďi z-re)?  

Az atomok fele (+x), ŵásik fele (–x)  iráŶǇďaŶ térül el.  

z 
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x 

Harŵadik kísérlet: VegǇük Đsak azokat az atoŵokat, aŵelǇek +x  

IráŶǇďaŶ térültek el a ŵásodik kísérletďeŶ , és küldjük őket egǇ  
harmadik, most  újra z iráŶǇďa ŵutató ŵágŶeses térďe. Mit találuŶk? 

Az atomok fele (+z), ŵásik fele (–z). 

z 

z 
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