Valdszinlségszamitas tételek és alapfogalmak

2016 6sz
A Tételsor

1. Eseménytér, szigma-algebra (eseményalgebra)
e Ha adott az Q eseménytér, hogyan definidljuk az eseményalgebrat?

o 0o-algebra az Q bizonyos részhalmazainak 6sszessége.
e Miket neveziink eseményeknek?

o zart véges vagy megszamlalhatéan végtelen uniéra (U)
o zart komplementerre (e€)
o zart metszetre (N)

e Mik az eseményalgebra tulajdonsagai?

o Q minden lehetséges kombinaciojat és az lres halmazt {@} tartalmazza

2. Diszkrét valészinliségi valtozo eloszlasa, eloszlasfliggvény (diszkrét eset)
e Adott (Q, F, P) valdszinliségi mezé és € diszkrét valdszinliségi valtozd esetén hogyan definialjuk €
eloszlasat?

o Diszkrét valoszinliségi valtozé

e Maximum megszamlalhatdan végtelen sok értéket vehet fel.

e () elemszama dont
o Eloszlasa a valdszinlségi valtozo altal felvehet6 értékek valdszinliségeinek sorozata.
Hogyan definidljuk € eloszlasfliggvényét?
o0& : Q- R (Omegabdl valésba)
oFr:R—->R Fe(x) @ P(E<x)=PE ' <]—o0,x[>)
Mi az 6sszefliggés € eloszldsa és az eloszlasfliggvény kozt?
o Eloszlas csak egy értékhez tartoz6 valészinlség

o Eloszlasfiiggvény pedig ezen értékekhez tartozé 1épcsés figgvény
Mik az eloszlasfliggvény tulajdonsagai?
o monoton ndvekedd
o lim Fg(x) = 1
X—00

o lim TE(X) =0
X——00
o F¢(x) balrdl folytonos



3. Flggetlenség, feltételes valoszinliség, teljes valdszinliség tétele, Bayes Tétel
e Hogyan definidljuk az A esemény B eseményre vonatkoztatott feltételes valdszin(iségét?
o A, BeF feltételes valdszinlség B szerint. Feltéve: P(B) # 0

def P(ANB def
o P(AIB) & TS5 = py(4)

o megjegyzés:
= Py: F - Rtehat P(B) — flUggvény, mérték és valdszinliség is.
= A és B flggetlenek «— P(A|B) = P(A) < P(B|A) = P(B)
Ekkor P(A) =P(B) # 0
e Mit neveziink teljes eseményrendszernek?
o AreF aholl<k<n
o Upei4r =20
e Mit mond ki a teljes valdszinliség tétele?
o Ha B, teljes eseményrendszer és P(B;) > Oahol1 <i<n
o akkor egy tetszdleges esemény valosziniisége:
o P(A) = Y",P(A|B;) = P(B;)
e Mit mond ki a Bayes tétel?
__P(A|By)*P(By)
o P(BilA) = s P(A|B))+P(B)

ahol1 <k <n P(A) >0



4. Binomialis és Hipergeometrikus eloszlas

Mikor mondjuk, hogy egy valdszin(iségi valtozo binomialis eloszlasu?
o han kisérletb6] PONTOSAN k-szor kovetkezik be. ((n,p) paraméteri)
o PE=k) =())*Prx(1—-P)"*
o Jelolések:
= n - kisérletek szama
= p-valoszinliségi érték
= k- kimenetel (k<n)
o Varhat6 értéke: n*p
Mondjon példat binomialis eloszlasu valdszinliségi valtozora!
o Feladat: 20 beteget miitenek, egy miitét 90%-ban sikeres, mekkora valdsziniisége hogy
pontosan 5 beteg hal bele?

= n=20
= p=0,1
= k=5

o Valdsziniiségi valtozoé (¢): hanyan halnak meg?
Mikor mondjuk, hogy egy valdszin(iségi valtozd hipergeometrikus eloszlasu?
o ha a mintavétel visszatevés nélkiili, kivalasztunk az 6sszesbdl n-et és ebbdl mennyi jo

nekiink.
P = o) = )

o Jelolések:
= N - 0sszes lehetséges
* n-amennyit kivalasztunk beldle
= K- 0sszesbdl az 6sszes kedvezo lehetdség
= k- K-bol amennyit ki szeretnénk valasztani

(k+0)

‘ { sar K
o Varhato értéke: n * 5
Mondjon példat hipergeometrikus eloszlasu valdszin(iségi valtozoral
o Feladat: 10 goly6 van ebbdl 6 piros, 5-6t kihuzunk kézullik, mekkora

valészinlséggel lesz:
a) 3 piros a kivalasztottak kozott

= N=10
= K=6
= n=5
= k=3
b) mind piros
= N=10
= K=6
= n=5
= k=5

o Valdsziniiségi valtozo (¢): hany piros golydt htizunk ki?



5. Geometriai és Poisson eloszlas
e Mikor mondjuk, hogy egy valdszin(iségi valtozé geometriai eloszlasu?
o Haegy esemény els6 megtorténésének valoszinliségére vagyunk kivancsiak.
o PE=k)=px(1-p)*' keN k nem korlatos
o Jelolések:
" p - paraméter, a vart érték valosziniisége
» k- hanyadik prébanal jarunk
o Vérhat6 értéke: %

e Mondjon példat geometriai eloszlasu valdszinliségi valtozéra.
o Feladat: cinkelt kocka 0,4 valoszinliséggel fej, paratlan sorszamu dobasnal lesz el§szor
fej.
= p=04
= k={1,3,57.9..}
o Valosziniiségi valtozo (¢): probalkozasok szama.
e  Mikor mondjuk, hogy egy valdszin(liségi valtozé Poisson eloszlasu?
o Ha3egyAd> 0paraméter
Ak A
P(E = k) = Fe
Jelolések:
= k- akeresett érték.
o Varhato értéke: 4
e Mia kapcsolat a binomialis és a Poisson eloszlas kozt?

o a pparaméterl binomialis eloszldsban a kérték felvételének valdsziniisége kozel
lesz az (n, p) paraméterii Poissoneloszlasban a k érték felvételének
valoszinliségéhez,

o ha abinomidlis eloszlas paraméterei:

" n-nagyon nagy
® p-nagyon pici

o abinomialis-eloszlas kozelithetd Poisson-eloszlassal:

C (P AR B e (nap) o 2
)\k

oA
ﬁk!e

o

o



6. Diszkrét eloszlasok varhato értéke

e Hogyan szamoljuk ki egy diszkrét valdszinliségi valtozé varhato értékét, ha ismert az eloszldsa?

o ha § diszkrét valdsziniiségi valtozd, akkor megszamlalhaté értékeket vehet fel,
jeloljiik 6ket: (x;)

o minden értékhez tartozik egy valdsziniiség, jeloljiik 6ket: (p;)
o Ekkor € varhat6 értéke: E (§)=Xm—1 XnPn

e Miaz(n, p) paraméterd binomialis eloszlas varhaté értéke?
o Varhato értéke: E (§) = n*p

e MiaA paraméter(i Poisson eloszlds varhato értéke?
o Varhat6 értéke: E (§) = A

e Mia p paraméter(i geometriai eloszlds varhaté értéke?
o Varhato értéke: E (£) = %




7. Valoszinlségi valtozé eloszlasa, folytonos eloszlasu valdszinliségi valtozok, siriségfliggvény
e Adott (Q, F, P) valdszinliségi mezé és € valdszinliségi valtozd esetén hogyan definialjuk € eloszlasat?
(mihez rendel mit az eloszlas?)
o BEBr:  Qi(B) = P(ETNB))
o Fi(x) =P <x)=PE ]-o,x[)) = Qc(]-0,x]
o Tulajdonsagai:
= lim F(x) =0
X——00
= lim F(x) =1

X—+00
= monoton novekedd

= folytonos
e Mit nevezlink a folytonos eloszldsu € valdszinUségi valtozo strlségfliggvényének?
o &eloszlasfiiggvényének derivaltjat nevezziik € slirliségfiiggvényének
e Hogyan szamoljuk ki egy  folytonos valdszin(iségi valtozo [a, b] intervallumba esésének valdszinliségét
slrlségfuggvény, illetve eloszlasfliggvény segitségével?
o sliriiségfiiggvény jelolése: f (&)

= Plasis<bh)=[ f©Ode- [ f&)d¢
o eloszlasfiiggvény jelolése: F (&)
» Pla<é<b)=F(b)—-F(a)

e Miakapcsolat a s(irliségfliggvény és az eloszlasfiggvény kozt?

o F© =/, f@®)at
o f(E)=F()
e Milyen tulajdonsagai vannak az f strlségfliiggvénynek?
o Tulajdonsagai:
" f(x)=0 mindenhol pozitiv
= Dbalrdl folytonos

= 2 fodx=1



8. Varhato érték folytonos valészinliségi valtozé esetén, exponencialis eloszlas és varhato értéke
e Hogyan szamoljuk ki a € folytonos valdszinUségi valtozd varhaté értékét, ha adott a s(rliségfliggvénye?

o E@) = [l xxf(0)dx

e Mikor mondjuk, hogy egy € folytonos valdszin(iségi valtozé a paraméterl exponencidlis eloszlasu?
o ha € folytonos eloszlasu valdszintiségi valtozd
. s s g g axe ™ hax> 0
o és ¢ siriségfliggvénye f-(x ={ Vx ER
§ gfuggvénye fz(x) =1 hax < 0

e Mutassa meg hogy exponencidlis eloszlasu valdszinliségi valtozo s(irliségfliggvénye valdban
slrliségfliggvény!

o Fr(0) = Q=02 = [ f© de = [* axe @ de = ax [Lsemat] =

o)

=—e ¥ +1 =>x=0—16 > e =0 = azegész=1

o tehatvaldban stliriiségfiiggvény.

e Miegy a paraméter(i exponencialis eloszlasu € folytonos valdszinliségi valtozo varhaté értéke?

, Y s 1
o Varhat6 erteke:;

o B = [Cxrane d = [xx (ce)] 7 - [7—e=e dy = [ L emt] 7 2 2



9. Normalis eloszlas és standard normalis eloszlas
e Mikor mondjuk, hogy egy € folytonos valdszin(iségi valtozé (m, o) paraméter( normalis eloszlasa?

o ha & folytonos
—(x-m)?
* @ 2x0?

o és&siriiségfiiggvénye f(x) = \/%*a

e Mikor mondjuk, hogy egy ¢ folytonos valdszin(iségi valtozd standard normalis eloszlasu?
o varhato értéke:m =0
o szorasa: c=1
o slriségfliiggvénye:
1 -2/ N\ x 1 —(t¥
n def _____ =
fe(x) & = e( 2)eloszlas frd:(x) = [ e (“72) dt

—00 /2%TT

e Mia standard normalis eloszlas jelentGsége (mi az 6sszefliggés normalis eloszlasu valdszinliségi valtozo
eloszlasfiggvénye és a standard normalis valdszinlségi valtozo6 eloszlasfiggvénye kozt)?
o normalis eloszlast szamolni hosszadalmas munka, ezért standardizaljuk 6ket, és
errdl egyszer elkészitettek egy tablazatot, amir6él mar csak le kell olvasnunk az
eredményt. Igy id6t takarithatunk meg.

o minden normalis eloszlasu valésziniliségi valtozoé eloszlas fliggvénye
visszavezethet6 standard normalis eloszlasara (m, o).

=0 ()

* A normalis eloszlas stiriiségfiiggvényét Kiintegraljuk |—oo, x| kozott:

—(t-m)?
xe 2x02 dt

o1
F(x):_[oVZ*n*a

= Atnevezés:
t-m ip s ..
o 7z ¥ — kifejezziik 't’-t tE¥zo+m

e tehat: dt = odz

3

gef T~

Integral hatarok vizsgalata: z & —

e alsO: t»> —o0 = z->o —00
x—

3

o felsO: t=x = z=
Tehat:

X—m X—

; 1 —z? g 1 ; —sz xX—m
F(x) = ———%e 2 odz = * e2 dz=9®
) .f V2*xTT*x0o 2T f ( o )

|}
q |




10.Széras és kiszamitasa
e Hogyan definidljuk egy € valdszinlségi valtozd szérasat?
2 s g
o D?(&)“E [(E —E(9) ] szorasnégyzet

o D(&) = /D?(E) = \/13 [(g - E(f))z] s76rés
e Hogyan szamitjuk ki?
o D?(&) = E(é?) —E?(¢§) szorasnégyzet szamitasa
o D(§) = JE(§?) —E%(§) szbras szamolasa
o Diszkrét esetben:
= D*(§) = Xi(x;® * pp) — By x; * py)?
o Folytonos esetben:
e DO = (70 e fO0) dx— (S0 £ () dx)’

e Szamitsa ki a szérast, ha adott egy k oldalt szabalyos ‘kocka’ és a valdszin(iségi valtozd a dobas
eredménye!

=X |PE=x) o DX)= JEX?)-E2(X)
*=1 1/k O E(X)=Zi§=1n*%=%*2§=1n

X=2 1 11

Xk |1/,




11.Kovariancia és korrelacio
e Hogyan definidljuk € és n valdszin(iségi valtozdk kovarianciajat?
o ha3dc?(&)ésda?(n)
o cov(§,n) LEPB) = E(E-E)*(m—EMm)
o Tétel:
= cov(§,m) =EE*n) — (EE) «E®)
e Hogyan definidljuk § valdszinlségi valtozé standardizaltjat?
g def E_E(f)
¢= a(®)
e Hogyan definidljuk § és n valdszin(iségi valtozdk korrelacids egyltthatéjat?
o ¢ és n standardizaltjainak kovariancidja

s &mn
o corr(,m) = cov(£,7) = <2

e Mi a kovariancia és a flggetlenség kapcsolata?
o ha¢§ésnfuggetlen = cov(§,n) = 0 forditva nem feltétlendl igaz!
o cov(é,n) =0 = korrelalatlanok
e Hogyan szamitjuk ki a kovariancidt diszkrét és folytonos esetben, ha adott az eloszlas illetve az egylittes
slrliségfiggvény?
o Diszkrét:

. ZiZj(xi xy*P(E=x,m =y;) — (Zi(xi*P(f =xi))*2j(3’j*P(77 :yf))))
= EGx*n)—(EQ*Em)

o Folytonos:
= L Lk v fenCoy) dxdy — [0 xx fe () dx x [2y * f,0) dy
= EEx*n)—(E@*Em)



12.Valbszinlségi valtozok transzformaltjai
e Ha adott egy € diszkrét valdszinliségi valtozé melynek lehetséges értékei x1, x2, ..., ismerjlk az
eloszldsat, és egy h figgvény, hogyan szamitjuk ki az n = h(€) valdszinlségi valtozo eloszlasat?
y1 = h(xy) Hozzajuk tartozé valoszinliségek:
Y2 = h(x;)

= hD) P =yi) € qi = Z P =x)
y(x)=yk
= ahol1<i,j<n
e Ha ¢ egy folytonos eloszldsu valdszinlségi valtozé melynek a slrlségfliggvénye f(x), valamint h(x)
szigorian monoton és differencidlhatd, hogyan szamitjuk ki az n = h(€) valészinlségi valtozd

slrliségfiggvényét?

o g(h®)=f(h*()=*

dh‘l(y)|
dy

= Jakobi matrix determinansanak abszolut értéke.

e Milesz a transzformalt valdszinlségi valtozd s(iriségfliiggvénye, ha a transzformacio linearis?
o Missing



