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Differencialhatd sokasagok

Sokasagok

Roviden, sokasagoknak nevezziik azokat az objektumokat, amelyek egy n
dimenziods térben lokalisan k dimenzidsak.

Definicid: tekintsiik R™ egy nyilt részhalmazat. Az M € R" halmaz egy k
dimenzids sokasag, ha

1. Vp € M - hez létezik egy U = S(p, &) € R™ nyilt gdmbkérnyezet,
2. létezik olyan V © R nyilt halmaz,
3. vanolyan ¢ : Rk — R" differencialhaté leképezés (k < n),

amelyekre teljesul, hogy ¢(V) = M N U.

A ¢ leképezés képtere n dimenzids vektortér, Jacobi matrixa pedig teljes rangu,
azaz, ha

fi (e, X2, 005 )

f (X1, X2, +ees Xic)

akkor

grad f1(xq, %2, ., X))

grad f, (x1, X, ..., Xi)

egy n x k dimenzidés matrix lesz, melynek k darab linearisan fliggelten oszlopa
van, ezek pedig k dimenzios linearis alteret feszitenek ki a képtérben.



Példa sokasagra

Gorbe

04 b
03}
02+

01l
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A fenti gorbe egy 1 dimenzids sokasag R?-ben.
Ennek a gérbének a paraméterezése:

cosu sinu)

¢“”=(u+ru+1

u €[0,3m) ="V

___cosu sinu
| @+1?F u+l
Dep(w) = cosu sinu

I+u (1+u)?

A Jacobi matrixnak 1 darab linedrisan fliggetlen oszlopa van, igy:

rg(D¢) = 1.

Ezzel pedig megkaptuk a gérbe dimenzidjat.



Sokasagok hatara

Sokasagoknak természetesen értelmezhetjik a hatarat (habar nem mindig
létezik), az alabbi mdédon:

OM = M\M ahol

M={x cR": 3(x;) c M: limx; = x}
L—00

Tehat a hatarpontok halmaza az M -ben értelmezett konvergens sorozatok
végpontjai.
Ha M egy k dimenzids sokasdg, akkor 0M maga is egy sokasag, amire teljesiil,
hogy:
k—1
dima]\/{{
{0}

Ahol a k - 1 = 0 esetet nulla dimenzids - csak pontokbdl allé - sokasagként
értelmezziik és ezt megkllonbdztetjik attdl az esettdl, amikor maga a
hatarhalmaz nem létezik, vagyis az lires halmaztdl.

Az aldbbi tolcsér egy két dimenzids sokasag R3-ban, amelynek a hatara egy
kérvonal. Itt dim oM = 1.

A hatar tehat 1 dimenzids, azonban a hatarold kérvonalnak mar nem tudnank
értelmezni a hatarat, hiszen nincsenek végpontjai (ezért, ha M -nek példaul a
zart egységkort valasztanank, akkor dimdM = { @ } lenne).



Differencialhatd sokasag absztrakt értelemben

Definicio: M egy n dimenzids differencidlhaté sokasag, ha minden U, nyilt
halmazhoz meg tudunk adni valamilyen folytonos és invertalhaté

¢ Vo — U, fuggvényt, ahol V, nyilt ggmb R™-ben,

tovabba teljeslil, hogy a

¢l odg i dp (Ua N Up) > ' (U N Up)

leképezés differencialhatd és a hozza tartozd Jacobi matrix oszloprangja n.

Az (U, @) pérost a kdrnyezet egy lokalis térképének hivjuk, (Uq, ¢ )-t pedig

atlasznak, ahol a eleme egy I = {0, 1, ... } indexhalmaznak.

M

Az abra azt szemlélteti, hogy ha megadtuk a sokasag valamely térképeit, és ha
ezeknek a térképeknek vannak kozos pontjai, akkor V[g—bél eljutva a kozos

pontokba, U, N Ug -bdl ,vissza tudunk jutni” U, Ssképébe, V,-ba, ha ¢pp-ra

alkalmazzuk a (l)(;l inverz fuggvényt.



Ez alapjan a definicié alapjan most belatjuk, hogy a P" projektiv tér n-1
dimenzids sokasag.

A projektiv teret igy definidljuk:
P" = ]Rn+1\ {0}

ahol {0} az origot jeloli és P elemei k6z6tt pedig megadunk egy ekvivalencia
relaciot a kovetkezdképpen:

(X0, X1, eeer X)) ~ (Axg, Axy, .o, AXy,)

Ez azt jelenti, hogy a projektiv térben azonosnak tekintjliik azokat a pontokat,
amelyeket ugyanaz a konstans szorzé hataroz meg, igy példaul P3-ban
(1,2,3) = (2,4,6) vagy (2, 4, 8) = (6, 12, 24), stb.

A tovabbiakban legyen ¢ : R" — P" egy bijeckid, az alabbi mdédon
meghatarozva:

D, (X0, X1, ey Xjy vy X ) = (Xpr Xq0 e #2011 X g1 X))

Xo X1

G (g xqt i xy) > (—,—, ...,&, ...,x—n)
Xi Xi Xi Xi

ahol X; a hidanyzé koordinatat jeloli.

Megnézziik n = 3-ra, azaz, hogy a P> tér 2 dimenzids sokasag.
¢o(x,y) = (Lix:y)

$1(x,y) = (x: 11 y)

¢2(x,y) = (x1y: 1)

Ekkor gl ey = ¢p'(x:1:y) = (1/x,y/x)

1
- 0
D¢51°¢1= y 1
T x2 x

Ennek a Jacobi méatrixnak a rangja 2, tehat P3 = R?



Sokasagok implicit megadasa

Ha az n dimenzids térben van egy k dimenzids sokasagunk, akkor azt
megadhatunk implicit médon is, n - k darab fiiggvénnyel:

P1(x), ---,pn_k(x) : R" - R,
M={x:px)=0]i=1,..,n—k}
Példaul az egységkor esetében:

M=S'={(xy): x*+ y2—1=0}

Ebbél az is kdvetkezik, hogy ha M € R" egy k dimenzids sokasag, akkor ahhoz
meg tudunk adni n - kK darab merdleges vektort.

Tangens tér és normalt tér

Egy sokasag normalt terén (]\fp) egy p € M pontban azt a vektorteret értjik,
amelyeket az alabbi vektorok feszitenek ki:

Vpl (p); sy Vpn—k (p)

Egy sokasag tangens tere (mas szdval érintétere) egy p € M pontban pedig
azokbol a v vektorokbdl all, amelyek merdlegesek mindegyik normalvektorra.

,={v:vl Vpli=1.,n—k}

Példa — gorbe és feliilet érintétere

y(1)

A fellilet érintGtere az x pontban egy érint0sik, ugyanakkor a felileten haladé
y(t) gorbe érintéteréhez az ugyanebben a pontban megadott v érintévektor
tartozik.



Sokasagok iranyithatosaga

Egy M sokasag iranyithatd, ha minden pontjaban meg tudunk adni
érintévektorokat valamely irdnyban, és ha ezek az érintévektorok az adott
iranyban ,folytonosan valtoznak” a sokasagon haladva.

Algebrai értelemben ez azt jelenti, hogy ha megadjuk egy vektortér két
lehetséges bazisat, akkor az iranyitas a két féle bazisosztaly valamelyike lesz.

fgy, ha a V vektortér két bazisa
v ={vy,vy, .., 0}

illetve

w = {wy,wy, ..., W, },

akkor ezek pontosan akkor adjak a vektortér ugyanolyan iranyitasat, ha a két
bazis kdzotti attérési matrix determinansa pozitiv.

Hav=Awésv~w =det(4) >0

Egy gorbe, mint sokasag lehetséges iranyitasa:

04/

A fenti gorbén megadtunk a pontokban érintd — és — normalvektorokat egy
rogzitett irdnyban, amelyet a sokasagon ,folytonosan” tudunk végigfuttatni - az
eredeti irdnyitast megorizve - , igy ez egy lehetséges iranyitas.



Integralads sokasagokon

Altaldnos Stokes tétel
Az altalanos Stokes tétel azt mondja ki, hogy egy differencidlforma integralja az
integralasi tartomany hataran megegyezik a differencialforma kilsé derivaltjanak

az integraljaval a tartomany belsejében.
Formalisan:

ja)= fdw
oM M

A Stokes tételt felhasznalva kdnnyen megoldhatjuk a kdvetkezd feladatot:
Tekintsiik az F(x,y,z) = (x,2y,52) vektormezét.

Szamoljuk a vektormez6nek az alabbi a tartomanyra vett fellleti integraljat:
M={(xv,2): x> +y*+2> < r?}

Ennél a feladatnal w egy vektormezd, és ennek a differencidlformanak a ktils6
derivaltja a divergencia.

w —>F
dw - div(F)

A Stokes tételbdl megkapjuk a divergencia tételt:

jf div(F)dxdydz = -Ua F-n dS
M M

Igy a tétel felhasznaldsval elég a vektormezd divergencidjat meghatérozni, majd
ezt integralni a megadott sokasagon, azaz a gémbon.

A vektormez6 divergenciaja:

, dx 02y 05z
div(F) = a+g+a—z=1+2+5=8



GoOmbi polarkoordinatakra vald attérés utan az eldbb kapott mennyiséget
integraljuk az M tartomanyon:

2w M T 2m 8
j f f 8 r?sing drdepdf = ] f — r3 sinpdpdd =
o Jo Jo o Jo3

2r g 3 r 8 3 32 |
=f —r[—cosn+cosO]d6=f 2-7r°d0 =—r1r°m
0o 3 o 3 3

A vektormez6 és a gombfelllet:




Specialis sokasagok

1. dbra M6bius szalag

& —0.5
-0.5

2. ibra A Steiner-féle rémai feliilet

A MoObius szalag és a Steiner-féle romai fellilet jellegzetessége, hogy nem
irdnyithatoak.



