A mechanika elvei
A variaciészamitas alapjai

Mint azt lattuk a klasszikus mechanika egy ,,axiomatikus” modell a makroszkopikus testek
(dinamikai) viselkedésének a megértéséhez. Természetesen itt az ,,axioma’” nem a matematikai
szigorusdggal értendd. Pusztdn annyit jelent, hogy kisérleti megfigyeléseken alapulé tények sokasagabol
kivéalasztjuk azt a lehetd legkisebb szamiuit, amelyek segitségével a tobbi (lehetdleg 6sszes) mechanikai
jelenség logikusan levezethetd. A logikussdg itt matematikai formalizmusban mutatkozik meg.

A Newton-torvények (vagy Newton axiomdk) adjak a klasszikus mechanika alaptorvényeit.
Newtont kovet6 fizikusok (D’alambert, Euler, Lagrange, Hamilton, ) megprébaltdk a mozgastorvényt mas
formdban is megfogalmazni. Ezeket ma a ,,mechanika elvei”-ként tartjuk szadmon.

Ezek az elvek nem Iépnek tul a newtoni mechanika hatdrain, igy ebbdl a szempontbdl ekvivalens
megfogalmazasai a klasszikus mechanikai modelljeinknek. Mégis van egy fontos sajatossaguk, amely a
Newton-féle mozgastorvényekkel szemben nagy elvi eldnynek bizonyult. Ez pedig az, hogy olyan
formaban fogalmazzdk meg a dinamika alaptorvényét, amely kozvetleniil dltaldnosithaté a mikrofizika
irdnydba. Mindez természetesen csak utdlag deriilt ki. A kisérleti tapasztalatok hatdsara, a XX. szdzad elsd
évtizedeiben, ezen elméleti alapok tették lehetdvé a kvantummechanika megsziiletését.

Vizsgédlédasunkat latszélag nagyon tdvolrdl kezdjiik.

A legendas torténetet (Julis Ceasar kortdrsa) Publius Vergilius Maro eposza az Aeneis orokitette
meg, a kovetkez6 képpen.

A mai id6szdmitas szerint le 825-ben Dido elszokétt sziildhazdjdbol Fonicidbol. Volt ra oka,
hiszen férjét meggyilkoltdk. A helyzet komolysdgét az mutatta, hogy a tettes a varosallam ,,tiirannosza”,
aki egyben Dido bétyja is volt. Az asszonynak nem sok vélasztasa lehetett, mert hit embereivel titokban
hajora széllt és meg sem allt amig biztonsagos tdvolsdgban nem érezte magat. A mai Tuniszndl ért partot.
Nem mondhatni, hogy a helybéliek nagyon oriiltek volna a varatlanul partra 1€p6 0j jovevényeknek. De
Dido meggydzte Hiarabas kiralyt mondvan, hogy neki csak annyi teriilet kell, mint amennyit egy marha
bdrével korbe tud keriteni. A kirdlynak tetszhetett a képtelen ajdnlat és belement az alkuba.
Megkonnyebbiilése azonban nem tartott sokdig. Dido okosabbnak bizonyult, mint sejtették. A ledlt marha
borét ugyanis vékony csikokra véagatta, majd egy hosszu kotelet készittetett beldle. Kisétalt a tengerpartra,
és fékort formdlva a kotélbol hatalmas teriiletet elkeritett maganak s tarsainak. Mint az ma mar kozismert,
a kor az a sikidom, amelynek adott keriilet mellett a legnagyobb a teriilete. Nem volt mit tenni, a
szerzédést a meghokkent kirdlynak is be kellett tartania! gy tortént aztan, hogy Dido embereivel
letelepedett. Majd ie.814-ben megalapitotta Karthagot és annak els6 uralkodéja, ,kirdlyndje” lett. Mint
tudjuk a torténelembdl ez a varosdllam még sok borsot tort Réma orra al4.




Ez az els0 leirdsa egy ,,izoperimetrikus, integralvariiciés problémanak”. Tu 200-ban a gorogok
sejtették, hogy a helyes megoldas a ,,kor”. De a matematikai bizonyitds hidnyzott. Erre még tobb mint
1600 évet kellett varni. WeierstraP és Steiner 1841-ben megadték a feladat preciz megoldésat.

Hasonlo6 széls6érték feladatot szdmtalant tudunk gyartani. Illyen példdul a ,,geodetikus vonal”
problémadja. Adott (tetszdleges, de elegendden sima) feliileten kijeldliink két pontot. Keressiik azt a két
pontot 0sszekotd vonalat, amelynek a hossza a legkisebb. A sikon a megoldas az egyenes. Mint tudjuk a
gdmbon a két ponton dtmend fOkor.

MEGJEGYZES: Az elmilt szdzadokban a matematikai kozélet egyik féruma az volt, hogy valaki kitiizott egy djszert

problémait és a tobbiek megprobaltak azt megoldani. A leghiresebb ilyen a ,,nagy Fermat sejtés” volt

:{a” +b" #c¢" | a,b,c,n = 3,4,5,....} (Pierre de Fermat 1601-1665.) Ennek a (mindenki 4ltal helyesnek elfogadott)

bizonyitasat csak 1995-re sikeriilt megalkotni és ez Andrew Wiles angol matemetikus nevéhez fiizédik. 300 éves, ,,népszerti
fejtord” megoldasara deriilt fény. Kétségtelen tény , hogy annak az évnek ez volt ,,A” tudoményos szenzacidja. Még a
bulvarlapok cimoldalan is megjelent. De mint egy j6 krimiben, egy Gjabb ,,kognitiv talany” meriilt fel. Ugyanis a Wiles éltal
kozolt bizonyitds olyan mélyebb és szertedgazé matematikai részletekre épit, amely Fermat kordban még teljességgel
ismeretlen volt. De akkor miért irta Fermat ,hires/hirhedt szavait” a Diophantosz : Aritmetika konyv margdjara:

,,...dividere cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi.

Hanc marginis exiguitas non caperet,”
Azaz:
»-.-1gazdn csoddlatos bizonyitdst taldltam erre a tételre.
A margé azonban tiilsdgosan keskeny, semhogy ideirhatndm,”

Vagy taldn az utolsé sz6 végi (,) irdsjel a mondat valamiféle folytatasat jelenti, amely enyhitette a leirt szavak sulyat? Ez ma
mar nem deriilhet ki, mert az eredeti kézirat eltiint. A halottak meg nem beszélnek, hacsak nem a fennmaradt ,,miliveik” éltal.

i F . - oy
Johann BERNOULLI
(1667-1748)
Daniel Bernoulli apja

Johann Bernoulli 1696-ban a kdvetkezd feladatot tiizte ki: ,,Fiiggdleges sikban kijeloliink két
pontot. Milyen vonallal kell 6sszekotni 6ket ahhoz, hogy a gorbén, egy surléddsmentesen lecsiszo
tomegpont a legrovidebb id6 alatt érjen le? A feladat a ,,brachisztochron” (legrovidebb id0) néven keriilt
be a Fizika ill. a Matematika torténetébe.



A feladatra tobb megoldas is sziiletett. Maga Newton (sajat bevalldsa szerint) egyetlen éjszaka
alatt megoldotta. Euler (1744) és Lagrange (1760) altal publikalt miivek a matematika uj teriiletét a
»varidciészamitds” alapjait rakta le mindkettdjiiket a ,,brachisztochron” inspirdlta. Ma dltaldban az altaluk
kitlizott utat kovetjiik. Es a megoldésul szolgalé differencidlegyenletet ,,Euler-Lagrange” egyenletnek
hivjuk.

Fogalmazzuk meg tehat a feladatot. A fiiggdleges (x,y) sikban keresett palya egyenlete legyen az
y(x) fiiggvény. A rogzitett végpontokat jelslje P, (0,0), P (xl Y ). A palya mentén a tdmegpont sebessége

v(s), ahol ,,s” az induldsi végponttl mért palya menti tthossz. A lecsiszas ideje ekkor
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A tdmegpont sebessége az energia megmaradas tételébdl szamithaté ki Ha a tdomegpont az origdbol,
nyugalombdl indul, akkor

2
Emv =mgx,

azaz

v=,/2gx

A pélya menti elmozdulds pedig kdzismert
ds =1+ y?dx

Keresett az az y(x) fiiggvény, amelyik esetén az alabbi integral minimalis értéket vesz fel.

X1 | 72
T = ! I 1ty dx = ,extrémum”
V2g 3 x

Ezzel megkaptuk a ,,brachisztochron” probléma matematikai megfogalmazasat.

A ,hagyomdnyos” széls6érték kereséshez képest ez a feladat tobbféle djdonsigot jelent. Lathatéan a ,,T

a fiiggvényfogalomnak egy édltalanositasa, hiszen az {y(x)| Yo (xo) és y, (xl )} fiiggvényhalmaz minden

eleméhez egy T valds szamot rendeliink. Ezen fiiggvények két végpontja (pl. most) rogzitett. Keressiik
azt a figgvényt, amely esetén a ,,T” a legnagyobb/legkisebb értékét veszi fel. Ennek az ,,4ltalanositott”
fiiggvényfogalomnak a neve ,,funkciondl”. Mivel most a leképezés egy integrdlds miiveletével torténik,
ezért a széban forgé feladatot , integralvaridciés” problémanak hivjuk. Altaliban pedig
Varidcidszamitdsrol beszéliink.



Dido esetében a kissé bonyolultabb a helyzet.
A koriilhatérolt teriilet konnyen szdmolhat6 ugyan

X2
T = .[ y(x)dx = ,extremum” ,
X1
de a kotél hossza adott allando érték

X2
L= .[ 1+ y'(x)dx .
X1

Lahatéan ez egy ,,feltételes szélsdérték feladat”. Mivel a keresett sikidom keriilete dllandd, ezért az ilyen
tipusu feladatok neve ,,izoperimetrikus” probléma. A feladatot tn. ,,Lagrange multiplikdtor” modszerrel
lehet megoldani. Ekkor a feladatot visszavezetjiik egy ,.feltétel nélkiili széls6érték™ keresésre. Ez tigy
torténik, hogy képezziik az alabbi kifejezést

F=ylx)+A4-1+y(x)

Es keressiik a

X2
I = .[F (x)dx = extremum”
X1

A A\ itt egy meghatdrozand6 paraméter.
A feladatot tobbféle médon €s szemlélettel lehet megoldani. Mi az Euler-Lagrange féle megoldast

ismertetjiik.

Leonhard EULER
(1707 - 0783)

J osph-Louls LAGE
(1736—1813)

William Rowan HAMILTON

b5

(1805-1865)

A funkciondlra a kovetkezd jelolést vezetjiik be.
Az {y(x) — I} leképzést I[y] -al jelsljiik.
A funkcionalok egy része integrél alakjdba irhato, azaz

X2
1]= [0y Yy s
X1

Mi most csak olyan, a Fizikdban gyakran el6fordul6 esetekkel foglalkozunk, amikor az integrandus
f = f(y,yx) alaki fiiggvény. Mint az lithat6, mindkét bevezetd feladatunk ilyen.




Keressiik tehat az I[y] funkciondl szélsé értékét az {y(x)} fiiggvényhalmazon.

Nézziik meg el6szor, hogy hagyomanyos fiiggvények esetén hasonlo esetben mit tesziink.
Haegy g(x) fiiggvénynek szélsé értéke van az x, pontban, akkor annak kis kdrnyezetében a ,,g”

megvaltozasa els6 rendben a kovetkez6 médon irhaté:

dgzg(x)—g(xo){ﬂ%-(x—xo)+...

A sz€1s0 érték sziikséges feltétele az, hogy

g;(xO) —1lim g(xo +€)_g(xo) -0

-0 £

és ezért irhatd, hogy

dg =0
Azt mondjuk erre, hogy: ,,A széls0 érték (extrémum) kis kornyezetében a fiiggvény megvaltozdsa
(varidcidja) els6 rendben zérus. Ennek sziikséges feltétele, hogy g'()c0 )=0 legyen ”

Legyen mindez igaz a funkciondlok esetében is.
Probéljuk meg visszavezetni a feladatot egyvaltozos fiiggvény széls6érték keresésére. Tegylik fel,

hogya [ [y(x)] funkciondl az y, (x) fiiggvénynél veszi fel az extrémumét. Ennek egy kis kornyezete

legyen most
y(x)=y, () + e n(x)
ahol
e<<1
és mivel az integralasi hatdrok rogzitettek, ezért
n(x)=1n(x,)=0
7(x)#0 ha X, <x<ux,

Y 4 (%)
' q
: |
i (
[/ i
¢ (
?(xj.. i |
—FA A .
3.4bra

Az n(x)amigy egy tetsz6leges, de jol viselkedé fiiggvény (azaz elegendéen sima, mindenhol véges,
stb...) Ekkor a funkciondlunk igy is irhato:

1y, (x)+ & n(x)]=1(e)



Azaz egy kozonséges I(€) fiiggvényhez jutottunk, amelynek a véltozéja az ,, £ .
Marmost a funkcional széls6értékénél (elso rendben)
o =0
Ennek sziikséges feltétele az, hogy
a_y
de
Végezziik el a derivdlést, ligyelve arra, hogy most

y(x)= y,(x)+e-n(x)
és ezért

Y(x)=yi(x)+e-7(x)
Ekkor kapjuk, hogy

d X2 , X2 d ,
%J.f(y’yJCHXZ J.{gf(y,y,x)}dx
X1 X1
Az integrandusban az ,,€” a véltoz6. Az f = f(y, y”; x)-ben pedig mind az ,, y(x)”” mind pedig az ,, y'(x)”
ennek az ,, £ 7-nak a fliggvénye. Az Osszetett fliggvények derivalasi szabalya szerint tehat {rhatd, hogy

d , a dy o dy _of of
- v, =L .p+—~2
AR e r v WA

Azaz kapjuk, hogy

jjmx)dx_j{ }dx_j{ }dx+;{y }

A masodik tagban parcialis integrélést végezhetiink.
X2 X2
ad 9 d(ad
ay ay v xldx\ 9y

A jobboldal elsd tagja eltiinik, hiszen 7(x,)=n(x,)=0.
Végiilis adédik az, hogy

di_ dC o e (1O Tl (o) g o T1Y _d (] _
e e Ok R e G R

X1

.77'

Ennek minden, tetszéleges 77(x)-nél igaznak kell lennie. Ez csakis gy lehet, ha az 7(x) egyiitthatGja
azonosan zérus. Azaz

dof ) o _,
dx\dy’) dy

Ennek a neve Euler-Lagrange egyenlet. Ez a funkcional sz€ls6 értékének a sziikséges feltétele.
Fontos észrevenniink, hogy az egyenletiinkben ,.teles derivalds” (d/dx) és ,,parcidlis derivalds” (0/dy) is
szerepel. Ugyeljiink a kétféle derivdldsra!



MEGJEGYZES:

a.) Az Euler-Lagrange egyenlet csak ,,sziikséges, de nem elégséges” feltétele a megolddsnak. Ez azonban minket nem kell,
hogy zavarjon. Ugyanis a minket érdekl$ fizikai problémak esetén eleve tudjuk, hogy van a feladatnak megoldasa. igy a
sziikséges feltétel egyben elégséges is.

b.) A levezetésiink alapvetd elem volt az y(x) =Y, (x) +E&- 77()() definicids Osszefiiggés. Ez pedig azt jelenti, hogy csak
relativ (lokdlis) sz€ls6 értékeket tudunk igy meghatdrozni. A fizikai problémak nagy részénél ez sem lényeges, mert az abszoltt
minimum, vagy maximum fizikailag ,,trividlis” széls6séges megolddsokat jelent, ami szdmunkra érdektelen.

Szemléltetésképpen oldjuk meg a két kittizott feladatunkat:

A ,brachisztochron” probléma esetén kaptuk, hogy:

T,[y(x)]= 1 TW/ L+y” dx = ,extrémum”
12 \/E g X 44

oL [y
f((y,y,x)—@ ,

Az Euler-Lagrange egyenlet

dfof)_of _,
dx\dy’) dy

Azaz

Most azonban ldthatjuk, hogy az ,, f ” nem fiigg az ,, y ”-tol. Azaz gi =0 és ezért
Y
a(ar)_,
dx\ dy
Igy aztdn

ai = C = allando

ay’

Tehat
/A S =C
" x J1+y”?

Atrendezés utdn kapjuk, hogy:

. Ax I
= , ahol a =—-.
Y a—x C?
Integralas utan kapjuk
Jx
y(x):J. dx+C, YY...
a—x

Ez mir a keresett y(x) fiiggvény. Szemléletes megoldast kapunk, ha 6j valtozét vezetiink be a kovetkezd
definiciéval:

an~sin2(2j XX
2



Ekkor

dx=a-sin “ - COS “ -du
2 2

Ezt beirva a YY egyenletbe adddik, hogy

f(

2] ca-sin| = |- cos| = |- du +C0:a-.|‘sin2 Z u+C,
u 2 2 2

a—asin’| —
2

r=]

Elvégezve az integralast azt kapjuk, hogy

y:%(u—sinu)

a
e
X (1-cosu)

Ez ut6bbindl atalakitottuk az XX definicids egyenldséget. Rogton latszik, hogy ez egy ciklois
paraméteres egyenlete.

4.4bra

A Dido probléma megolddsa a kovetkezd. Mint azt lattuk

F=yx)+ A1+ y(x)
Az Euler-Lagrange egyenlet pedig
afor) o,
dx\ dy’ ) dy
Erre adédik, hogy

d ,1.#]:1

dx J1+y”

Integralas utan:

A—2 —x+C
\/1+y'2

Atrendezve



y  _x+C _

Jie i

Uj viltozokat bevezetve

x+C ., y
U= és y==
A A
Ekkor
b _dv_
dx  du
Ezért
VI

=u
N

valamint atrendezve:

Azaz

v=—Al-u’+C

Atrendezés utan kapjuk, hogy

(V—C)2+u2 =1

(3-e) 3+

Majd a ,, A?7-el val6 szorzés utan
(y=CA) +(x+C) =2

Ez egy kornek az egyenlete.

A Lagrange-féle mozgasegyenlet és a Hamilton-elv

Az eddigi mechanikai tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy altaldnos esetben egy tomegpontra haté erék két
félek lehetnek, szabad erdk és kényszer erok. A legegyszeriibb példa a fiiggdleges sikban 1év6 lejtén
mozg6 tomegpont esete.

i

{
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A tomegpontra hat6 G= mg erd egy szabad erd és a lejto altal kifejtett I:“n egy kényszer erd. Ez utdbbit

ugyanis a Newton egyenlet felirdsakor még nem ismerjiik. Abbdl a feltételbdl tudjuk meghatdrozni, hogy
a tomegpont a lejtére merdlegesen nem tud mozogni. Ez egy ,.kinematikai feltétel”, hiszen a mozgés
jellegére kot ki valamit. Nevezetesen azt, hogy a tomegpont mozgdsa csak a lejtd mentén torténhet. Azaz
az ,,x,y” koordinatdk nem fiiggetlenek egymastdl. A mozgds igy valdjdban ,,egydimenzids” lesz. Azaz pl.
a lejtén megtett ,, s(¢) ” tttal jellemezhetd.

MEGJEGYZES: Sokféle kényszer létezik. Mi csak egyfajtaval, a fenti példahoz hasonl6 kényszerekkel foglakozunk. Ezek
neve ,.holonom, szkleronom” kényszer. Ezek olyan iddben dllandé (szkleronom) feltételek, amelyeket a pont koordinatéi
kozotti fiiggvénykapcsolattal tudunk megadni (holonom). Ezek pedig csokkentik a rendszert jellemz6 fiiggetlen skaldr adatok
(koordinatak) szamat. Vannak olyan kényszerek is, amelyek ,,csak” a koordindta megvaltozasok (pl. dx, dy) kozotti
kapcsolatokat irjak el6. Ezeknek a neve ,,anholonom kényszer”. Ezek is lehetnek ,,szkleronomok” (idében dlland6k) vagy
reonomok (id6fiiggdk). A kényszererdk pedig azok az erdk, amelyek (a fizikai viszonyok dltal megkovetelt)
kényszerfeltételeket biztositjak.

Altaldban egy ,,N” db tdmegpontbél 4116 rendszer esetén a kényszerek szama és bonyolultsdga
igen valtozatos lehet. Ennek megfelelen a kényszerer0k meghatirozasa sem olyan trividlis, mint azt a
,,lejtos példanal” lattuk.

A kovetkezOkben ezt a kérdéskort fogjuk megvizsgalni.

Egy, ,,N” db részecskébdl all6 tomegpontrendszer esetén a mozgdsegyenlet tehét a kovetkezd

= _ Sz - K .
mi =F¥ +FX  j=123..N
Ahol
F* aj"-ik tbmegpontra hat6 szabad erék osszege és

F jSZ a ,j -1k tomegpontra hat6 kényszer erdk dsszege.

A kényszerfeltételek legyenek olyanok, hogy

@, (7.7, 7Py ) =0 1=123,.k
Az els0 fejezetben mar lattuk, hogy a Descartes koordinatdk hasznalata azért kényelmes, mert a
koordinatarendszert definidl6 egységvektorok a tér minden pontjdban ugyanazok. Igy a skalar
mozgasegyenletek a kovetkezOk

mx, =X, [1=123,..3N
X, =X”+xf
o, (xl,xz,x3,...x3N):O i=1273,..k

(Az ,,I”-el val6 indexelés értelemszerlien veendo.)

Ekkor a ,,3N” db koordinata kozétt ,.k” db kapcsolat van. Igy az egymastdl fiiggetlen adatok szama
Wf=3N-k” . Az .f’ neve a ,szabadsigfok”.

A holonom kényszerek tehat csokkentik a rendszer fiiggetlen valtozéinak a szdmat.
Vilasszunk f-db egymdstol fiiggetlen skalar adatot amely a rendszer mozgdsallapotét egyértelmiien
megadja. Ezeket adltaldnos koordindtdknak hivjuk.

120254304, }
A rendszer dinamikai viselkedését a {qi (t)}f= , figgvények irjdk le. Ezek természetesen a kényszer

feltételeknek eleget tevd mozgds leirdsat adjak. Ezért mintegy ,,implicite magukba foglaljak™ a
kényszererdket is. Ezen éltaldnos koordinatak id6fiiggvényét meghatdrozé mozgasegyenleteket
,Lagrange-féle masodfaju” (mozgas)egyenleteknek hivjuk. A Feladatunk az, hogy a Newton
egyenletekbdl kiindulva keressiik meg ezeket a mozgasegyenleteket.
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Tulajdonképpen a

{xl’xz’xs’“-xm} - {% 2qr54359 JL
transzformaciot kell végrehajtani.
Mivel a {q[ (t)}lf: , dltaldnos koordinaték teljes egészében jellemzik a rendszert, ezért minden Descartes
koordindtét is egyértelmiien meghatdroznak, azaz

xl(Ql’QZ’CI37---qf) [=123,.3N

Képezziik a kovetkezd kétindexes mennyiséget
;2o
i = aq
Ez lesz az a ,transzformdcids matrix”, amelyet haszndlni fogunk a kit(izott feladatunk megolddséhoz.
Tekintsiik a Newton egyenleteket

i

mx, =X, [=123,.3N
Végezziik el a kovetkezd transzformdciot:

o
Sm, x, -3°x, ax’ i=123,.f TRO
I=1 q;

=1

Az egyenlet baloldala a kovetkezd képpen bonthaté tovabb

i =1

d (& ox, | XL d (ox;
m,x — mx,— | — ) mx TR1
; g dt (; a 2 "dt| 9q,
A 7, transzformdciés matrixra trividlisan igazak a kovetkez0 Osszefiiggések

ook,
aCI' aq,

a (o) o
dr dq, ) 0g,
Ezeket felhaszndlvaa TR1 egyenletben kapjuk, hogy

d 3N
;mx, dt(z 8 ] ;mx, TR2

A rendszer ,,T” kinetikus energidja definici6 szertien (Descartes koordinatak hasznalata esetén)
3N 1
T = Z E mk .X,f

k=1

Azaz a kinetikus energia csak a Descartes koordinatak idéderivaltjatol fiigg.
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MEGJEGYZES: Gérbevonald (henger, gombi, stb..) koordinatarendszer vilasztds esetén ez nincsen igy!
Ebbdl pedig kapjuk, hogy

L 1=123,.3N
ox,

Eztbeirvaa TR2 egyenletbe adodik, hogy

Woor 9t ) 9T A, .
= =123... TR3
;’"’ "o dr (; 3%, g, j ;ax, . ( f)

A kozvetett derivalas szabdlya szerint azt kapjuk, hogy:

3N a
3 m g, S = or)_or i=123,.f TR3
o aq, dt aq 99,
Ezzela TRO {gy alakul
3N a
AT _IT 5y 9% i=123,..f TR4
di\9dq;, ) dq; 5 dq,

Térjlink rd ezen egyenlet jobb oldaldnak a vizsgalatdra. Most értiink el ahhoz a ponthoz, ahol az egész
eljarasunk lényege koncentralédik. Ugyanis most fogunk automatikusan megszabadulni a kényszererdktol.

ox A, ox N ox, X ox
X, ox, X5 4 i X; sz 9% X; kK 9%
lzll aqi lZ:l: ( l ) q, Z dq q, lzl: aqi

A jobboldal masodik tagja biztosan z€rus. Ugyanis a kényszereroknek éppen az a szerepe, hogy a
megadott kényszernek megfelelden, bizonyos irdnyt mozgasokat megakadélyozzanak. Igy a kényszererék
mindig merdlegesek a 1étrejové mozgasokra. Azaz, mint azt tudjuk, a kényszererék nem végeznek
munkat, tehat dW* =0.
Ezért aztan
ax, 1 & ow*

3N
Xf—L=—) Xfox,=——=0 i=123,..f
; : aqi aqi =1 : : aqi

A kovetkezokben csak konzervativ rendszerek vizsgalatara szoritkozunk. Ebben az esetben minden
szabad er6komponens a rendszer V()cl,)c2,3c3,...)c3 N) potencidlis energidjabdl adodik, azaz

v
ax,

Ezzel a jobb oldal atirhat6 a kovetkez6 mddon:

sz
X, =

3N

ox N ox av
X =L = = = 1=123,...
R R f

=1 i i =1 i
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Ezért TR4  alakja a kovetkezd lesz
d ( aTj or _ oV

_—-— = —— i=1,2,3,... TRS
dt\ 9g, dq, dgq, !

MEGJEGYZES: Felmeriilhet a kérdés, hogy a kinetikus energia valéban fiigg-e explicit médon a ¢, koordinétdktol, hiszen

Descartes koordinatdk esetén ez nincsen igy. Konnyen megmutathatd, hogy igen. Transzformaljuk at a kinetikus energiét az
altalanos koordinatakra. Ekkor a sebességkomponensekre kapjuk, hogy

L ox, .
a_qi
i=1 94,

1

X, =
Ha ezt beirjuk a kinetikus energia definiciéjaba kapjuk, hogy

_3Nl '2_3Nl fai' fai' _lff 3N aiai-~=lff .
T_kz;zkak _szk(za ql}(jzl aqj' qj]—ZZZ(ka aqi aqj qu_zzzmg%qj

k=1 i=1 i k=1 i=1 j=1

Ahol lithat6, hogy az m,; (ql 14559554 ¢ ) valéban fligg az dltaldnos koordinatdktdl. Ezért tehat T(Qi e )

Tudjuk, hogy konzervativ erdk esetén a potencidlis energia csak a koordindtaktdl fiigg, de azok idébeli
derivéltjatol nem , azaz

v
aq,

fgya TRS5 egyenlet,,0”-val bdvitheto:
d[oT ) _oT _dfdV] ov i=123..f TR6
dt\ 9q, dg, dt\ 9g, dg,

Atrendezés utdn megkapjuk a {qi (t)}j; , ltaldnos koordindtdkra vonatkozo, keresett ,,Lagrange2”
mozgasegyenleteket konzervativ rendszerek esetén.

d(dL)| oL
Bl e B =1,2,3,... L2
dt(aq'l} g, l /

Ahol bevezettiik az un. Lagrange fiiggvényt a kovetkez6 definicidval:

L=T-V
és amelyre természetesen

L(%’%’%’---Qf 3d1:9293--4 )
Egyszertsitett jeloléssel

L(ql‘ .4, ) = L(Qsz’Qy---Qf ;q.l’q‘2’q.3""q.f )

A kapott mozgasegyenlet elgondolkoztaté. Hiszen ez pontosan egy Euler-Lagrange egyenlet, amely mint
tudjuk egy ,,integralvariicids szélséérték probléma” megoldhatdsdganak a sziikséges feltétele. A
bevezetésben eléfordulé funkciondlokhoz képest ez egy ,,tobbvaltozds™ eset.

Konnyen legyarthat6 az ennek megfeleld funkciondl

12
Slav 4> 45-a, 1= [ Llg,. 4, )ar

t1

A Lagrange2 mozgasegyenlethez Ggy jutunk, hogy megoldjuk a
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12
S[qi]: JL(qi,q',. )dl = extrémum
tl
Integralvaridcios sz€lsoérték problémat. Ezek utan ezt fogjuk tekinteni a dinamika alaptorvényének.

Ennek a neve Hamilton-elv vagy a ,,legkisebb hatas elve”. Az elnevezés oka az, hogy a bevezetett S [q,.]

funkciondlt ,,hatdsnak” nevezziik. A hatds mértékegysége [S ] =1-Js

A tapasztalat azt mutatja, hogy a Hamilton elv abban az estben is j6, amikor a Lagrange fiiggvény
nem irhat6 egyszertien L =T —V alakba és explicite fiigg a ,,£”” id6t6l is.

t2
Slg,]= IL(ql.,q'l. ,t)dt = extrémum
t1
Sajnos a konzervativ rendszereket kivéve nincsen egy olyan szisztematikus eljards, amely segitségével
egy altaldnos mechanikai rendszer esetén a Lagrange fiiggvény ,,legydrthat6” lenne. Itt elsésorban a
szakmai rutin és az intuicio segit benniinket. Egyetlen mdédja a ,,megdlmodott” ,,L” ellendrzésének az,
hogy megoldjuk a Lagrange2 mozgdsegyenlet €s ellendrizziik, hogy az helyes eredményt ad-e.

MEGJEGYZES: Mi most Hamilton elvet az integralvariacids problémak matematikai megoldasanak az ismeretében alkottuk
meg. Szokdsos a ,.kozvetlen médszer” is, amikor a Hamilton elv (mint ,,axioma”) kimondésa utdn megkeressiik annak

megolddsat. Ekkor a g, (t ) ,»pélya” fiiggvények kis (lokdlis) megvaltozdsat (az &, -7}, (t ) helyett) &11‘ -vel szokis jelslni. Igy

a kovetkez6 levezetéshez jutunk.
A hatds

S = [ L(g; ¢,. 1)t

b

A hatés els6 rendbeni megvéltozésa

w=[Slira S =[S {5 a g G o

A jobb oldali mtegral masodlk tagjanak a parcidlis mtegralasaval adaddik, hogy

/oL oL d
=[§a—ﬁl !E{Z‘E(aq}*"”“

Tudjuk, hogy definici6 szertien a ,,végpontok rogzitettek”, azaz &L‘ (tl ) = &L‘ (t2 ) =0.Ezérta OS elsé tagja zérus. De a
Hamilton elvnek minden tetszdleges &L‘ (t ) megvaltozasra igaznak kell lennie. Ez pedig csak akkor lehetséges, ha az

integrdlban szerepld &L‘ (t ) -k egyiitthat6ja azonosan zérus. Ez pedig éppen a Lagrange2 differencidlegyenlet.

A Hamilton elv meglepden ,,sz€p” mélységeit tarja fel természeti torvényeknek. De a Lagrange egyenlet
haszndlata gyakorlati elonyokkel is jar. Hiszen olyan konzervativ rendszer esetén, amelyben sok €s igen
bonyolult kényszer van a Newton formalizmus szinte haszndlhatatlan. Ugyanakkor a mozgasegyenlet
felallitdsa a Lagrange egyenletekkel ,.konnyen” megtehetd.

Ennek egyik igen tanulsdgos példdja az in. matematikai ,,kettds inga”.
A megoldas kulcsa az, hogy a megfeleld Lagrange fiiggvényt megtalaljuk.

Mivel a rendszer (most is) konzervativ, ezért definici6 szerlien L =T —V . Az egyes energiatagok
megaddsandl egy szisztematikus utat érdemes kovetni. Ez ugy torténik, hogy el6szor legyartjuk a
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Lagrange fliggvényt Descartes koordindtdkkal. Ezutdn meghatarozzuk a rendszer ,.f” szabadsagfokat.
Majd alkalmasan vélasztunk ,,f” db éltalanos koordinatat.
Lassuk tehdt a részleteket!

6.4bra

A Descartes és az altalanos koordinatavalasztas az abran lathato-

A rendszer szabadsagfoka ,f=2".
A tomegpontok helyzetét az {xl, VisXss yz} Descartes koordinatdk adjdk meg. Altaldnos koordinatiknak

érdemes a {qol,(pz} szogeket valasztani.

Az m, esetén a megoldas trivialis.
1 2.2
T, :Emlll ?
V) =—m,gl, cos g,

Az m, esetén a ,,szisztematikus utat” kovetjiik.
x, =l sing, +1,sing@,
v, =1, cos@, +1,cosp,
fgy aztin
X, =+, - @, cos@, +1, @, cos,
Vo ==l @ sing —1,-¢,sing,
Az m, kinetikus és potencialis energidja tehat

1 , .
T, = Em2 [112¢12 + 122¢22 +21,1L,¢,¢, cos(p, — ¢, )]
V2 = _ng(ZZ COS ¢2 + ll COos ¢1)

-

Igy
L= (Tl +T2)_(Vl +V2)’
azaz
mo+m, 5.0 M, o, Ny
L=—"""21%¢’ +72122(p22 +m, L1, @, cos(¢, —@,) +m,gl, cosp, + m,g(l, cosp, +1, cos,)

2
Az egyenletek konnyebb kezelhetdsége végett vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
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0, El(ml +m2) 112
2
1
@2 EEI’I’ZZ 122
O,=m,-[l,
G, Eg(ml +m2) L
G,=gm,-l,

Ezekkel a Lagrange fiiggvény
L= ®1¢12 + ®2¢722 +0,0,9, cos(¢, —9,) +G, cosp, + G, cos @,

A két mozgéasegyenlet a kovetkezo:

d(odL) oL . d{oJL )| dL
—| = |-—=—=0 é —|—|-—=0
di\ 09, ) 09, di\ 09, ) 09,

20,0, + 0,9, COS(¢1 -0, )_ 0,9, Sin(¢1 - ¢2)' [¢1 - ¢2]+ 0,0,0, Sin(¢1 -0, )+ G, sing, =0
20,0, + 0,9, COS(¢1 -0, )+ N Sin(¢1 -0, ) [¢1 - ¢2]+ 0,0,0, Sin(¢1 -0, )+ G,sing, =0

Azaz

A kapott differencidlegyenlet rendszer megolddsa igen nehéz. Zart alaki megoldasa nem lehetséges.
Ennek oka az, hogy az egyenletrendszer nem linearis. Igy csak kozelitd megolddsokra szoritkozhatunk.
A kozelités lehetdsége kis szogek esetén all fenn, azaz

9, <<l és
9, <<1
singp=g@
[
cosp=1-——
® 5 4
Ekkor a mozgasegyenletek igy alakulnak.

20,0, + 0,0, 0,09, '((01 _¢2)+G1(p1 =0
20,09, + 0,0, +0,0,0, '((01 _¢2)+G2¢2 =0

Ez még mindig eléggé bonyolult egyenletrendszer. A nem linedris tagokat elhagyva kapjuk, hogy

20,0, +0;0, +Gp, =0
20,0, +0;9, +G,p, =0

Ezekben felismerhetd két csatolt oszcillator mozgédsegyenlete. Ennek a megolddsaval most nem
foglalkozunk.

Az eddigi vézlatos targyalds szépen megmutatta a Lagrange mddszer nagy el0nyét. Newtoni szemlélettel a
csuklondl ébredd kényszererOk kiszamitdsa igen nehéz lett volna. Most erre nem volt sziikség €s a
mozgdsegyenletek egyszerlien adodtak. Az egyenletek megoldasa természetesen nehéz kérdés de az
amugy is az lenne.
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Hamilton-féle kanonikus egyenletek

Az eldzbdekben lattuk, hogy konzervativ rendszerek esetén a Lagrange fiiggvény L =T —V és nem fligg
explicite (kdzvetleniil) az id6tdl , azaz

oL

o "
Ezért altalaban

L= L(q i+4; )
Hatédrozzuk meg ebben az esetben a ,,L” teljes idOszerinti derivaltjat

dL oL . JL .

o ;{g% +8_c]iq'}
De a Lagrange 2 mozgésegyenletek szerint, a zdrdjel elso tagja atirhato és ezért adodik, hogy

d JL oL .. oL

_'Z{ma] %%}E;?T
Atrendezés utdn kapjuk, hogy

oL
SNy = 0
dt {Za 4 L}

Ami azt jelenti, hogy taldltunk egy ,,mozgasélland6t”, amelynek a mértékegysége ,.Joule”.
»Mozgdsédllandonak™ nevezziik az(oka)t a mechanikai mennyiségeket, amelyek a vizsgdlt mechanikai
rendszer mozgdsa sordn nem véltoznak. Természetesen ezek értékét a kezdeti feltételek egyértelmiien
meghatdrozzak. Ezek a mozgasélland6k nagyon fontosak, mert a segitségiikkel a rendszer mechanikai
viselkedése konnyebben kiszamithato.

Azt kaptuk tehat, hogy konzervativ rendszerek esetén a

L oL
Z —¢, — L=allando.
i=1 94,
Tudjuk azt, hogy definici6 szerint a konzervativ rendszer 0ssz-energidja dlland6. Varhaté tehdt, hogy az
imént kapott kifejezés az energidval szoros kapcsolatban van. Definidljuk tehét a kovetkezo kifejezést:

. L oL | .
W(‘]i’ql‘)EZ_.ql‘_L(ql"ql‘) HD
i=1 aq

Mivel a Lagrange fiiggvény energia dimenzi6ji mennyiség,ezért [W] =1J
Konzervativ rendszerek esetén a potencidlis energia csak az dltaldnos koordinatak fiiggvénye, azaz

V=V(qg)
Ezért aztan:

L= L(qi,é[i): T(q,.,c},. )_V(qi)

i

Igy tehat
a_or
9g; 94,

Azt is tudjuk, hogy a kinetikus energia, a definicidja alapjan a {qi }-ok négyzetes fiiggvénye kell, hogy
legyen. Azaz éltaldnosan irhatd, hogy

;
Z a;q,9;

=1 j=1



Ezért aztan

L oT . L
25 4= 22,4444, +Zza1,q,q, 2T
i=1 04; i=l j=1 i=1 1=l
Ezt felhaszndlvaa HD kifejezés a kovetkezd alakot olti:

p
W= _—4 -L=2T-L=2T—-(T-V)=T+V

Tehdt a most bevezetett ,,W(q,. .q,; )” fiiggvényre konzervativ rendszerek esetén az adédott, hogy éppen a

rendszer ,, E” 0sszenergidjat adja.
Wlg,.4,)=E

Altalanositsuk az iménti 4llitdsunkat! Mondjuk azt, hogy barmilyen mechanikai rendszer esetén
definidlhat6 egy ,,W” fiiggvény, amely konzervativ rendszer esetén éppen az 0sszenergiat adja.

A newtoni dinamikabdl mar tudjuk, hogy az alapvetd dinamikai mennyiség az impulzus. A
sebesség ,,csak’ kinematikai fogalom, a mozgéas leirasdhoz nélkiilozhetetlen ugyan, de a dinamikdban
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kozvetlen szerepe nincsen. Ellentétben az impulzussal, amely a dinamika kulcsfontossagu fogalma. (Erre

utal a Newton egyenlet p = F eredeti alakja is!.)
Az mas kérdés, hogy a sebesség és az impulzus kapcsolata jol definidlt, azaz

p.=mF i=123,.N
pl = mle l = 1,2,3,3N

Tekintsiink egy kényszermentes, konzervativ mechanikai rendszert és vizsgaljuk most ezt a
Lagrange-féle médszerrel. Mivel kényszerek nincsenek, ezért a rendszer szabadsagfoka ,, f =3N .

Célszerti Descartes koordinatdkat haszndlni. A Lagrange fiiggvény definici6 szerint egyértelmtien adodik.

3N

| B
L= Zamlxlz _V(xlaxz,-x3,....x3N)

=1
A Lagrange? differencidlegyenletek éppen a Newton-féle mozgéasegyenleteket adjak.

dfoL)_oL 1=123,.3N L2
dt | ox, Bx,
mi, =V 1=123,.3N

ax,

Cseréljiik ki az {x,} N

=1
van dinamikai jelentése. Lathato, hogy kiinduldsul szolgdlé Lagrange fiiggvénybdl az impulzus
komponensek egyértelmﬁen megkaphatdk, hiszen:

sebesség komponenseket impulzus komponensekre, hiszen csak ez utébbiaknak

p; = Bx Bx (Z mx; =V xl,xz,x3,....x3N)J=mixi.

Célszeria HD alatt defiinidlt ,,W” 0sszenergia fliggvényt az impulzussal kifejezni.
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Adddik tehat

3N aL 3N
i —=Yp - Pr=or-L=T+v

Wsza

X 1=1 m,

Ezt az 6sszenergia kifejezést, amelyik {pl , X, }IN impulzus- és koordindta komponensek fiiggvénye

1
megkiilonboztetésiil ,,H’-val jeloljiik és a neve ,,Hamilton fiiggvény” lesz. Azaz

H(pl’xl’):W(xl’xl)

3N
X X3seee st)

=1 i

Ezt a gondolat mentet dltaldnositjuk. Azt mondjuk, hogy mindez legyen helyes kényszerekkel rendelkezd,
L= L(qi ,q,; ,t) Lagrange fiiggvénnyel jellemezhet$ mechanikai rendszerek setén is.

Az eldzbek szellemében bevezetjiik az ,,altalanos impulzus fogalmat™ a kovetkezd definicidval:

p; = a—L i=123,..f
aqz‘
Lathatéan
P =0,(q,-9:) i=123,..f

Ezért aztan az dltalanos koordindta idéderivaltja (,,dltaldnos sebességnek’™ is mondhatnank) kifejezhetd az
altalanos impulzussal:

q; =4:(q;-p;)
Es igy

= [i‘, Pid; —L((L,qi,t)} (

=H(p,.q,.t)
q; pk’qk)

. oL : )
MEGJEGYZES: Vigydzat p, = a— =m, X, csak Descartes koordindtdk esetén igaz. Altaldnos koordinatdk haszndlatakor
X

1

nem mindig van igy azaz p, = —— # m,q, !

i

Tekintsiik a {‘Ik Dy 'kf:l altalanos koordinatakat és ltaldnos impulzusokat a H (qk . Dy ,t) Hamilton

fiiggvény fiiggetlen valtozéinak! Nézziik meg, hogy ezzel a szemlélettel milyen mozgasegyenletek
adédnak. A technikdnk az lesz, hogy kiszamitjuk a H (qk . Dy ,t) Hamilton fiiggvényen parcidlis

derivéltjait, majd kapcsolatba hozzuk ezeket e Lagrange-féle mozgasegyenletekkel.

oH < 9q, oL oL 9q, L 9g, oL { 94, oL
_zzpii ( n __.ijzzpi% ( +zp[.ij=
k

aqk i=1 a% aqk i=1 aqk i=1 aqk aqk

OH L9, j LAL 04, ( ! aq'i] Lo9g
— + - S|t P | TP =4
a ( Z i=1 aql apk ¢ tz=l: apk Z apk ‘

k i=1

Az elsé egyenletiink tehat
oM _ oL
dq, aq k
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Ebbdl a matematikai Osszefiiggésbol tigy kaphatunk mozgédsegyenletet, ha az egyenlet jobb oldalat a
Lagrange2 mozgasegyenlet falhaszndldsaval atalakitjuk. Eszerint és az dltalanos impulzus definiciéja
alapjan az egyenlet jobb oldala a kovetkezd alakba irhato.

oL _dafo)_
dq, dt\dq, Pr

Ezzel és a mdsodik egyenlet valtozatlan megtartdsdval a kovetkezd egyenlet-parhoz jutunk:

oH .
2, " "
k —
H (k=123,..f)
— =g,
apk

A fenti egyenletek neve ,,Hamilton féle kanonikus egyenletek” (kanonikus=szabdlyos). A ,,x” eldjeltol
tekintve valdban sz€p szabalyosak. Ezek a mechanikai rendszer mozgdsegyenletei a Hamilton-féle
formalizmusban, ahol a ,, g, ” dltalanos koordinatak és a ,, p, ” dltaldnos impulzusok fiiggetlen valtozoknak
tekintendok.

A kanonikus egyenletek rendszere ,,2f” darab elsdrendii differencidl egyenlet, amely a megolddsa sordn
»2f* darab kezdeti feltétel megaddsat igényli. Ez ekvivalens az ,,f” darab médsodrendi Lagrange
differencidl egyenletekkel amelyek megolddsakor ugyancsak ,,2f” darab kezdeti feltétel sziikséges.

A, q,, p,” Osszetartoz6 valtozokat , kanonikusan konjugdlt paroknak™ nevezziik

(Kanonikusan konjugalt = szabélyosan 6sszekapcsolt )

Hatirozzuk meg a H(g 0o Dy ,t) Hamilton fiiggvény id6 szerinti teljes derivaltjat is:

d_H—a_H_i_i a_H +a_H'
dt ot 9. 1oy I

i=1 i ap,
A .. q,, p,” idéderivaltak a kanonikus mozgasegyenletekbdl kifejezhetdek és ezek felhaszndldsdval
adddik, hogy:
d_Ha_Hz(a_Ha_Ha_Ha_HJaﬁ
d ot “F\dq,dp, op, dq,) ot
Azaz, ha a Hamilton fiiggvény nem fiigg explicit médon az id6tél, azaz d,H =0, és ekkor a

~H=dllando”. Ez kdzismerten a mechanikai energia megmaradds tétele és az ilyen rendszereket
,.konzervativ rendszereknek” nevezziik.

Természetesen a vizsgalt mechanikai rendszerben definidlhat6 barmilyen F = F (q w> Pis t)

dinamikai mennyiség (ezeket ,,dinamikai vdltozoknak™ nevezziik). Marmost, az adott mechanikai

rendszer mozgasa soran ennek az ,,F”’-nek az id6 szerinti teljes derivaltja a ,,H”’-hoz hasonlé médon

hatarozhat6 meg.

Eldszor képezziik a teljes derivaltat a matematika szabdlyai szerint (Osszetett fiiggvény derivaldsa)
dFF oF (OoF . OF .
LY L
dt  dt I\ g, ap,

De a rendszer dinamikdjat a Hamilton-féle mozgéasegyenletek ,,irdnyitjak™, azaz a ,,q, , p, ” idéderivaltak

a kanonikus egyenletek szerint kell, hogy véltozzanak. Ezért tehat adodik, hogy

dF _OF f(aFaH aFaHj_aF f(aHaF aHaFj

dgq, dp, dp, 9q,

=z e
dt ot Z ot “F\dp, dq; 9q; Jdp,

i=1
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Vezessiik be az un. ,,Poisson féle zardjeleket” a kovetkezd definicidval:

(4.5} = Z(@A OB 0A aBj

op, dq, g, op
Ezzel a jeloléssel a mechanikai rendszer mozgésa sordn az ,,F”’ mennyiség teljes idoderivéltja
dr at

A kanonikus egyenletek igy teljesen szimmetrikus (,,még kanonikusabb”) forméba irhatdk:

qy :{H,qk} ~
b =1H.p, }} (k=123..f)

Ez lesz az a mozgéasegyenlet, amelyik az atomi méretek tartomanydban uralkodé mechanikai térvények
felfedezésénél majd kulcsfontossagiinak mutatkozik. Azaz egy ,,igen szokatlan’ altalanositassal a
Kvantummechanika elméleti vildgéba elvezet.

Végezetiil érdemes a Poisson zaréjelek néhdny matematikai tulajdonsagérol is szdlni.
Ezek bizonyitdsa igen egyszert, ezért az Olvasdra bizhato:

f.et=—e. 1}
{f1 +f2ag}:{f1’g}+{fz’g}
{f,const}=0

A kanonikus pérokra pedig

{ql"ql'}:()
{pi’pj}:()

{pi’qk}z Oy



