Analizis III. gyakorlat
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Korabbi zh feladatok

Vektoranalizis

V1.

V2.

F'1.

F2.

F'3.

F4.

S1.

Igazolja az alabbi "szorzat derivalasi" szabalyt:

div(fF) = (F, Vf) + f - div(F).

Legyen f : IR® — R kétszer differencialhaté fiiggvény. Igazolja, hogy ekkor
div grad f = Af,
ahol A a Laplace operator.

Szamolja ki az alabbi feliileti integralt:

/ /S Fla,y, =) dS,

ahol F(z,y,z) = (z,y,2) és S az a feliilet, melyet alulrol az = = x> + y* paraboloid,
feliilr6l a z = 1 sik hatarol. Az n normalvektor mutasson mindig felfelé.
Magyarazza meg geometriailag, hogy miért lesz negativ a kapott érték.

Szamolja ki az alabbi feliileti integralt:

/ /S Fla,y, =) dS,

ahol F(z,y,2) = (0,0,2) és S az a feliilet, melyet alulrol az 2> = 2% + y* kup, feliilrsl
a z = 1 sik hatéarol.

Legyen F(z,y) = (2y,x). Hatarozza meg ennek vonalintegraljat az egységkor mentén
valamelyik mo6don:

1. kozvetleniil, vagy

2. a Green tétel segitségével kettds integralként.

Lassuk be, hogy az F(z,y,z) = (z,y, z) vektormez$ fluxusa barmely S sima zart felii-
letre megegyezik a kozrezart térfogat 3-szorosaval. (Javaslat: G-O tétel)

Igazolja a Stokes tételt a kovetkezG esetben: M az egység sugari gémb = > 0 félsikba
es6 felgombjének feliilete, M ennek hatara, és F(x,y,z) = (z, —z,y).

Igazolja a Stokes tételt abban az esetben, ha S az origd kozeptl egységkornek az a fele,
melyben y > 0, n az y tengely pozitiv részével hegyesszoget zar be, és F(z,y,2) =
(y,2x,x).



S3. Mondja ki és igazolja a Stokes tételt abban az esetben, ha F(x,y,2) = (y, z,x) és S az
r+y+ 2 = 0 sik azon darabja, melyet az 2% + y* = 1 henger metsz ki beldle (ellipszis).

S4. TIgazolja a Stokes tételt a kovetkezG esetben: M az egység sugart gomb felsG félgomb-
jének feliilete ("gombhéj"), OM ennek hatara, és

H(z,y,2) = (z,z,y) ill.  G(z,y,2) = (y,2,2)

S6. Hatarozza meg az F(x,y,z) = zyk vektormez6 fluxusat a OM feliiletre nézve, ha OM
az 12 + y? = 1 henger egy darabjanak a felszine, melynek felsé illetve also korlapja a
z =1ill. z =0 sik ban van.

A Green tétel segitségével szamolja ki egy deltoid teriiletét:
x(t) = 2a cos(t) + a cos(2t), y(t) = 2asin(t) — asin(2t), tel0, 27|

A Green tétel segitségével hatarozza meg egy asztroid altal kozrezart teriiletet. Ennek
egyenlete:
23 4?3 =1, tel0, 27,

lehetséges paraméterezése: x = cos®(t), y = sin®(t), te[0, 27]. (Ism: sin(2z) = 2sin(x) cos(z).)

G3. Legyen R C R? egy altaldnos helyzett négyzet. Ennek hatara C' = dR.Igazolja, hogy
az alabbi integral értéke csak a négyzet nagysagatol fiigg, nem az elhelyezkedésétol:

7{ xy? dx + (vy + 27)dy
c



G3. A Green tétel segitségével hatarozza meg egy Descartes levél teriiletét. A levél korvo-

nalanak egyenlete:

3+ 9° = 3wy, x,y > 0.

Paraméterezése:

(Javaslat: A szamolas soran hasznéljuk ki, hogy y = tx.)

Differencidlgeometria

M1.

M2.

M3.

D5.

[gazolja, hogy

S?={(z,y,2) : ¥ +y*+ 22 =1}

kétdimenzios sokasag. Adjon meg egy lehetséges térképgytijteményt és paraméterezést.

Igazolja, hogy a valos projektiv sik (IR?/ ~) egy-dimenziés sokasag.

Legyen M C IR® az (z,y) sikban fekvé egységkor.

1.

Igazoljuk, hogy ez egy kétdimenzios sokasag. Adjuk meg explicit és implicit para-

méterezését is.

1
—,0). Adja meg a T, érint6tér és az N,

Adott M-ben egy pont, p = ( 5

Y

-

norméltér bazisvektorait.

Legyenek adottak R*-ban az

a=yzdr+xzdy + xydz, f = zsin(zy) dx A dy

differencialformak. Szamoljuk ki az o A 3, da, d8 forméakat!



Megoldasok

(Fokozatosan boviil)

S2. Paraméterezések. Az S feliilet paraméterezése:

sin ¢ cos 6
S:={s(f,p) = | sinpsind . pel0, 7], Oel0, ] }.
cos ¢

Ennek hatara az (z, z) sikban levs egységkor. Ezt igy adhatjuk meg:
C = {v(t) : te[0,27]} C R?, v(t) = (cos(t), 0, —sin(t)).

(A korvonal harmadik koordinataja az irdanyitas miatt lesz negativ. "Lefel¢" indul a

gorbe.)
J[ v Fas = f o)

A Stokes tétel:
S

Jobboldal. Kiszamoljuk a vonalintegralt.

jfc F(r) dr = /0 " (F(y(),4(0)) dt

— ((0,2cos(t), cos(t)), (—sin(t), 0, — cos(t))) dt

Baloldal.
i j k
g 0 0
t(F)=| — =— —=— |=-j+k=(0,—-1,1).
ot (F) = | 2 50 o [ =i +k= (0.1,
y 2r x
A feliilet norméalvektora n = (z,y, 2), ezért rot (F)-n = —y + z.

Kiszamoljuk a feliileti integralt.

//rotF-ndS = /S/(—y+z) ds

S

= //(—singosin0+cosg0)sin<pd<pd0
o Jo

= —/ sin%pdgp-/ sin9d9+/ cosgpsingpdgp-/ df = (%)
0 0 0 0

4



G1.

G2.

A mésodik integral értéke 0, hiszen
™ ) 1 s )
/ cospsinp dp = —/ sin(2¢p) de = 0.
0 2 Jo
Az els6 integral két tényezGje

/sinZ@dgpzw, /sin@d@z[—cos@}gzz
0 0

DO |

Ezért
(%) = —m.

A két oldal valéban egyenld.

A Green tétel kovetkezménye szerint a teriilet igy szamolhato:

A(D) = —74 y dz.
c
Most
dz = —2asin(t) dt — 2asin(2t) dt,

ezeért
—y dz = (2asin(t) — asin(2t))(—2asin(t) dt — 2asin(2t)) dt =

= [4a”sin®(t) — 2a” sin®(2t) + 2a” sin(¢) sin(2¢)] dt.

Tagonként integralva:

2m 2m
/ sin®(t) dt =7 = / sin?(2t) dt.
0 0

21 2m
/ sin(t) sin(2t) dt = / 2sin?(t) cos(t) dt = 0.
0 0

Ezért
A(D) = 4a’m — 2a*T = 2a*7.

A Green tétel kovetkezménye szerint a teriilet igy is szamolhato:
1
A(D):—]{ (x dy —y dx) .
2 Je

Most
dx = 3 cos®(t)(—sin(t)) dt, dy = 3sin?(t) cos(t) dt.



Ezért

vdy—ydz = [3cos’(t)sin®(¢) + 3sin*(t) cos®(t)] dt =
3 cos () sin®(t) [ sin®(¢) + cos(t)] dt
) )

( (
2(t) sin®(

= 3cos t) dt = zsin2(2t) dt.
Végiil

1 2m
A(D)Z—]{ (z dy—ydx):§/ sin®(2¢) dar = 3
2 Je 8 Jo 8



