





7-3 fak

Hatékony keres6fa-konstrukcio.

Ez is fa, de a binarisnal bonyolultabb:
egy nem-levél csuicsnak 2 vagy 3 fia lehet.

A 2-3-fa egy (lefelé) iranyitott gyokeres fa, melyre:

* A rekordok a fa leveleiben helyezkednek el, a kulcs értéke szerint balrol
jobbra novekvo sorrendben. Egy levél egy rekordot tartalmaz.

e Minden belsé (azaz nem levél) csticsbdl 2 vagy 3 él megy lefelé; ennek
megfelel6en a belsé cstucsok egy, illetve két
k € U kulcsot tartalmaznak.

e A belsé pontokban fizikailag ilyen szerkezet van:

‘ (szlil6re mutato pointer)

mq k4 my ko 7|713

} } }
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- 2-3 fak
* Logikailag a belsé csucs
kétféle:

e 3 gyerek

o Itt my; m,; m3; mutatok a cstcs
részfaira, kq, k, pedig U-beli

kulcsok, melyekre k; < k,. k <k, k, <k <k, k, <k
kulcsok kulcsok kulcsok

« Az m, altal mutatott részfa
minden kulcsa kisebb, mint k;.

« Az m, részfijaban k; a
legkisebb kulcs, és minden
kulcs kisebb, mint k.

« Végiil m; részfajaban k, a
legkisebb kulcs.



\/
2.3 fak

* Logikailag a belso csucs kétféle:
o 2 gyerek : |

Itt m,, m, mutatok a cstics részfdira,
k, pedig U-beli kulcs.

Az m, altal mutatott részfa minden
kulcsa kisebb, mint k;.

Az m, részfijaban k; a legkisebb
kulcs.

A két tipus kozotti valtast csak
logikailag kezeljiik.
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e Példa ket kullonboz6 szerkezetti 2-3 fara, n = 13-ra

dﬁd\f}l
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2-3 fak
Megjegyzes:
en=20
- t=NIL vagy ures gyokér
en=1
» Kivételesen a gyokérnek 1 gyermeke van
Osszefliggés n és h kozott:
o 2" < n < 3"=h < log,n

e Még 2-es elagazasi tényez6 esetén is korlatos a fa
magassagal



7-3 fak

Muveletek
e Kereses

« Osszehasonlitdsok szdma

« 0,1,...,h — 1 magassagban: 1 vagy 2

« h magassagban: 1

e« T(n) <2h+1 < 2log,n+1 = 0(log,n)



m— beszuras

* Kereséssel meghatarozzuk a helyét

* [. Alegalsé bels6 pontnak 2 gyereke van (elfér még egy harmadik is)

* Felfelé haladva korrigalni kell a megfelel$ kulcsot 2-re. (ha a nagysziilében az 5-nél
kisebb nem volt, egy leagazasos elem nem szarhaté be.)

a. k=12 10 12
v v i
W 5 10 12
b k=8 ———————————
8 10
L 4 L 4 4
2 5 8 10
———————————
| 10 | c.k=2 c 10
¥ v v
5 10 2 5 10




m— beszuras

* Kereséssel meghatarozzuk a helyét
* II. A legalso bels6 pontnak 3 gyereke van

‘ I ‘ ‘ ‘ \ k=8
A megoldas a csucsvagas

2 5 10




- 2-3 fak — beszuras
II. A legalso belsé pontnak 3 gyereke van. (folyt.)

e Ha a sziilonek eleve 3 gyereke volt, akkor itt is csicsvagasra van
sziikség, és igy tovabb felfelé. Ha valahol ezen az iton van egy
kétgyermekes belsé csucs, akkor ott megall a besztuirds, mert annak
lehet 3 gyereke

e Ha ezen az tton minden belsé pontnak 3 gyereke volt, akkor a
csucsvagas felgytirtizik a gyokeérig. Ekkor a felfelé vagott gyokeér folé egy
4j gyokeret kell tenni, ami megnoveli a fa magassagat!

e Az el6z6 példat véve alapul:




- 2-3 fak — torles
* Megkeressiik a torlend6 kulcsot.

* I. A kulcs sziil6jének 3 gyereke van

k=5 12 ‘ \

v v

korrekcio a sztil6ben

e tehat neki 2 testvére van

5 5-r6] 10-re
( 110) ¢ |12(,

v v v

5 10 12
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m torlés

* Megkeressiik a torlend6 kulcsot.

* I. A kulcs sziil6jének 3 gyereke van

k=5 12 ‘ \

v v

korrekcio a sztil6ben

e tehat neki 2 testvére van

10 5-1‘61 10-re
1 112]
v v
10 12




m— torlés

* II. A torlend6 elemnek csak 1 testvére van, (a sziilének 2 gyereke van)
e [I/1. Ha a sziilének van 3 gyerekes testvére, akkor az 1 gyereket ,,atad”

8

14 17

10 14 17

14




m—térlés

* II. A torlend6 elemnek csak 1 testvére van, (a sziilének 2 gyereke van)

e [I/1. Ha a sziil6nek nincs 3 gyerekes testvére, akkor cstucsot vonunk 0ssze

10|16

20

16 20

16




2-3 fak —torles
» Sziikség esetén a cstucsosszevondasokat folytatjuk felfelé.
o Ez felgytirtizhet a gyokérig — igy a fa magassaga csokkenhet

10




I -3 fak

2

* Muveletek koltsége:
* T(n) = 0(h) = O(logzn)
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B-fak
R. Bayer, E. McCreight, 1972

o A 2-3-fa altalanositasai

e Nagy méretti adatbazisok, kiilsé taron levé adatok
feldolgozasara hasznaljak.

e Tobb szabvany tartalmazza valamilyen valtozatat
« B+-fa, B*-fa

e Probléma, hogy nem az 0sszehasonlitas idGigényes, hanem

az adatok kiolvasasa, de sokszor egy adat kiolvasasahoz
amugy is kiolvasunk tobb mas adatot, egy lapot

A fa cstcsai legyenek lapok, a koltség a lapelérések szama



SRR T .
Adattarolas sémaja
Az adattarolas egy hattértarolon (lemezen) nem bit/byte
egységbe van szervezve
e Nagyobb egységek: lap (HDD: szektor, SSD: blokk)
« Ez lehet példaul 2048 byte, vagy 4096 byte
« Ez az atvitel egysége!

e Lényegében az atvitelek szama hatdarozza meg a sebességet

e A hattértarrol egy lap olvasasa lassabb, mint a fémemoria
olvasasa
e ~IMS VS. ~11S
« Meg SSD eseten is!



Wgneslemez esetén

Sav (Track)

Blokk (Sector)

Lemez




B-fak

Hattértar muiveletek modellezése:

Legyen x egy objektumra mutato pointer.

Ha az objektum pillanatnyilag a kozponti memoriaban van, akkor a
mezdire a szokasos modon hivatkozhatunk - x.kulcs

Ha a magneslemezen van, akkor el6szor a LEMEZROL_OLVAS (x) kell,
ami beolvassa az x altal hivatkozott objektumot a kozponti memoriaba,
utana lehet csak a mezéire hivatkozni.

Hasonloan a LEMEZRE_IR(x) menti el a megvaltozott mez6jli (x altal
hivatkozott) objektumot a magneslemezre.

(Feltessziik, hogy ha x mar a memoridban van, akkor
LEMEZROL_OLVAS (x) nem végez lemezolvasast, azaz ekkor egy NOP,
,2ho-operation” miiveletnek felel meg)
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B-fak
Egy x objektummal kapcsolatos mivelet tipikus mintaja:

X < az objektum mutatdja
LEMEZROL_OLVAS(x)

X mezolit olvaso és modosito miveletek
LEMEZRE _IR(x)

» kimarad, ha x egyik mezdje sem valtozott meg

tovabbi x mezolit olvaso miveletek
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B-fak

A futdsi idot a

LEMEZROL_OLVAS(x) ésa LEMEZRE IR(x)

muveletek szama hatarozza meg.

» Tehat egy mivelet annyit (olyan keveset) olvasson, illetve
irjon, amennyit csak lehet!

e Azaz a B-fa egy csticsanak a nagysaga a magneslemez egy
lapjanak a méretének felel meg

* Az elagazasi tényez6 50 és 2000 kozott

- Igy a fa magassaga jelentésen csdkken.



\/
“Példa

* 2-magassagu B-fa, elagazasi faktora 1001, tobb, mint 1 milliard kulcs!

o A gyokeret allandoan a kozponti memoriaban tartva barmelyik kulcs
eléréséhez maximum 2 lemezmivelet kell!

e A példaban 1 cstacs 1000 kulcsot tartalmaz, tehat 1001 gyermeke van
mindegyiknek

1000

~ 11 L\

/ 1001 cstics és 1001000 kulcs

1001
1000 1000

> SERBDY < o> YA <

1000

LTEERRS o

1001 1001
1000 1000 1000

STEERBY

1001

> SERBY o 7t ] LAY

1002 001 csucs és
1002 001 000 kulcs
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B fak Definicid

Feltételezés:

e A kulcshoz tartozé minden , kisér6 informacid”
ugyanabban a csicsban, mint a kulcs (minden kulcshoz
egy pointer arra a lapra, ahol a tobbi inf.)

 Ekkor feltessziik, hogy ha a kulcsot mozgatjuk, ezt a pointert
vissziitk magunkkal

e Minden , kisérd informacio” a levelekben

« Ez az agymevezett B+ fa - itt csak a kulcsok és a gyerekekre
mutato pointerek vannak a kozbiilsé csticsokban - és a levelek is
ossze vannak linkelve
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B fak Definicid

B-fa definicidja:
1.  Minden x csucsnak a kovetkez6 mez6i vannak:

« n[x] - az x cstucsban tarolt kulcsok darabszama

 az n|[x] darab kulcs, a kulcsokat monoton novekvé sorrendben
taroljuk:

o x.kulcs; < x.kulcs, < -+ < x. kulcsn[x]

« x.level - logikai valtozo, IGAZ, ha x levél, HAMIS, ha x egy bels6
CsSucs

>. Ha x egy belsé cstuics (nem levél), akkor tartalmazza a
X.C1, X.Cp, ... X.Cply]4+1 Mutatokat az x gyerekeire

« A levél csucsoknak nincsenek gyerekeik, a levelek x. c; mutatoi
definidlatlanok
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B-fak — Definicié
3. Az x. kulcs; értékek meghatarozzak a kulcsértékeknek
azokat a tartomanyait, amelyekbe a részfak kulcsai esnek
ki < x.kulcs; < ky < x.kulcs, < -+ < x.kulcsyy < kp[x+1
4. Minden levélnek azonos a mélysége, ez az érték a fa h
magassaga
5. A csucsokban tarolhat6 kulcsok darabszamara adott egy
also és egy felso korlat. Ezeket a korlatokat egy t > 2

egész szammal lehet kifejezni, ezt a szamot nevezziik a
B-fa minimalis fokszamanak



B-fak — Definicio
Minden nem gyokér csticsnak legalabb t — 1 kulcsa van,
minden belsé csuicsnak igy legalabb t gyereke van. Ha a fa

nem ures, akkor a gyokérnek legalabb egy kulcsa kell
legyen

Minden csucsnak legfeljebb 2t — 1 kulcsa lehet, tehat egy
bels6 csucsnak legfeljebb 2t gyereke lehet. Egy cstcs
telitett, ha pontosan 2t — 1 kulcsa van



-fak
* A bels6 csticsok hasonlitanak a 2-3-fak belso csticsaira.
* Egy bels6 csucs logikailag igy néz ki

ki <k<k, k, <k <ks
kulcsok kulcsok




B-fak -

A B-fa magassaga

e Tétel: Han = 1, akkor minden olyan T n-kulcsos B-fara,
amelynek h a magassaga és minimalis fokszama t > 2,
teljestil, hogy

n+1
h < log;
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B-fak
A B-fa magassaga
e Bizonyitds: Ha egy B-fa magassaga h, akkor csucsainak
szama akkor minimalis, ha a gyokércsucsnak 1 kulcsa,
minden mas csucsnak t — 1 kulcsa van. Ekkor van 2 darab
1-mélységa, 2t darab 2-mélységq,
2t2 darab 3-mélységli,... 2t"~1 darab h-mélységii cstics.
o Igy a kulcsok n darabszamara teljesiil:

h
. th —1 "
n2 14 (-1 ) 267 = 1420 -1 (——)=2" -1
i=1
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A B-fa mlveletei — Kereses

Keresés, beszuras és torlés: a keresofak, illetve a 2-3 fak
alapjan konnyen elképzelheto.

Feltételek:

1. A B-fa gyokere mindig a kozponti memoriaban van, igy a
gyokércsucsra LEMEZROL -OLVAS mtvelet nem kell, de
LEMEZRE - IR kell akkor, ha a gyokércsucs megvaltozott

2. Minden olyan csucs, amely paraméterként szerepel, mar
a kozponti memoriaban van, mar végrehajtottunk ra egy
LEMEZROL -OLVAS mtiveletet



A B-fa mdlveletei — Keresés

Keresés: itt minden belsé csticsban n[x]+1 lehet6séget kell
megvizsgalni.
e x arészfa gyokércsucsara mutatd pointer, k a kulcs, amit ebben a
részfaban keresiink:

B-FABAN-KERES (x, k)
i1
while i<n[x] és k>x.kulcs; do
i<1+1
if i<n[x] és k=x.kulcs;
then return (x,1)
if x.levél
then return NIL
else LEMEZROL-OLVAS(x.c;)
return B-FABAN-KERES(x.c,,k)



/X/

A B-fa miveletei — Kereseées

* Ha az R bettit keressiik, a piros szinnel jelzett csticsokon
haladunk végig

gyokér|[T]
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A B-fa mdlveletei — Keresés

A B-FABAN-KERES lemezmiiveleteinek szama
©(h) = 0 (log,n)

Mivel n[x] < 2t, igy a while ciklus ideje minden csucsra
0(t)

A kozponti egység 0sszes muveleti ideje
O(t+xh) = O(t *xlog,n)
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A B-fa milveletei — Letrehozas

B-FAT-LETREHOZ - egy tires gyokércsucsot ad.

e Hasznalja a PONTOT-ELHELYEZ eljarast, ez O(1) id6 alatt
lefoglalja az 4j csucsnak a lemez egy lapjat.
« Feltételezziik, hogy nincs sziiksége a LEMEZROL -OLVAS eljaras
meghivasara
B-FAT-LETREHOZ(T)
x<— PONTOT-ELHELYEZ()
X.level«IGAZ
n[x]<«0
LEMEZRE-IR(X)
gyokér|[T]«x
e Ehhez O(1) lemezmiuvelet és O(1) kozponti egység id6 kell.
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- A B-fa miveletei — Csucs szétvagasa

* A telitett, 2t — 1 darab kulcsot tartalmazd y csticsot szétvagjuk kozépso
kulcsa, y. kulcs; koril két t — 1 kulcst cstcsra

o A kozépsd csucs atmegy az y sziil6jébe — ez még nem volt telitett az y
szétvagasa elott

e Ha y-nak nincs sziil6je, akkor a fa magassaga eggyel né.

- x.kulcs; ckulcs;
x.kulcs;i_q1 x.kulcs;;4 x. kulcs;_q L t+1

Yy = X.C; Z=Xx.Ciy1

PQRSTUYV

T, T,T,T, T T, T, T, T, T,T,T, T T, T, Tq



A B-fa milveletei — Csucs szétvagasa

Tegytk fel, hogy x egy nem telitett belsé csucs, y = x.¢;j, és
y az x-nek egy telitett gyereke:

B-FA-VAGAS-GYEREK(x, i, y)
Z<PONTOT-ELHELYEZ()

« O(1) id6 alatt lefoglalja az 1j csticsnak a lemez egy lapjat

z.levél« y.levél
n[z]«t-1
for j«1 to t-1 do

. Atmésoljuk bele az y ,végét”

z.kulcsy«y.kulcs,,
if not y.levél
then for j«1 to t do
Z.Cy¢Y . Cyyy
n[y]«t-1

e most mary meéreteist — 1



A B-fa milveletei — Csucs szétvagasa

for j«n[x]+1 downto i+l do  acsucsokra mutatokat arrébb

X Cyuq6X. C5 tessziik x-ben
X.Ci,1¢2 z kozépre
for j<-n[x] downto i do a kulcsokat arrébb tessziik
X.kulcs,,,;«—x.kulcs;
x.kulcs;, «<y.kulcs, az y kozépso kulcsa a helyére
n[x]<n[x]+1 x elemszama nott

LEMEZRE-IR(y)
LEMEZRE-IR(z)
LEMEZRE-IR(X)
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A B-fa mlveletei — Beszuras

Beszuras: Egy k kulcs beszurasa egy h magassagu T B-faba egy egymenetes,
a faban lefelé halado¢ algoritmussal oldhat6 meg, a végrehajtashoz O (h)
lemezhozzaférés kell
o A sziikséges kozponti egység id6 O(t * h) = O(tlog, n)
B-FABA-BESZUR(T, k)
r<—gyokér[T]
if n[r]=2t-1
 ha telitett a gyokércsucs, vag

then s<«PONTOT-ELHELYEZ()

gyokér[T] « s

s.levél« HAMIS

n[s] «< ©

S.cl < r

B-FA-VAGAS-GYEREK(s,1,r)

NEM-TELITETT-B-FABA-BESZUR(s, k)
else NEM-TELITETT-B-FABA-BESZUR(r,k)
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~ A B-fa mlveletei — Beszuras

NEM-TELITETT-B-FABA-BESZUR(X, k)
i<—n[x] hatulrol kezdjiik
if x.levél
then
while i>1 és k<x.kulcs; do
X.kulcs; ,«x.kulcs;

1¢-i-1
X.kulcs;, <k itt a k helye
n[x]<n[x]+1 X meérete no
LEMEZRE-IR(X)
else ha nem levél,
while i>1 és k<x.kulcs; do megkeressiik a helyét
i¢-i-1
i¢-i+1

LEMEZROL-OLVAS(x.cC;)



ﬁ muUveletei — Beszuras

NEM-TELITETT-B-FABA-BESZUR(X, k)

if n[x.c;]=2t-1 Telitett?
then B-FA-VAGAS-GYEREK(x,i,x.c;)
if k>x.kulcs;
then i«i+1
NEM-TELITETT-B-FABA-BESZUR(X.cC;,k)



/X/

~ A B-fa muveletei — Beszuras

* Tegylk fel, hogy t = 3, azaz maximum 5 kulcs lehet egy csticsban

mﬁ%

e B beszurdsa utan

ABCDE




/X/

~ A B-fa miveletei — Beszuras

* Tegylk fel, hogy t = 3, azaz maximum 5 kulcs lehet egy csticsban

ABCDE

* Q beszurasa utan (Az RSTUV csucs telitett)




/X/

~ A B-fa miveletei — Beszuras

* Tegylk fel, hogy t = 3, azaz maximum 5 kulcs lehet egy csticsban

e L beszurasa utan




/X/

A B-fa mdveletei — Beszuras

e F beszuirasa

AeIpEFli Kk LN O QRS
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B-fa mdveletei — Torlés

Torlés — kulcsot nemcsak levélbdl, hanem tetszéleges csticsbol
lehet torolni. Ugyelni kell arra, hogy a cstics ne valjon tul
kicsivé (kivéve a gyokérben)

Lehet6ségek:

1. Ak kulcs az x csacsban van, x egy levél, akkor a k kulcsot toroljiik az

x-b6l



/X/

~A B-fa muveletei — Torlés

* F torlése P

CGM T X

- DEFJKL QRS UV

P
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A B-fa muveletei — Torlés
Lehet6ségek:

2.

d.

A k kulcs az x csticsban van, x a fa egy belso cstcsa, akkor:

Ha x-ben a k-t megel6z6 gyereknek (y) legalabb t kulcsa van,
akkor megkeressiik az y részfiban a k-t kozvetleniil megel6z6 k'
kulcsot. Rekurzivan toroljik k’-t és helyettesitsiik k-t k'-vel az
x-ben.

Szimmetrikusan, ha a z gyerek kovetkezik az x-beli k utan, és
z-nek legalabb t kulcsa van, akkor keressiik meg a z gyokércsticsu
részfaban a k-t kozvetlentl kovet6 k' kulcsot. Rekurzivan toroljiik
k'-t és helyettesitsiik k-t k'-vel az x-ben.

Ha mind y-nak, mind z-nek csak t — 1 kulcsa van, akkor
egyesitsiik k-t és z kulcsait y-ba ugy, hogy x-bél toroljik a k-t és a
z-re mutaté pointert. Ekkor y-nak 2t — 1 kulcsa lesz. Ezutan
szabaditsuk fel z-t és rekurzivan toroljik k-t az y-bdl.



/X/

~A B-fa muveletei — Torlés

® 2.a: M torlése P

CGM T X

ABl DE JKL QRS UV

P




/X/

~A B-fa muveletei — Torlés

e 2.c: G torlése P

CGL T X

ABl DE JK QRS UV

P
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A B-fa muveletei — Torlés
Lehet6ségek

3.

Ha a k kulcs nincs benne az x bels6 csticsban, akkor hatarozzuk meg
annak a részfanak az x. ¢; gyokércsucsat, amelyikben benne lehet a k,
ha egyaltalan szerepel. Ha x. c; -nek csak t — 1 csucsa van, akkor a 3a
vagy 3b szerint jarjunk el, mivel biztositani kell, hogy annak a
csucsnak, amelyikre leléptlink, legalabb t cstcsa legyen. Ezutan
rekurzioval megytink tovabb

Ha x. c;—nek csak t — 1 csticsa van, de van egy kozvetlen testvére,
amelyiknek legalabb t csticsa van, akkor vigytink le x. c;—be egy
kulcsot x-bdl, és az x. c; kozvetlen bal vagy jobboldali testvérétél
vigylunk fel egy kulcsot x-be, és vigylik at a megfelel6 gyerek
mutatojat a testvértol x.c;-be

Ha x. c;-nek, és (mindkét) kozvetlen testvérének t — 1 kulcsa van,
akkor egyesitsiik x. ¢;-t az egyik testvérével, majd vigylink le egy
kulcsot x-bdl ebbe az egyesitett csucsba, kozépre



/X/

A B-fa mdveletei — Torlés

* 3.b: D torlése




/X/

~A B-fa muveletei — Torlés

* 3.b: D torlése
e A fa magassaga csokkent
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~A B-fa muveletei — Torlés

* 3.a: B torlése
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m muUveletei — Torlés

B-Tree-Delete(x, k)

//k a torlendd kulcs

//X a részfa gyokere, amibdl k-t torolni szeretnénk
//B-Tree-Delete igazat ad vissza, ha sikerilt
//Feltételezi, hogy x-nek legalabb t kulcsa van

if x is a leaf then //ha levél
if k is in x then
torold k-t x-bol
return true;
else return false //k nem részfa
else //x egy belsd csucs
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if k is in x then
y = az X k-t megel6z6 gyereke
if y-nak van legalabb t kulcsa then
k' = k megeldzéje
masoljuk at k‘-t k-ba
B-Tree-Delete(y, k') // rekurziv hivas
else //y -nak t-1 kulcsa van
z = az X k-t kovetd gyereke
if z -nek van legalabb t kulcsa then
k' = a k rakovetkezdje
masoljuk at k' -t k-ba
B-Tree-Delete(z, k') // rekurziv hivas
else //y-nak is és z-nek is t-1 kulcsa van
vonjuk ossze k-t és a teljes z-t y-ba ->
-> y-nak most 2t-1 kulcsa lesz
k-t és a z-re mutatd pointert toroljuk x-bél.
B-Tree-Delete(y, k) // rekurziv hivas
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else //k nem belsd csucsa x-nek
c;[x] mutat annak a részfanak a c gyokerére, ami tartalmazhatja a k-t
if c-nek t-1 kulcsa van then
if ¢ -nek van olyan kozvetlen bal/jobb testvére (z), aminek
t vagy tobb kulcsa van then
Legyen k1 a kulcs x-ben, ami megeldzi/koveti c-t
Vidd kl1-t c-be mint els6/utolsdé kulcsot
Legyen k2 az els6/utolsd kulcs a z kozvetlen bal/jobb testvérben
Helyettesitsd kl-t x-be k2-vel z-b6l (vidd fel k2-t x-be).
Vidd a z utolsd/elsd gyerek részfajat a ¢ elsdé/utolsd gyerek részfajanak
else
//c-nek és mindkét kozvetlen testvérének t-1 kulcsa van
// o0sszevonjuk c-t az egyik kozvetlen testvérével és
// x megf. kulcsat kozépre tesszik
// (Ez uj gyokérhez vezethet)
B-Tree-Delete(c, k)



