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gyszer( sor — prioritasos sor

Egyszeru sor:
e FIFO szemantika

e Elem hozzaadasa, torlése konstans (0(1)) igényt

Mit tegyunk, ha a sorban 1év6 elemeknek valamifajta
rendezése is van?

e Ezt dltalaban prioritasnak nevezziik.

e Ugy kell rendezziik az elemeket, hogy a legnagyobb
(legkisebb) prioritasa elemet toroljik elészor.



“ElsGbbségi (prioritasos) sor

* Példa
* slirg6sségi osztaly

 kilonboz6 sulyossagu esetek
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ﬁsc’?bbségi (prioritasos) sor

Mire lehet hasznalni?
e Tennivaldk, melyiket kell el6szor elvégezni

e Operdcios rendszer, mely prioritasos feladatokat (jobokat)
dolgoz fel

o Itt killonboz6 tovabbi algoritmusok, amelyek a prioritast
meghatarozzak egy-egy folyamat (job) szamara

e Telekommunikacidban a csomagok tovabbitasanal is



ﬁbségi (prioritasos) sor

Az els6bbségi sor ADT axiomatikus leirdsa

E alaptipus feletti P els6bbségi sor tipus jellemzése:

e Egyszer(sités: csak prioritasokat tesziink bele (N)

e Miiveletek ,full’ nem szerepel
e empty - P az Ures prior. sor konstruktor - létrehozas
o 1sempty P - L ures a prioritasos sor?
e insert: P XN — P elem betétele a prioritasos sorba

« delmax: P — P X N maximalis elem kivétele a pr. sorbol
e Max: P->N maximalis elem lekérdezése
e Megszoritasok:

» delMax és max értelmezési tartomanya P \ {empty}



ﬁbségi (prioritasos) sor
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Axiomak:
1. isempty(empty) vagy p = empty — isempty(p)
2. isempty(p) = p = empty
3. =isempty(insert(p, n))
4. insert(delmax(p)) =p
5. max(p) = delmax(p),
6. delmax(p); # empty = max(p) > max(delmax(p),)
7. n = max(p) — delmax(insert(p,n)); = p A max(insert(p,n)) =n
8 n < max(p) — max(insert(p,n)) = max(p)
9. delmax(insert(empty,n)) = (empty,n)

70. max(insert(empty,n)) =n

e (7.és 8.-nal feltettiik, hogy nem {iires a prioritdsos sor — ez az

értelmezési tartomany megszoritasa!)



ﬁbségi (prioritasos) sor

Kérdés: hogyan abrazoljuk, mivel reprezentaljuk?
e Rendezetlen tombbel, a beérkezési id6 szerint
- max muiveletigénye mindig egy maxker, vagyis 0(n)
e Rendezett tombbel
- insert muaveletigénye:
A hely megkeresése — logaritmikus keresés  ©(log,n)
T6le jobbra léptetés O(n)
Osszesen O(n)

e Heap (kupac) adatszerkezettel
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ﬁfék — majdnem teljes fak

* Egy binaris fa teljes, ha
° a magassaga h, €s

e 2M*1 — 1 csomépontjavan

* Egy h magassagu binaris fa majdnem teljes, ha
o Ures, vagy

e A magassaga h, és a bal részfaja h — 1
magas és majdnem teljes és jobb részfija
h — 2 magas és teljes, vagy

e A magassaga h, és a bal részfaja h — 1 "
magas és teljes és jobb részfajah — 1 h =2
magas és majdnem teljes not
h




mm teljes fak

* ha megvizsgaljuk a példakat, latjuk, hogy a majdnem
teljes fakat balrél ,toltjik fel”

N
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m(Heap)

» Egy majdnem teljes (binaris) fa heap tulajdonsagu, ha
e Ures, vagy

e A gyokérben 1év6 kulcs nagyobb, mint mindkét
gyerekében, és mindkét részfaja is heap tulajdonsagua
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fTﬁEZE(Heap)

* A kupacok hasznalhatoak

e A prioritasos sorok megvalositasara, mivel a gyokérben 1évé
elem a maximalis és ez az, amit a delmax kitorol

e A torlés utan helyre kell allitani a heap tulajdonsagot

B




m — helyreallitas

* Az els6 lépésében a majdnem teljes tulajdonsagot allitjuk
helyre

 Vigyiik fel a legutolso elemet a gyokérbe
« Ezzel a majdnem teljes tulajdonsagot teljesitettiik

« Azért mikodik ez, mert az eredeti fa majdnem teljes volt




m: — helyreallitas

* A kapott majdnem teljes fa azonban nem kupac
e Tehat a gyokér nem nagyobb a gyerekeinél

e A helyreallitashoz cseréljiik fel a gyokeret a nagyobb
gyerekével




m: — helyreallitas

* A jobb részfa kupac, a bal részfa azonban nem teljesiti a
kupac tulajdonsagot

e [smételjiilk meg az el6z6 1épést a bal részfara




upac — helyreallitas

* Ezt a 1épést végrehajtva a kapott fa kupac




u(pac — Torlés ideje

Gyokér eltavolitasa 0(1)
Utolso elem a gyokérbe 0(1)
Nagyobb gyerekkel csere O(h) = O(logn)

Osszesen (ignoralva a konstansokat) O (log n)
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“Kupac — elem beszurasa

* Adjunk egy elemet a kupachoz
* Helyezziik a kovetkez6 tires poziciora a jobb szélén

« Ez kell legyen a kovetkezo kitoltendd hely
* Vigytik felfelé, amig nagyobb, mint a sziilei
¢ Ujra maximum h csere tehat a beszuras is O (logn)
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“Kupac — elem beszurasa
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u(pacok — reprezentacio

Dinamikusan allokalt csomépontok és mutatok
e mint barmilyen mas lancolt lista vagy fa
Hasznaljunk egy tombot és
e hasznaljuk ki a ,majdnem teljes” tulajdonsagot

e a k csomOpont gyerekei a 2k, 2k + 1-nél vannak

vy k
e a k szilGje a E—nel van

e ha k > n, akkor a csomopont nem létezik

e V. v Ul
\—1\ 21314]5l6]7]8]09
SR AT
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{mc — hatékonysag

A beszur¢ és torlé muveletek egy h magassagu faban
* h<log,n
e Vagyis O(log n) az id6igénye

————————



m: muveletei
m

* Reprezentacio
n—» X[ x| x| x|x]x|[x]x]|x]x

Actneret gl

* Empty: — K  azures kupac létrehozasa

e A reprezentalo tomb létrehozasa a Maxmeretnek
megfelel6en

o Aktmeret beallitasa nullara
° IsEmpty: K- L tres a kupac?
e return (Aktmeret = 0)
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u(pac muveletei

Insert: K X N - K elem betétele a kupacba

Aktmeret#=Maxmeret

Aktmeret < Aktmeret + 1
T[Aktmeret] < ujelem
Szulo <« Aktmeret / 2
Gyerek « Aktmeret

(Szulo = 1)A(T[Szulo] < T[Gyerek])

Csere(T[Szulo], T|Gyerek])
Gyerek « Szulo
Szulo « Szulo/2

Tele!




“Kupac muveletei

Max: K—-E maximalis elem lekérdezése

Aktmeret# 0

return T[1] Ures!




(uac mdvelete

DelMax: K —» K X N maximalis elem kivétele a
kupacbol

e A maximalis elem értékét a maxelem-ben kapjuk

Aktmeret# 0

Maxelem« T[1]
T[1] « T[Aktmeret]
Aktmeret < Aktmeret — 1 Ures!
Sullyeszt
return Maxelem




u(pac mdvelete

Sullyeszt: feltételezziik, hogy a kupacban két j6 részfa
van, de a T[1]-t megfelel6en le kell stillyeszteni

ai < 1 //Aktualis index
((ai * 2 + 1) < Aktmeret) A (T[ai] < Max(T[ai * 2], T[ai * 2 + 1))
Tlai * 2+ 1] < T|ai * 2]

Csere(T[ai], T[ai * 2]) Csere(T[ai], T[ai * 2 + 1])
ai < ai * 2 al —alx2+1

(ai * 2 = Aktmeret) A (T[ai] < T[ai * 2])
Csere(T[ai], T[ai * 2]) SKIP
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Prioritasos sor megvalodsitasa kupaccal
Empty (az Uires prioritasos sor konstruktor - 1étrehozas)
e Empty (lres kupac)
isempty (tires a prioritasos sor?)
e IsEmpty (lresa kupac?)
insert (elem betétele a prioritasos sorba)
e Insert (elem betétele a kupacba)
delmax (maximalis elem kivétele a prioritasos sorbdl)
e DelMax (maximalis elem kivétele a kupacbdl)
max (maximalis elem lekérdezése a prioritasos sorbol)

e Max (maximalis elem lekérdezése a kupacbol)
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(uacrendezés

Hasznaljuk a kupacokat rendezésre!
e Szurd be az elemeket egy kupacba!

e Amig a sor ki nem tirtl, vedd ki a kupacbél a maximalis
elemet, és tedd az eredmény (rendezett) sorbal!



\/
u{pacrendezés

Az s sorban 1év6 elemeket rendezziik a k kupac
segitségével!

k.empty

—S.isempty

K.insert(s.out)

—Kk.isempty

s.in(k.delmax)




T
(uacrendezés

A kupacok hatékony rendezét adnak

e Szurjunk be minden elemet a kupacba
n elem, ezekhez kell O(log,n)

» osszesen: O(n log, n)

e sorrendben tavolitsuk el az elemeket
n elem, ezekhez kell O(log,n)

» osszesen: O(n log, n)
Osszesen O (n logn)
e ignoralva a 2-es konstanst, stb.
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stort vs. Quicksort
Hasznaljuk inkdabb a Heapsort-ot?
A Quicksort altaldban gyorsabb
e kevesebb 0sszehasonlitas és csere
e néhany empirikus adat
Quick Heap Beszuro
Osszehasonlitss | CSere | Osszehasonlitss | CSere | Osszehasonlitss | Csere
100 712 148 2842 581 2596 899
200 1682 328 9736 9736 10307 3503
500 5102 919 | 53113 | 4042 | 62746 |21083




Quicksort << Heap Sort
Quicksort
e dltalaban gyorsabb
e néha O(n?)
« jobb pivot valasztas csokkenti a valdszintiségét

 ha atlagosan jo végrehajtasi idot akarunk, hasznaljuk ezt
» uzleti alkalmazasok, informacids rendszerek

Heap Sort
e altalaban lassubb

e Garantalt O(n log n) ... lehet ra épiteni, ezt a tervezésben
felhasznalni!

e hasznaljuk példaul real-time rendszerekhez
» Az id6 egy megszoritas



Masik felc
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Gyorsrendezés — masik felosztasi algoritmus

Tobbféle algoritmus létezik a felosztasra

e Nézzlink meg még egyet — pszeudokddban

FELOSZT(A,p,r)
X < A[r]
1« p-1
for j < p to r-1

do if A[j] £ X

then 1 « i+l
A[i] & A[]j] csere

A[i+1] < A[r] csere
return i+l
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Gyorsrendezés — masik felosztasi algoritmus

Tobbféle algoritmus létezik a felosztasra
e Nézzlink meg még egyet — pszeudokddban

FELOSZT(A,also,felso)
str<«A[felso]
i<also-1
for j<«also to felso-1
do if A[j]<str
then i«i+1

Csere(A[i],A[]])
Csere(A[i+1],A[felso])
return i+l
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“Quicksort — Megosztas

Barmelyik elem jo FELOSZT(A,also,felso)

r / str<«A[felso]
strazsanak, valasszuk a ;

i i<-also-1
felsot for j<also to felso-1

do if A[j]<str
then i<i+1
Csere(A[1],A[]])
Csere(A[i+1],A[felso])
return i+l

pivot

1

2 8 7 3 5 6 4

e,




Quicksort — Megosztas

Induljunk el az i és FELOSZT(A,also,felso)
: , str«A[felso]
indexszel! .

i<-also-1

for j«also to felso-1
do if A[j]<str
then i«i+1
Csere(A[1],A[]])
Csere(A[i+1],A[felso])
return i+l

T




mort — Megosztas

* Aj pozicion taldlunk a FELOSZT(A,also,felso)

strazsanal kisebb elemet str<-Alfelso]
i<-also-1

* Noveljik az i-t for j«also to felso-1
do if A[j]<str
then i«i+l
Csere(A[1],A[]])
Csere(A[i+1],A[felso])
return i+l




mrt — Megosztas

* Es megcseréljikaziésaj  FELOSZT(A,also,felso)
str<«A[felso]
elemet

i<also-1
for j«also to felso-1
do if A[j]<str
then i«i+1
Csere(A[1],A[]])
Csere(A[i+1],A[felso])
return i+l
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“Quicksort — Megosztas

e Maid folytat'uk ai FELOSZT(A,also,felso)
‘ ] ‘ str<«A[felso]
novelését e aleo1

for j«also to felso-1
do if A[j]<str
then i<i+1
Csere(A[1],A[]])
Csere(A[i+1],A[felso])
return i+l




o Ujabb taldlat FELOSZT(A,also,felso)
str<«A[felso]

i<also-1
for j<-also to felso-1
do if A[j]<str
then i«i+1
Csere(A[i],A[]])
Csere(A[i+1],A[felso])
return i+l




o Eﬁatﬁ)csere FELOSZT(A,also,felso)
str<«A[felso]

i<also-1
for j<-also to felso-1
do if A[j]<str
then i«i+1
Csere(A[i],A[]])
Csere(A[i+1],A[felso])
return i+l




“Quicksort — Megosztas

FELOSZT(A,also,felso)
str«A[felso]
i<also-1
for j<-also to felso-1
do if A[j]<str
then i<i+1

Csere(A[1],A[]])
Csere(A[i+1],A[felso])
return i+l

T
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“Quicksort — Megosztas

* Végezetiil a strazsa elemet  FELOSZT(A,also,felso)

a helyére tessziik str<-A[felso]
i<-also-1

for j<-also to felso-1
do if A[j]<str
then i«i+1
Csere(A[i],A[]])
Csere(A[i+1],A[felso])
return i+l
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m — Megosztas

° . FELOSZT(A,also,felso)
str«A[felso]
i<also-1
for j<-also to felso-1

do if A[j]<str
then i<i+1
Csere(A[1],A[]])
Csere(A[i+1],A[felso])
return i+l

T e
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“Quicksort — Megosztas

* Legvégil visszatériink a FELOSZT(A,also,felso)

, YLy str<«A[felso]
strazsa poziciojaval ;
i<-also-1

for j<-also to felso-1
do if A[j]<str
then i<i+1
Csere(A[1],A[]])
Csere(A[i+1],A[felso])
return i+l
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Leszamlald rendezés

Tegytik fel, hogy van n db bemeneti elem, s ezek mindegyike 1
és k kozotti egész szam

Az alapotlet: meghatarozzuk minden egyes x bemeneti
elemre azoknak az elemeknek a szamat, amelyek kisebbelk,
mint az x

Ezutadn x-et kozvetlentiil a sajat pozicidjara tudom helyezni

Legyen a bemenet az A[1..n] tomb, a kimenet a B[1..n] tomb
e Mindkett6 hossza: hossz[A] = hossz[B] = n

Sziikség van még egy C[1.. k] tombre dtmeneti
munkateriletként



Leszamlald rendezés

Végigmegylink az A-n, és ha egy elem értéke i, akkor
megnoveljik C[i] értékét eggyel.
Minden i-re 1.. k kozott meghatarozzuk, hogy hany
olyan bemeneti elem van, amelyiknek az értéke <1i
(0sszegzés C-n)
Minden i-re n.. 1 kozott A[i]-t betessziik B megtelel6
pozicidjaba - ezt a C-bdl allapitjuk meg
Ha betettik, akkor a C[A[i]] értékeét csokkentjiik, igy a
kovetkez6 vele egyenl6 elem mar elé kertil, vagyis igy

stabil lesz a rendezés, az egyenld elemeknél megtartja az
eredeti sorrendet
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Leszamlalo rendezés
Az A tomb elemeit leszamlaljuk a C tombbe

A C-ben az i helyen az i-vel egyenl6 elemek szama szerepel

e Végigmegyiink az A-n és ha egy elem értéke i, akkor a C[i]
értéket megnoveljik

A
3 6 4 1 3 4 1 4
C
2
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Leszamlald rendezés
Minden i-re 1 ... k kozott meghatarozzuk, hogy hany

olyan bemeneti elem van, amelyiknek az értéke < i
(Osszegzés C-n)

A
3 6 4 1 3 4 1
C
2




e .
eszamlalo rendezés

Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfelel
pozicidjaba - ezt a C-bdl dllapitjuk meg.

2 | 4+ [ 7 | s

A
3
C

2
B




e .
eszamlalo rendezés

Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfelel
pozicidjaba - ezt a C-bdl dllapitjuk meg.

36|41 ]3] 4 M 4

4 6 7 8




e .
eszamlalo rendezés

Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfelel
pozicidjaba - ezt a C-bdl dllapitjuk meg.

A
3
C
1
B




e .
eszamlalo rendezés

Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfelel
pozicidjaba - ezt a C-bdl dllapitjuk meg.

A
3
C
1
B




e .
eszamlalo rendezés

Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfelel
pozicidjaba - ezt a C-bdl dllapitjuk meg.




e .
eszamlalo rendezés

Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfelel
pozicidjaba - ezt a C-bdl dllapitjuk meg.

A

3 4 1
C

0 8

B

1




e .
eszamlalo rendezés

Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfelel
pozicidjaba - ezt a C-bdl dllapitjuk meg.

B 4 | 1341

— Bl |N]|lw]| »
DO
o
I




e .
eszamlalo rendezés

Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfelel
pozicidjaba - ezt a C-bdl dllapitjuk meg.
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Leszamlalo rendezés

Minden i-re n ... 1 kozott A[i]-t betessziik B megfelel
pozicidjaba - ezt a C-bdl dllapitjuk meg.

HWOmw>
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eszamlalo rendezés

Az algoritmus pszeudokddja:
for i«1 to k do
C[i]«©
for i«1 to hossz(A) do «—— Cl'benlaZifvelegyenlé
CIA[1]]¢-C[A[1]]+1 C-ben az i-né Kisebb, va
for i<-2 to k do — egyenlé elemek szém’a >
C[i]«-C[i]+C[i-1]
for i<hossz(A) downto 1 do
B[C[A[1]]]«-A[1]
C[A[i]]«C[A[i]]-1



/
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eszamlalo rendezés

Futasi ido:

e 1. for ciklus: O (k)

e 2. for ciklus: ©(n)

e 3. for ciklus: O (k)

e 4. for ciklus: B(n)
Igy a teljes id6igény: O (k + n)

e Ha k = ©(n), akkor a rendezés futasi ideje O(n) !
Ez nem o0sszehasonlito rendezés

* A helyigénye viszont nagyobb ®



