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P@-Fe kete fak N

A piros-fekete fa olyan binaris keres6fa, melynek minden
pontja egy extra bit informaciot hordoz: ez a pont szine,
amelynek értékei: PIROS vagy FEKETE.

A pontok szinezésének korlatozasaval biztosithato, hogy
plI‘OS -fekete faban barmely, a gyokeértol levélig vezeto ut
hossza nem lehet nagyobb, mint a legrovidebb ilyen tut
hosszanak kétszerese. Tehat az ilyen fak megkozelitoleg
kiegyensulyozottak.

A fa minden pontja tartalmazza a szin, kulcs, bal, jobb és
szll6 mezdket. A levelek specialis, NIL-t tartalmazo
elemek lesznek, a fa kulcsot tartalmazo pontjai a belsé
pontok.
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Piros-Fekete fak

Egy Piros-Fekete fa
e Minden cstcs PIROS vagy FEKETE
o A gyokér, és minden levél FEKETE

csucsok, nem tartalmaznak

A levelek FEKETE ,jelz6” ‘ ‘ ‘ ‘

adatot Jelzé csucsok (feketék)



Piros-Fekete fak

Egy Piros-Fekete fa
e Minden cstcs PIROS vagy FEKETE
o A gyokér, és minden levél FEKETE
e Ha egy csucs PIROS, akkor mindkét gyereke FEKETE

Ebbdl kovetkezik, hogy egyik
uton sem lehet két egymast
kovetd PIROS csucs. W

e De akarhany egymast kovetd L ‘ L
FEKETE csucs lehet.
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iros-Fekete fa definicioja
Egy Piros-Fekete fa

e Minden cstcs PIROS vagy FEKETE
o A gyokér, és minden levél FEKETE

e Ha egy csucs PIROS, akkor mindkét gyereke FEKETE

e Minden csucsbol minden ut egy levélig ugyanannyi
FEKETE csucsot tartalmaz

A gyokért6l minden uton L L\
3 FEKETE csucs van




Piros-Fekete fak

Egy Piros-Fekete fa
e Minden cstcs PIROS vagy FEKETE
o A gyokér, és minden levél FEKETE
e Ha egy csucs PIROS, akkor mindkét gyereke FEKETE

e Minden csucsbol minden at egy levélig ugyanannyi
FEKETE csucsot tartalmaz

Az x pont fekete-magassaga

e fm(x) - az x pontbol indulg, levélig ‘

vezetd uton talalhato, x-t nem
tartalmazo fekete pontok szama. L

e A fa fekete-magassaga:
fm(a fa gyokere)

“



Piros-Fekete fak

Lemma

e Barmely n belsé pontot tartalmazo piros-fekete fa
magassaga < 2 log,(n + 1)

e A bizonyitds alapja, hogy a magassag < 2 * fekete-
magassag
« Arészletek a Cormen konyven megtalalhatok
Keresési id6
e O(log,n)
- Lathato ebbdl a PF fak hatékonyaga
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mFekete fak — beszuras

Egy 4j csuics beszurasa
e Sziikség van a PF fa tulajdonsag helyreallitasara
e Szurjuk be a 4-et
» Keressiik meg a helyét a binaris keres6faban

 Szinezziik pirosra - Miért?
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mFekete fak — beszuras

Allitsuk helyre a PF tulajdonsagot

e Amig az x és sziil6je egyarant piros, vagy el nem értitk
gyokeret helyreallitasi Iépéseket kell tenni
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mFekete fak — beszuras

Allitsuk helyre a PF tulajdonsagot
¢ Jeloljik meg a csuicsokat

A sziil6 balra van a nagysziil6tél, és az x balra van a sztil6tél

[tt a szlil6 azonos oldali gyereke a nagysziil6nek, de lehetne
ellenkez6 oldali is

» A nagysziil6 jobbgyereke (nagybdcsi) legyen az y
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mFekete fak — beszuras

® 1. eset

e Ha a nagybdcsi szine piros, cseréljiik meg y, a nagyszilo és a
szil6 szinét




mFekete fak — beszuras

1. eset

e Ha a nagybdcsi szine piros, cseréljiik meg y, a nagyszilo és a
szil6 szinét
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iros-Fekete fak — beszuras
Az el6z6t folytatva

e x jelolje az eddigi x nagyszil6jét
e Ebben a helyzetben az x sziil6je megint balgyerek
e Azy pedig jelolve tovabbra is az x nagybacsijat

« Ez most nem piros, hanem fekete, ami egy masik, 1j eset




\/
mFekete fak — beszuras

2. eset

e Ha az x nagybdcsija fekete, az x és sziil6je is piros és a sziil
ellenkez6 oldali gyereke a nagysziilének, mint az x a
szulonek ...

« Megjegyzés: ez az eset fiiggetleniil is el6fordulhat az el6z6t6l




mFekete fak — beszuras

® 2. eset
e ... akkor forgassunk x és sziiloje koril balra ...
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mFekete fak — beszuras

2. eset
e ...jeloljik at, legyen x az eddigi x sziilGje és
e forgassunk x és gyereke kortl balra ...

» Ezzel az x és szililGje, valamint a sziil6 és nagyszil6 kozotti
oldalisagot azonossa tettiik, mast még nem oldottunk meg.
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mFekete fak — beszuras

3. eset

e Ha az x nagybdcsija fekete, az x és sziil6je is piros és a sziil6
azonos oldali gyereke a nagysziilének, mint az x a sziilének

« Megjegyzés: ez az eset fiiggetleniil is el6fordulhat az el6z6t6l
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mFekete fak — beszuras

3. eset

e ... akkor kicseréljiik a szineket a sziil6 és a nagysziil6 kozott
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{os-Fekete fak — beszuras

3. eset

e ... akkor kicseréljiik a szineket a sziil6 és a nagysziil6 kozott

e ... és forgatunk a sziil6 és a nagysziil6 mentén jobbra




{os-Fekete fak — beszuras

3. eset
e ... akkor kicseréljiik a szineket a sziil6 és a nagysziil6 kozott

e ... és forgatunk a sziil6 és a nagysziil6 mentén jobbra

e Ez most mar PF fa




iros-Fekete fak — beszuras
Van egy ekvivalens esetszétvalasztas, amikor a szilo a
nagyszilé jobbjan van!

e Természetesen akkor az irdnyok megvaltoznak, megfordul

« Az azonos oldalisag vizsgdlata megmarad

Mindig addig megytink felfelé, amig az x szilgje is piros



mFekete fak — algoritmusok

* Forgatasok:
e BALRA-FORGAT, JOBBRA-FORGAT /
e Mindketté mego6rzi a kulcsok inorder sorrendjét
e A miivelet idéigénye O(1)
» A BALRA-FORGAT feltételezi, hogy jobb[x] # NIL

BALRA-FORGAT(T, X) A n
y «jobb[x]; jobb[x] <« bally] ’/
if bal[y] # NIL B C
then szulé6[bal[y]] « x
szUlo[y] « szulo[x]
if sziuld[x]= NIL
then gyokér[T] « vy
else if x=bal[szulo[x]]
then bal[szul6[x]] « vy
else jobb[szuld[x]] « vy C
bal[y] « x g’
szUil8[x] « y A B
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Piros-Fekete fak — algoritmusok

Lehetséges esetek annak megfelel6en, hogy az x, illetve x
szil6je bal- vagy jobbgyerek-e, és hogy milyen szinti a
nagybacsi, illetve a nagyszilo:

1. eset: sziil6 és nagybacsi piros, nagysziilé fekete (oldaltol
nem fiigg)

>. eset: szulo piros, nagybdacsi fekete, x jobbgyerek
(ellenkezé oldali gyerek) (balra forgatok, igy 3.eset)

3. eset: szul6 piros, nagybdcsi fekete, x balgyerek (azonos
oldali gyerek)
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Piros-Fekete fak — algoritmusok

PF-Faba-beszur(T,x)
Faba-beszur(T,x) -- beszurom a binaris keres&faba
szin[x]<«-PIROS
while x # gyokér[T] and szin[szul6[x]]=PIROS do
if szulo[x] = bal[szuld[szul6[x]]] then
y <« jobb[sziulé6[szulé[x]]]
if szin[y] = PIROS then

szin[szulé[x]]« FEKETE --1. eset
szin[y] <« FEKETE --1. eset
szin[szul6[szllo[x]]]<«PIROS --1. eset
X¢—szUlo[szulo[x]] --1. eset
else if x = jobb[szul6[x]] then

X¢—szUlo[ x] --2. eset

BALRA-FORGAT (T, x) --2. eset
szin[szulé[x] ]« FEKETE --3. eset
szin[szul6[szllo[x]]]«PIROS --3. eset
JOBBRA-FORGAT(T, szll6[sziild[x]]) --3. eset

else

-- Az elozbeknek szerint, csak az oldalak forditva
szin[gyokér[T] ]« FEKETE



Példa

Faba-beszurral
betettuk x-et, és
pirosra szineztik.

Mivel a sziilGje is
piros, igy a 3.
tulajdonsag nem
teljesul.

y —ajobb
nagybacsi is piros,
tehat 1. eset all
fenn ...



Példa

x feljebb kertil, x
€s az apja szinten
piros, de most a
jobb nagybacsi
fekete, és x jobb
fia sziil6jének

2.eset,
balraforgatas ...




Példa

most mar x bal fia
szilGjének

ez a 3. eset, igy X
nagyszul6jének
jobbraforgatasa és
a szinek cseréje
jon ...




Példa

... és kész a piros-
fekete fa




Piros-Fekete fak — torlés

Egy z csucs torlése egy bindris keres6fabal:
eset: z-nek nincs nem-nil gyereke
e toroljik a csucsot ( a sziil6t a nil-elemmel kotjiik 6ssze)
eset: z-nek egy nem-nil gyereke van
e toroljik a csucsot ( a sziil6t a gyerek-elemmel kotjiik 6ssze)

eset: z-nek két nem-nil gyereke van
e megkeressiik a kozvetlen rakovetkezgjét
e atmasoljuk beldle az adatot z-be (z szine valtozatlan marad)

o toroljiik a rakovetkezét (ennek csak 0 v. 1 gyereke lehet)

Jeloljik y-nal a ténylegesen kitorolt elemet.



ﬁ?s-Fekete fak — torlés

Ha a kitorolt elem (y) piros volt

/

Tulajdonsag és leirasa Igaz?
1. Minden cstcs piros vagy fekete igen
2. A gyokér fekete igen
3. Minden levél (nil[T]) fekete igen
4. Ha egy cstcs piros, mindkét gyerek fekete igen
5. Minden ut egy csucstol a leszarmazott igen

levelekig ugyanannyi fekete csticsot
tartalmaz

Ebben az esetben nincs tennivalo.



e e
iros-Fekete fak — torles

Ha a kitorolt elem (y) fekete volt

Tulajdonsag és leirasa Igaz?
1. Minden cstcs piros vagy fekete igen
2. A gyokér fekete 277
3. Minden levél (nil[T]) fekete igen
4. Ha egy cstcs piros, mindkét gyerek fekete 277
5. Minden ut egy csucstol a leszarmazott 277

levelekig ugyanannyi fekete csticsot
tartalmaz

Az .elvesztett” fekete csticsot kell ,potolni’.
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Piros-Fekete fak — torlés

Ahhoz, hogy helyreallitsuk a fekete csticsok szamat

minden aton, a gyerekének adjuk a kitorolt cstucs fekete
szinet

Ugy képzeljiik, hogy a gyerekének most van egy extra
feketéje

e Ha a gyerek szine fekete, akkor most dupla-fekete,

e Ha a gyerek szine piros, akkor most piros-fekete

« Ténylegesen nem valtoztatjuk a csticsot a kddban, csak ugy
vesszuk, mintha...

Ezzel a legnehezebb, 5. tulajdonsagot teljesitjiik
e Cserébe az 1., 2. tulajdonsagot nem

e A gyerek se nem piros, se nem fekete.



Piros-Fekete fak — torlés

Az 1. tulajdonsag helyreadllitasara ezt az ,extra” feketét vissziik
felfelé a faban, mig a kovetkezok egyike igaz nem lesz:

x egy piros-fekete csticsra mutat. Ekkor feketére szinezziik, és
kész

x a fa gyokerére mutat. Ha dupla-fekete, eltavolitjuk az egyik
feketéjét, és kész, mert ha a gyokérbdl visziink el egy extra
feketét, akkor egyforma marad a levelekhez vezet6 utakon a
feketék szama

Olyan ponthoz ériink, ahol forgatasokkal és atszinezésekkel el
tudjuk tavolitani az extra feketét ugy, hogy nem sértjiik meg a
piros-fekete tulajdonsagokat tobbé
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ms-Fekete fak — torlés

PF-FABOL-TOROL(T,z) -- t6rlés, mint bindris keres&fabdl,
majd p-f helyredllitas

if bal[z]=nil[T] or jobb[z]=nil[T] -- jelold strazsa
then y«z -- 0@ vagy 1 gyerek
else y«FABAN-KOVETKEZO(T,z) -- 2 gyerek

if bal[y]#nil[T]
then x<bally] -- X az y @ vagy 1 gyerekére mutat
else x«jobb[y]

szUl6[x] «szluld[y] -- ha volt (egy) gyereke, beflizzik

if szuld[y]= nil[T]
then gyokér[T]<«x
else if y = bal[szuld[y]]
then bal[szulo[y]]«x
else jobb[szuld[y]]«x
if y#z
then kulcs[z]«kulcs[y] -- ha két gyerek volt
(ha van egyéb mez6, azt is)
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mFekete fak — torlés

PF-FABOL-TOROL(T,z) -- folytatas
if szin[y]=FEKETE -- ha y PIROS, akkor PF
tulajdonsag OK
(fm nem valtozott sehol,
piros-piros szulb6-gyerek
kapcsolat nem keletkezett.)
then PF-FABOL-TOROL-JAVIT(T,X)
-- az X ténylegesen a
torlendonek a gyereke!

return y



T
iros-Fekete fak — torlés
Mi séril?

e Ha az y fekete volt, akkor most minden tt, ami az y-n

keresztul haladt, eggyel kevesebb fekete pontot fog
tartalmazni

« y 6seire nem teljesiil a 5. tulajdonsag
Amikor y-t eltavolitjuk, fekete értékeét ,tovabbadjuk” a
gyerekének
e Ha x is fekete volt, akkor most ,kétszeresen fekete” lesz

« Ez sérti az 1. tulajdonsagot



ms-Fekete fak — torlés

Lehetséges esetek:

« (Csak azokat vessziik figyelembe, ahol x balgyerek, ahol jobb, az
szimmetrikusan adodik.

» wjeloli x testvérét (w <- jobb[sziil6[x]] )
1. eset: x testvére w piros
>. eset: x testvére w fekete és w mindkét gyereke fekete
3. eset: x testvére w fekete, w balgyereke piros, jobbgyereke
fekete
4. eset: x testvére w fekete, w jobbgyereke piros
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1. eset

x duplan fekete, és a testvére (w) piros
* w-nek van fekete fia

o igy w és sziil6[x] szinét felcserélve és balra forgatva a szil6[x]-t, az x 4j
testvére fekete lesz

° 2.3.,vagy 4. eset
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“Piros-Fekete fak - torlés
1. eset: X testvére w piros
e Pszeudokdd:
if szin[w]=PIROS
then szin[w]<«FEKETE
szin[szuld[x]]«PIROS

BALRA-FORGAT (T, sziild[x])
w<—jobb[szulo[x]]
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7. eset

A w is fekete, igy nézziik az 6 gyerekeinek a szinét

e ha mindkét fia fekete: elvehetiink egy feketét x-t6l és w-t61 igy x egyszer
fekete, w piros lesz, és sziil6[x]| kap extra feketét,

e Ezutan folytatjuk a helyreallitasi ciklust a szil6[x]-re

¢ szinu
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mFekete fak - torlés

2. eset: x testvére w fekete és w mindkét gyereke fekete

e Pszeudokodd:
if szin[bal[w]]=FEKETE and
szin[jobb[w] ]=FEKETE
then szin[w]«PIROS
X<—SzUlo[ x]
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3. ese

» w fekete, bal fia piros, jobb fia fekete
e w és bal[w] szinét cseréljiik, majd jobbforgatas w-re, az 4j w fekete, és
jobb fia piros
o A 4. esettel folytatjuk

¢ szinu




—_— /
Piros-Fekete fak - torlés

3. eset: x testvére w fekete, w balgyereke piros,
jobbgyereke fekete

e Pszeudokdd:

else if szin[jobb[w]]=FEKETE
then szin[bal[w] ]« FEKETE;
szin[w]«PIROS,
JOBBRA-FORGAT(T,w);
w<—jobb[szuld[x]]



"4, eset

* w fekete és jobb fia piros

o w, szll6[x] és jobb[w] szinét valtjuk, majd sziil6[x] koril balraforgatva
ugy torolhetjik le az x extra feketéjét, hogy a PF tulajdonsag marad

e Ezutan x legyen a részfa gyokere és kész

¢ szinl ‘ ¢ szinl




Piros-Fekete fak - torlés

4. eset: X testvére w fekete, w jobbgyereke piros
e Pszeudokdd:

szin[w]<«szin[szuld[x]]

szin[szuld[x] ]«FEKETE;

szin[jobb[w] ]«FEKETE
BALRA-FORGAT(T, sziil6[x])
X < gyokér[T]
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Piros-Fekete fak — algoritmusok

PF-FABOL-TOROL-JAVIT(T,x)
while x = gyokér[T] and szin[x]= FEKETE
do if x = bal[szuld[x]]
then w«jobb[szuld[x]]
if szin[w]=PIROS
then szin[w]<«FEKETE; szin[szul6[x]]«PIROS
BALRA-FORGAT(T,szul6[x]); w«jobb[szil6[x]]
if szin[bal[w]] = FEKETE and szin[jobb[w]] = FEKETE
then szin[w]<« PIROS; x<«-szuld[x]
else if szin[jobb[w]]= FEKETE
then szin[bal[w]]<«FEKETE; szin[w]<«PIROS
JOBBRA-FORGAT(T,w); w«jobb[szil6[x]]
szin[w]« szin[szuld[x]]
szin[szUlo[x]]«FEKETE; szin[jobb[w]]«FEKETE
BALRA-FORGAT(T, szilé[x])
X<—gyokér[T]
else ua., mint a then, csak a bal és jobb felcserélve
szin[gyokér[T] ]«FEKETE



Piros-Fekete fak — Elemzés

Hozzaadas
e Beszuras
« Osszehasonlitasok O(log, n)
« PF-tulajdonsaghoz O(log, n)
Minden lépésnél x felfelé mozog a faban legalabb egy szintet
e Osszesen O(log, n)
Torlés
o Osszesen szintén O(log, n)

Bonyolultabb, de O(log, n) viselkedést ad dinamikus
esetekben is!



“Dinamikus fak: PF vagy AVL?

Beszuras
e AVL: két menet a fan keresztul

o lefelé a cstcs beszurasahoz
- felfelé az Gjrakiegyensulyozashoz

» Piros-Fekete: két menet a fan keresztil
« lefelé a cstcs beszurasahoz

- felfelé az Gjrakiegyensulyozashoz

A Piros-Fekete népszeriibb?
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Dinamikus fak: PF vagy AVL?

Beszuras
e Ha a Cormen et al. konyvet olvassuk,
- nem indokolja, hogy miért részesiti elényben a Piros-Fekete fakat

e Weiss konyvében szerepel, hogy egy Piros-Fekete fat ki
lehet egyenstilyozni egy menetben

« M A Weiss, Algorithms, Data Structures and Problem Solving
with C++, Addison-Wesley, 1996

- Igy a Piros-Fekete fak hatékonyabbak lesznek, mint az AVL fak!
Fontos olvasni a szakirodalmat



Dinamikus fik

Beszuras egy menetben

e Ahogy megyiink lefelé a fan, ha talalunk egy csticsot
két piros gyerekkel, valtoztassuk a szinét pirosra és a
gyerekekét feketére

e Ez nem valtoztatja a fekete csticsok szamat egyetlen titon
sem

e Ha ennek a csucsnak a sziil6je piros volt, akkor forgatas kell

- A forgatas lehet sima, vagy dupla



