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“AVL 4k

* Az els6 kiegyensulyozott fa algoritmus

e Kitaldloi: Adelson-Velskii és Landis (1962)
* Tulajdonsagok

* Binaris rendez6fa

e A bal és jobb részfak magassaga legfeljebb 1-gyel
kiilonbozik egymastol

e A részfik is AVL fak
e AVL fa

Nem AVL fa
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AVL fak
Jelolje m(f) az f binaris fa magassagat (szintjeinek

szamat), ha x az f fa egy csucsa: ekkor m(x) jel6li az x-
gyokeru részfa magassagat

Definicié (AVL-tulajdonsag)

e Egy binaris keres6fa AVL-fa, ha minden x csticsara teljestil,
hogy |m(bal[x]) - m(jobb[x])| <1



“AVL fak

® Mekkora a k-szinttit AVL-fa minimalis csticsszama?
k=1 k=2 k=3 k=4
S; =1 S, =2 S; =4 S, =7

Ch




“AVL fak

® Mekkora a k-szinttit AVL-fa minimalis csticsszama?
k=5
Se =12
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AVL fak

Osszefiiggés az AVL-fa pontszama és magassaga kozott:
e n adattal felépithet6 fa minimalis magassaga?
» Ez egy majdnem teljes binaris fa
e n adattal felépithet6 fa maximalis magassaga?

« Ugyanez a kérdés: az adott h szintszamu AVL-fak koziil mennyi a
minimalis pontszam?

e Valasz

« A h szintszamu minimalis csucsszamu AVL-fa gyokerének
egyik részfdja h- 1, a masik h- 2 szint(i

« Az eredeti fa minimalitdasa miatt pedig mindkét részfa minimalis
csucsszamu



/X/

~AVL fa maximalis magassaga

Rekurzio:
Sh — 1 + Sh—l + Sh_z




AVL fak — magassag
Tétel

Egy h magassaga AVL fanak legalabb F;,, ; — 1 csticsa van
Bizonyitas
e Legyen §; a legkisebb h magassagu AVL fa mérete
- ezt jeloljik majd n-nel
e Ismert, hogy
e So=0¢6sS5; =1,valamint S, =1+ S5;,_1 + S5,
e Indukcidt hasznalva
© Shp = Fpiz—1
Ez a ,,3-mal eltolt Fibonacci” szam
Fpiz =1+ Fpp1 —1=Fpy3 — 1



AVL fak — magassag

Tétel: Ha F AVL fa, akkor h(F) < 1,44 xlog,(n + 1) aholnaz F fa
pontjainak szamat jeloli
Bizonyitas: Legyen S; az i magassagu, legkevesebb pontot tartalmazé AVL
fa pontjainak szama, jeloljuik B; = §; + 1

e EkkorBy =1,B; =2¢ésB,, = B,,_,+B;,—1 (ham > 1)

e Lemma: ®™ < B,, ahol ® = (1 ++/5)/2

e 1 =% < B,® < B,. Teljes indukcidval, a 2 ...m — 1-re igaz B,,, =

Bp_2+Bp_1 < @M% 4+ @Ml = @M2(1 + D)

e Ugyanakkor (1 + ®) = ®?

Tehat @™ < B, = Sp, + 1 <n + lazazm *log,® < log,(n + 1)

Ekkor h(F) = m < (1og1 5) *log,(n+ 1) = 1,44+ log, (n + 1)
2




~Ujrakiegyensulyozas beszurasnal

* Amikor beszurunk egy elemet az AVL tulajdonsag
elromolhat

e Ezt helyre kell hozni

» 4 eset:
+ 16s 4 tukorképek
- 2 és 3 tukorképek

A
Py

A




“Ujrakiegyensulyozas beszurasnal
Egy 4j attributumot vezetiink be, a kiegyensulyozasi
tenyezot

e -1: bal részfa magasabb 1-gyel

e 0 : egyforma magasak a részfak
e +1: jobb részfa magasabb 1-gyel



A (++,+) szabaly:

beszuras

Az j levél a y részfaba kertilt.
a<x<B<y<y A beszuras el6tt a fa magassaga h+2 volt.



/ A (++,+) Sza bély: Az 1j levél a y részfaba kerilt.

A beszuras elott a fa magassaga h+2 volt.

Forgatas:
Ennek a tiikkorképe a

o) ik

A forgatas utan ismét h+2 a magassag.
(--,-) szabaly! (1. eset) Ezért feljebb, a befoglal6 faban (ha van),

iltozatlanul érvényes az AVL tulajdonsa
<y< va Yy ) g
a<xX<P<y<y nem kell feljebb menni ellendrizni.










A (++,-) szabaly:

Az j levél a z alatti B vagy y részfaba kertilt.
A beszuras el6tt a z csucs alatti fak egyformak:

++

h-1 h
h h-1
a<x<P<z<y<y<d A besztiras utan az egyik részfa magassaga h

lett, a masik maradt h-1.



Dupla forgatas kell: el6szor jobbra:

( ( \

h-1v.
h

vV.+

h h-

a<x<PB<z<y<y<o
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A (++,-) szabaly:

Dupla forgatas kell: azutan balra:




_ 4 . A beszuras el6tt az x gyokert fa magassaga
A (++I ) Szabaly' h+2 volt.

A forgatads utan ismét h+2 a magassag.
Ezért feljebb, a befoglal6 faban (ha van),

Végeredmény
valtozatlanul érvényes az AVL tulajdonsag,
nem kell feljebb menni ellendrizni.

- /\

AA AA

Tovabbra is igaz:
a<x<B<z<y<y<d

Ennek a tiikkorképe a (--,+) szabaly!
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Ujrakiegyensulyozas beszurasnal
Osszefoglalva:

e A beszurds utan az 4j levéltol felfelé haladva a gyokér felé
ujra szamoljuk a csucsok cimkéit ezen az itvonalon. Ha egy
x csucs cimkéje ++ vagy —— lesz, akkor az x gyokerti (rész)fa
(esetleg dupla) forgatasaval helyreallithato az AVL
tulajdonsag.

e A tényleges helyreallitasi Iépés miiveletigénye: O(1)



jrakiegyensulyozas beszurasnal

Tétel

e Legyen S egy n csticsbol 4116 AVL-fa. BESZUR(s; S) utdn
legfeljebb egy (esetleg dupla) forgatassal helyreallithaté az
AVL-tulajdonsag. A beszuras koltsége ezzel egytitt is
O(logn).

Bizonyitas

e az el6zBekbdl kovetkezik



- AVL fak — ujrakiegyensulyozas torlésnél
A torlés az o részfaban tortént. Ennek a

magassaga h+1 volt és h lett. Az x gyoker(

+ fa magassaga h+3 volt

++

h+1

oa<x<PB<y<y



A (++,+) (++,0) szabalyok

oa<x<PB<y<y

a‘ magassaga h+3 volt. Forgatas:

A torlés az o részfaban tortént. Ennek a
magassaga h+1 volt és h lett. Az x gyokert fa

A forgatds utan h+2 a magassag. Ezért feljebb, a befoglalé faban
(havan), nem biztos, hogy valtozatlanul érvényes az AVL

tulajdonsag, feljebb kell menni ellendrizni, amig a gyokérig
nem jutunk.
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A (++,+) szabaly

Ha az eredeti faban példaul: f T
+
+
\ h h+4
h+1
o

a<x<PB<y<y<z<o




A (++,+) szabaly

Akkor az eredmény fa:

h+2 0
h
h+1
h

feljebb kell menni ellendrizni, és sziikség szerint
a<x<PB<y<y<z<o helyreadllitani, amig a gyokérig nem jutunk.



- V 4
A ( + + ) - ) S Z a b a | y A torlés az a részfaban torténik. Ennek a

magassaga h+1 volt és h lett. Az x gyokert
fa magassaga h+3.

h-1w. hv.
h h-1

a<x<PB<z<y<y<o

dupla
forgatas




Dupla forgatas kell: el6szor jobbra:

£ ( \

h-1v.
h

h-1v.
h h-

a<x<PB<z<y<y<o
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A (++,-) szabaly

Dupla forgatas kell: azutan balra:




; A ( + +’ _ ) S Z a b a’ | y A forgatés utan h+2 a magassag. Ezért

feljebb, a befoglal6 faban (ha van), nem

Veéoeredmén biztos, hogy valtozatlanul érvényes az AVL
5 Y tulajdonsag, feljebb kell menni

ellendrizni, amig a gyokérig nem jutunk.

- /\

AA AA

Tovabbra is igaz:
a<x<B<z<y<y<d
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Uﬂiegyensulyozés torlésnél

Osszefoglalva:

e Mivel az x gyoker(i fa magassaga csokkent a forgatassal, ezért feljebb is,
ha van befoglalé fa, elromolhatott az AVL tulajdonsag

o A torlés utan a torolt elem sziil6jétdl kezdve felfelé haladva a gyokér felé
ujra szamoljuk a csticsok cimkéit ezen az ttvonalon

e Ha egy x cstics cimkéje ++ vagy —- lesz, akkor az x gyoker( (rész)fa
(esetleg dupla) forgatasaval helyreallitjuk annak AVL tulajdonsagat

e Ha x nem a gyokér, akkor feljebb kell 1épni és folytatni kell az
ellenérzést

o Szélséséges esetben az adott titvonal minden pontjaban forgatni kell
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leﬁkiegyensalyozés torlésnél

Tétel

e Az n pontu AVL-fabol valo torlés utan legfeljebb
1,44log,n (sima vagy dupla) forgatas helyreallitja az AVL-
tulajdonsagot.

Bizonyitas

e az el6zBekbdl kovetkezik.
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Osszefoglalas
AVL fak

e Az els6 dinamikusan kiegyensulyozott fak
e A magassag az optimalis 44%-an beliil

o Ujrakiegyenstilyozas forgatasokkal

e O(logn)



