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5. ANALIZIS
A KOMPLEX FREKVENCIATARTOMANYBAN:

AZ EGYOLDALAS LAPLACE TRANSZFORMACIO

Ervényesség és alkalmazas:
e LTI rendszek estén haszndlhatd (szuperpoziciét kihasznilja)

e Egyoldalas Laplace transzformacié: Belépd fuggvényekre alkalmazhaté

o A gerjesztéseket komplex exponencidlis fuggvények linedris kombinacidjaként allitjuk elo
°

Kezdeti értékek figyelembe vehetok, a stabilitasvizsgalat elvégezheto
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TIPIKUS VALASZJELEK:

Impedancia (kétpdlus): Atviteli fiiggvény (négypélus):
+ © 4
+
(1) T@ y(t) N P @ x(t) NP y(t)
o —o

A Kirchhoff egyenletek alapjan felirt rendszerjellemzd differencidl egyenlet:

d™y d" 1y dy dx
i A @y N Y
O ggn T =gy T T G a0y ggm T ot

ahol z(t) a gerjesztés és y(t) a valaszjel

Feladat: Adott x(t) gerjesztés mellett y(¢) valaszjel meghatdrozasa
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A
d"y d" 1y dy d"x
o . . it — b, —
n’ggn T O gy T AT a0y dtm

+ -+ box

differencidl egyenlet teljes megolddsa két megoldas osszegébdl allithatd elo:

1. tranziens megoldas (a homogén differencial egyenlet altaldnos megolddsa)
Karakterisztikus egyenlet, a rendszer stabilitasat adja meg

2. allandésult allapotbeli megoldas (az inhomogén differencidl egyenlet egy
partikularis megolddsa)

Vedd észre: A Ce®t fliggvény

e mindig eldallitja a tranziens megoldast és

t

e az allandésult allapotbeli megoldast is, ha a gerjesztéseket az Ape®" alaku

fuggvények osztdlydra korlatozzuk

Tetszéleges x(t) gerjesztések a Age® fliggvények szuperpozicidjaval allithatdk
eldo = szuperpozicid csak linearis rendszer esetén alkalmazhatd
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A komplex frekvenciatartomany: s = o + jw

Fuggvények osztalyanak korlatozasa:

jw e Fourier transzformicié: eTi«t = frek-

venciatartomany (jw) => szinuszos jelek
+ szuperpozicié = allanddsult allapot
Komplex konjugdlt gyokok a jw tengelyen

! e Kétoldalas Laplace transzformacié: et =
komplex frekvenciatartomany (s) = komp-
lex exponencialis jelek + szuperpozicié =
tranziens + allandésult allapot

X
~ |
Ix

Gyokok a teljes s-sikon

idofluggvények |éphetnek fel

¥ \ - @ Valés gyok (o-tengely)
® Komplex konjugdlt gyokpar

Belépo fuggvények: A bazisfuiggvények csak

m Fizikai rendszerbol eredo korlat: Csak valds

t > 0 tartomanyra vannak megadva!
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A Laplace transzformacio,
azaz analizis az s komplex frekvenciatartomanyban

Idotartomany

s-tartomany

e

Linearis rendszer

l

Differencidl egyenlet

J
Diff. egy. megoldasa

{

Valaszjel

—
Laplace transzformacid

p—
Laplace transzformdacié

<

Inverz Laplace transzf.

{

Transzformalt rendszer
(Operétoros impedancia)

l

Algebrai egyenlet

{

Algebrai médszerek

l

Megoldas az s-tartomany-
ban
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A belépo fuggvény definicidja

Az 1(t) = u(t) egységugras fliggvény:

Yy =

SRS

Belépo fuggvény eldallitasa:

0, hat <0
F(t) 1) = { f(t), hat>0

Vedd észre: t = 0 idOopontban a belépd fuggvény nem értelmezett
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Az egyoldalas Laplace transzformacid definicidja:

F(s) = L{f(t)} = / :o F(t)e"tdt

Megjegyzések: e Az egyoldalas Laplace transzformacidval a jeleket csak a
t > 0 tartomanyban vizsgaljuk

e At = 0 idopontban mért értékeket a kezdeti értékek
adjak meg

e At < 0 idotartomdanyra az egyoldalas Laplace transz-
formaciéval semmit nem tudunk mondani
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Az egyoldalas Laplace transzformacié alkalmazasa

Az f(t) idofiiggvényhez egy F(s) Laplace transzformaltat rendeliink, és a
szamitdasokat a komplex frekvenciatartomanyban végezzuk el

Elonyok:

integro-differencidl egyenletek helyett algebrai egyenleteket kapunk

az atviteli fuggvények az operdtoros impedancidk segitségével a kapcsolasi
rajzbdl kozvetleniil felirhaték (nem kell Kirchhoff)

valamennyi, a halézatokra kidolgozott tételek igazak maradnak
stabilitasvizsgalat elvégezheto
az atviteli fuggvények megvaldsitasdra szintézis mddszerek vannak

az atviteli fuggvényekbdl s = jw behelyettesitéssel atmehetunk a frekvencia
tartomdnyba, azaz megkapjuk a frekvenciavdlasz-fuggvényt

a kezdeti értékek figyelembe vehetok
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Inverz Laplace transzformacio (visszatérés az idétartomanyba)

1 o+jp
f(t) = L Y{F(s)} = — lim / F(s)e®**ds, ahol o > o
2w) P Jo_ip

az integrdlast az s = o + jw komplex frekvenciatartomanyban kell elvégezni egy, a jw
tengellyel parhuzamos, a szingularitasoktdl jobbra es6 egyenes mentén

Inverz Laplace transzformacio elvégzése
® inverzids integral kiértékelése a reziduum-tétel segitségével
® résztortekre bontds és tablazat alapjan (mérnoki gyakorlat)

o kifejtési tétellel (szisztematikus résztortekre bontds; mérnoki gyakorlat)
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Kirchhoff torvények és haldzati tételek az s-tartomanyban

Idotartomany s-tartomany
1. Kirchhoff csoméponti torvénye W:
i,(t) i(1)
i, (1)
Zl(t) + ’Lz(t) — Zg(t) -+ ’L4(t) =0 Il(S) -+ I2(3) — I3(S) -+ I4(S) =0

2. Kirchhoff hurok torvénye ARSIk

+ + +

v (t v, (1) vs(1)

—v1(t) + v2(t) + vs(t) = 0 —Vi(s) + Va(s) + Vi(s) = 0

Kirchhoff egyenletek és haldzati tételek igazak/alkalmazhaték az s-tartomanyban
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Jelforrasok az s-tartomanyban

Idotartomany

Feszultségforras
v(t) = vs(t)

i(t) : az dramkor hatdrozza meg

Aramforras
i(t) = is(t)

v(t) : az dramkor hatdrozza meg

s-tartomany

V(s) = Vs(s)

I(s) = Is(s)
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Operatoros impendanciak a kezdeti értékekkel (Fesziiltségforras)

Idotartomany

Ellenallas

vRr(t) = Rig(t)

Induktivitas

oL (t) _p %Lt

dt
ir,(0+) =i, (0)

Kapacitas
1 t
t) =— ] d
volt) =5 [ ic(rydr

+vc(0)
ve(0+) =vc(0)

Ip (1)

—
o—
+

o———

i, ()

—>
o——
+

no S » Vi)

o—

i (1)
O—
+

) ==c »

O

I,(s)
o_—_—>

°
Ve(?) §R » Vi (5) §R

O—
I, (s)
—
+
Ls
Li, (0
I.(s)
O—
+
——1/Cs

e L v
- S

s-tartomany

Vr(s) = RIR(s)

Vi (s) =sL I (s)
—L21,(0)

Ve(s) =5 Ie(s)

+vc(0)
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Operatoros impendanciak a kezdeti értékekkel (Aramforrss)

Idotartomany

Ellenallas

iR(t) = —vR()

Induktivitas

t
i) =1 [ vp(rdr

+1ir,(0)
ir,(0+) =ir,(0)

Kapacitas

ic(t) = ¢ 2¢O

dt
ve(0+) =ve(0)

s-tartomany

In(s) = = Va(s)

Ip(s) === Vi (s)

S

+’iL(0)

| Ic(s) =sC V(s)
v 0) —Cvc(0)
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Operatoros impendanciak definicidja

Z(s) Feszultség Laplace transzformiltja
§) = —;
Aram Laplace transzformaltja

Ellendllds:  Zg(s) = X&) — R

Ir(s)
Induktivitds:  Zr(s) = 752 = sL
Kapacitas: Zc(s) = ‘I/g((j)) =&

Vigyazz: A kezdeti értékeket az el6zo két fdélidn bemutatott mddon,
jarulékos feszultség- ill. dramforrasokkal figyelembe kell venni
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Legfontosabb idofuggvények Laplace transzformaltjai

|ld6tartomdny, t > 0 s-tartomany
(1) 1
u(t) %
L .l_ E ’Id .
(n— D! 5 gy pelda:
o —st
e—at 1 F(S) = ,/(H_ f(t)e dt
s+ o
-l e—ut 1 > —st
. = F(s) =L{u(®)} = [ u(t)e™"dt
0+
oo
6@t — T) e—sT — e—stdt — _1 e—st |8f|3-: l
[cos wot] ST-_%CO—% 0+ s S
[sin wot] ﬁ
[e‘“‘ COS (O(]t] (?—i“—sa-)t—ia)%
®@o

[e=** sin wot] CETLET
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Laplace transzformaciora vonatkozé tételek

ldétartomany s-tartomany
£ SF(s)—f(0+)
4 1
Jrad s Fontos tulajdonsagok
_tf ) dgf) ® Szuperpoziciét  kihasznaltuk
—> csak linedris rendszerekre
—i-f(t) [F@az alkalmazhaté
Ty . s ® Unicitds: Egyértelmii megfe-
?f[?]' ” ? lelés az idofliggvény és annak
-=f(0) Foied Laplace transzformdltja kozt
1e—T) f—T) =T F(s) ® Linearis integral transz-
formacié = Linearitas
I+ fr(®) = 2 fr(t—kT) Fr(s) meg6r26d|k
k& S
fr@®) =0, t=<0, =T
t
O *f2(0) = [f1@ falt—1)dr Fi(s) Fa(s)
0
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Inverz Laplace transzformacid: Résztortekre bontas

a) Misodfoka nevezd

1 _1[1 1]
s+w) als s+a
1 ~1[1 1]

G+ (s+p) T a-B s+a s+B] -

§ _ 1l Je B ]
G+ +p) a—pBls+ea s+ 8]

b) Harmadfokd nevezd

-1 1 Je 1 1]
S(s+a) o |52 5 s+a

1 11 @ 1
s$(s+ a)® o |s (s+o) s+o

1 _ 1 [a;ﬁhL B @ ]
ss+0)G+H  afla—PpLl 5  sta s+8

Megjegyzések:
® Mivel az atviteli figgvény

polinom

polinom

alakd, a résztortekre bontds mindig
elvégezhetd

® A résztortekre bontas matematikai
kézikonyvekben megtaldlhaté

® A kifejtési tétel nem mds, mint egy szisz-
tematikus eljaras a a résztortekre bontasra
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Az altalanos idobeli jelenségek vizsgalatanak menete egyoldalas Laplace
transzformacio alkalmazasaval

1. Gerjesztés-valasz osszefiiggés kifejezése Laplace transzformacioval
1.1 Gerjesztések Laplace transzformacidja

1.2 Halézati egyenletek felirdsa az s operdtoros impedanciaval
1.3 Vdlaszjel kifejezése a gerjesztés és atviteli fliggvény szorzataként:
Vi(s) =Z(s)I(s)
I(s) =Y (s)V(s)
Vi(s) =H(s)Vi(s)
Va(s) =Zr(s)I1(s)

2. Visszatérés az idotaromanyba: Inverz Laplace transzformacio
2.1 Idofuggvény felismerése
2.2 Laplace transzformacids tablazat
2.3 Résztortekre bontas, kifejtési tétel

2.4 Inverz Laplace transzformator:
http:/ /www.eecircle.com /applets/007 /ILaplace.html
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Aszimptotikus viselkedés

1. f(t) meghatarozasa a t — 0 helyen

Hm{f(t)} = f(0+) = lim {sF(s)}

2. f(t) meghatarozasa a t — oo helyen

Jim {f(¢)} = lim{sF(s)}

Alkalmazas:

o Kezdeti és végértékek meghatarozasa
Emlékezz, v (t) és i (t) az idoben mindig folytonos fliggvények!!!

e Kapott eredmények gyors ellenorzése
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Az atviteli és az impulzusvalasz-fuggvények kapcsolata

Atvitel; fuggvény definicidja:

_Y(s) M(s)
) = X6 ~ N
. ° A h(t) = L~1{H(s)} az impulzusvalasz-fliggvény
0, z(t) | NP _oy(t) (sulyfiggvény), amely

® a §(t) fliggvényre adott valasz, és

e hildzatjellemz6 fuggvény, azaz

y(t) = /00 h(m)x(t — 7)dT

— OO

Vedd észre, a Laplace transzformacié az idotartomanybeli konvoluciot
szorzasba viszi at az s komplex frekvenciatartomanyban
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Az atviteli fuggvény alakja:
Emlékezz, a be és kimenet kozti kapcsolatot leird differencidl egyenlet alakja

VY e Y6,y bl Z b
a,— a,,_ oo ai— a = b,,——— oo T
dt» Vdgn—1 Yae T Y dtm °

ahol a gerjesztéseket a K;e% fluggvények osztdlydra korldtozzuk, és a
valaszjeleket C;e®i* alakban keressiik

Ezért az atviteli figgvény polinom /polinom alakd lesz

M (s)
N (s)

H(s) =

KOLUMBAN Géza — Informéaciés Technolégiai Kar aramkorok_05laplace20.pdf: 21. oldal



Pazmany Péter Katolikus Egyetem Elektronikai és biolégiai dramkorok

Az atviteli fuggvény tulajdonsagai:

e A Laplace transzformiacid legfobb elonye, hogy vele atviteli fliiggvény ge-
neralhatd, amelybdl a valaszjel egy egyszerii szorzassal eloallithato

_ _ M(s)
Y(s) = H(s)X(s) = N(s) X (s)
e A frekvenciavdlasz-fuggvény az atviteli fuggvénybdl s = jw behelyet-

tesitéssel eloallithatd

H(jw) = H(w) = H(s) |s=jo
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Stabilitasvizsgalat az s-tartomanyban

Egy rendszer instabil, ha zérus bemenet mellett nullatél kulonbozd kimenetet
general

Y (s) = H(s)X(s) =

X(s)=0 de Y(s)#O0, —> N(s)Y(s) = M(s)X(s) =0

Gerjedés, azaz az oszcillacié feltétele
N(s) =0

azaz a karakterisztikus egyenlet gyokei a jw tengelyen, vagy a jobb félsikon
vannak

Stabilitas feltétele:
az N (s) karakterisztikus egyenlet valamennyi gyoke az s tartomanyban
a bal félsikon talalhaté
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Stabilis rendszer: A karakterisztikus egyenlet gyokeinek a bal félsikon kell
lenniuk a komplex frekvencia sikon

s-tartomany idétartomany s-tartomany idotartomany

j&)
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