PPKE ITK LINEARIS ALGEBRA

Vektorterek
(Gyakorlaton lesz hasonlo6 feladat)

Lattuk, hogy tobbfajta struktira is rendelkezik a térvektorok altal alkotott struktira, az un.
vektortér tulajdonsdgaival. Ha matematikai objektumok valamely nem tires V halmazin meg
lehet megadni az 6sszeadast, és valamely testbdl vett Un. skalarokkal valé szamszorost ugy, hogy
az alabbi definicionak eleget tegyen, akkor altalaban is az igy keletkez0 strukturat vektortérnek
nevezzik. Az alabbi definicid tehat a térvektorok tulajdonsagait foglalja 0ssze. A cél az altalunk
jol ismert 3 dimenzi0s tér szerkezetének altalanositasa.
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PPKE ITK LINEARIS ALGEBRA

Definicio: Vektortér
V =0 Halmaz T test: + ;-
+ ; Abel — csoport
Abel - csoport Abel — csoport
(DE: a + egységének nincsen invezre

a - miveletre nézve nézve )
N\ y

Disztributivitas (ezzel lehet a két miivelet kozott
kiilonbséget tenni, a szorzas disztributiv az 6sszeadasra névze):

a(B+y) =af +ay
Test elemeit skalaroknak (szamoknak) nevezziik.

PL: valos szamok, rac. Szdmok késobb lesz komplex szamok

N !

E két stukturat koti 0ssze a skalarral valo szorzas:

I'v=v1l veV,K 1leT
Auv) = (Apv - veV, A,uneT
(Atp)v =Av+uv - veV, AueT
AV1tHV,) = AV, AeV | v V,eV

V elemeit vektoroknak nevezziik (ha a fenti stuktara szerint beszéliink roluk).
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PPKE ITK LINEARIS ALGEBRA

Példak valos szamok folotti vektorterekre:

- sik vektorai: geometriai és rendezett par értelemben is, a szokdsos 0sszeaddsra és szammal val6 szorzasra
nézve vektorteret alkotnak a valos (raciondlis) szamok teste felett.

- tér vektorai: geometriai és rendezett harmas értelemben is, a szokasos 6sszeadasra €s szammal valo
szorzasra nézve vektorteret alkotnak a valos (raciondlis) szamok teste felett.

- Nxm-es matrixok, specialisan: 1 x n —es sorvektorok, n x 1-es oszlopvektorok a szokasos matrix
Osszeadasra és szammal valo szorzasra nézve vektorteret alkotnak a valds (racionalis) szamok teste felett.

e
-az 1@ 2] alakt 2 x 2-es matrixok, ahol acR, a szokasos matrix dsszeadasra és szammal vald szorzasra

nézve vektorteret alkotnak a valos (raciondlis) szamok teste felett.

- az egyetlen elemet, a 0 vektort tartalmazé halmaz a szokasos matrix 0sszeadasra €s szammal vald szorzasra
nézve vektorteret alkot a valds (raciondlis) szdmok teste felett.

- Minden test tekinthetd onmaga feletti vektortérnek.

- legfeljebb n-edfoku polinomok R felett
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PPKE ITK LINEARIS ALGEBRA

A definicio kovetkezménvei:

1. Barmely A €T —re A0=0, ahol 0 a V halmazbeli 6sszeadas inverze

v+0=v /A (hiszen, ha két vektor egyenld, szamszorosaik is egyenldk)

A(v+0)=Av, baloldal felbontva a vegyes disztributiv szably szerint: AVHAL0=AV
Mindkét vektorhoz a jobb- €s a baloldalon (AV) inverz elemét, (ky)'l-et hozzaadva:
WH(W) 0=V (M)

0  +A0=0 az egység definicigjat alkalmazva:

20=0

2. Barmely veV-re Ov=0, ahol 0 a T testbeli 0sszeadas egységeleme.
Biz.: X v=(A+0)v=Av+0v

szabalyt alkalmaztuk.

Mindkét oldalhoz (Lv) inverz elemét, (A\v)'-et hozzaadva:
AWHW)™ = Av+(hy) +0v

0 =0+ Ov=0v
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PPKE ITK LINEARIS ALGEBRA

3. Barmely veV-re, (-1)v=v", ahol (-1) a T testbeli szorzas egységelemének az Gsszeadasra vonatkozo

inverze, v~ pedig a vektortérben a v vektor 0sszeadasra vonatkozo inverze.
Biz.:

0=((-1)+1)v a 2. allitas miatt

0= (-1)v+1v=(-1)v+v a vektortér vegyes disztributivitasi szabalya miatt, valamint az 1v=V kikotése miatt.
Masrészt

Q:y'1+y a 0 definicioja miatt. Mindket oldalhoz v inverz elemét, y’l-et hozzaadva:

v =(-1vty v

v =(-1)v+0

v =(-1)y

4. Ha A v=0, AeT, veV akkor vagy A =0, vagy v=0 (mindkettd is lehet)

Biz.: Ha A=0, akkor A-nak létezik a szorzasra vonatkozé inverze a T testben, legyen ez A ™.
A v=0 mindkét oldalt beszorozva k’l-gyel, A=At

Baloldal=1v=v, ahol 1 a tesbeli szorzas egységeleme

Jobboldal=0 az 1. kovetkezmény miatt.
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PPKE ITK LINEARIS ALGEBRA

Def.:

A T test feletti V vektortér egy nemiires WV részhalmazat altérnek nevezziik a V-ben, ha W maga is

vektortér ugyanazon T test felett ugyanazokra a V-beli vektormiiveletekre (pontosabban ezeknek a
miuveleteknek a W-re torténd megszoritasaira) nézve.

Példak altérre:

1.

2.

sikvektorok halmazactérvektorok halmaza

ha a sikvektorokat (x, y, 0) szamharmasokkal (x, y €R), a térvektorokat (X, y, z) szamharmasokkal (x,
Y, Z €R) pedig reprezentaljuk, akkor a 0 harmadik elemmel rendelkez6 rendezett szamharmasok
vektortere altere az altalanos alak(l szamharmasoknak.

A(a, b, c), ahol A, a, b, ceR, alakt szamharmasok a valos szamtest felett, ha az 6sszeadast megfeleld
elemenként definidljuk, a szammal valo szorzast pedig elemenkénti szorzassal (biz. késobb).
a 0

b ¢

i M
Az [ 2] alaki valds elemil matrixok alteret alkotnak az alakt valos elemi matrixok

a b

c d

vektorterében, amelyek alteret alkotnak az { Llakﬁ valds elemi matrixok vektorterében a valos

(racionalis) szamok teste felett.

. Minden vektortérben a {0} altér.
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PPKE ITK LINEARIS ALGEBRA

Jelolés: R x R x....x R=R", spec.: R x R=R* R x R x R=R®
Megjegyzés: R?és R® Iényegében azonos (pontosabban izomorf, 1d. késébb) a sik illetve a tér vektoraival.

Feladatok:

1. Altalanositsa a 2. példat rendezett szam n-esekre!
2. Milyen éaltalanositas tehetd a 3. példaval kapcsolatban?

Tétel: Egy T test feletti V vektortérben egy W nemiires részhalmaz akkor €s csak akkor altér, ha:
(i) u, veW=u+veW
(i) veW, Ae T=>AveW teljesiil.

Megjegyzés: Ha a vektortér egy részhalmazarol be akarjuk latni, hogy egyben altér is, elegendo azt
bizonyitani, hogy a vektorok 0sszeadasa €s a skalarral vald szorzas nem vezet ki a részhalmazbol.

Biz.: A kommutativitas, asszociativitas, disztributiv szabalyok altalanos érvénytiek, igy azokat nem kell
bizonyitani. Kérdéses lehet az egység (vektor) és az inverz(vektor) létezése.

Ezeket a tétel feltételei biztositjak, hiszen 0 €T esetén barmely ve W-re Ov=0, ami (ii) miatt W-beli.
Hasonloan, -1eT-re a (ii) feltétel miatt, és a fent bizonyitott 3. kovetkezmény miatt (—1)v=v™", vagyis
minden W-beli elem +-ra vonatkoz6 inverze is W-beli.
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PPKE ITK LINEARIS ALGEBRA

Igazoljuk a fenti, altérre vonatkoz6 példak helyességét!

Definicio:

C,V, +C,V, +---+CV,

A ViV2r Ve vektorok linedris kombinacioja

ahol ¢.,C,,....C, € T.

Azt mondjuk, hogy a v vektor a Vi:Y5:--+,VYy lineéris kombinacidja, ha 3 €,Cy.-...C € T, amelyekkel

V=0CV, +CV, +--+CVy (T az a test, amely folotti vektortérrél van szd.)

Egy linaris kombinacié trivialis, ha minden skalér egytitthaté 0. Ha van olyan skalar, ami nem
nulla, a linedris kombinacié nem trivialis. Barmely trivialis linearis kombinacio a nullvektort
adja.
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PPKE ITK LINEARIS ALGEBRA

Példa:
4
Irjuk fel a v=|5| vektort a kovetkez6 vektorok linearis kombinacidjaként!
5
o - _
V=2V, =1 |v,=
4 1 -1 3
Megoldas: V= 5|=¢|2[+C,| 1 |+¢4 3|=CV, +C,V, +CV,
3) 3 4 2

< az aléabbi linearis egyenletrendszert kell megoidani:

C, 1 -1 3|c¢ 4
Ac,|=l2 1 3|c,|=|5]
C, 3 4 2|c, 5
¢, =—2t+3 ¢, =t-1 c,=t, teR V= €2t+3v, + #-1v, +tv,, teR

A Vvektor végtelen sokféleképpen allithatdo eld a megadott vektorok linearis
kombinaciojakent.
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Példa: a 2 X 2-es matrixok vektorterében a ,,vektorok” a 2 x 2-es matrixok. Tekintsiik itt az

alabbi ,,vektorokat:
0 2 -1 3 -2 0 0 8
Vl = q V2 = , V3 = , V=
P N T I TS [

irjuk fel a v vektort a vy, V,, V3 vektorok linearis kombinaciojaként!

Megoldas:

0 8 0 2 -1 3 -2 0
V= =1. +2- +(-1)- =V, +2V, -V,
2 1 10 1 2 1 3 '
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PPKE ITK LINEARIS ALGEBRA

Példa: Linearis egyenletrendszer értelmezheto (oszlop)vektorok linearis kombinacidojaként:

X, — X3 =1
2%, +X, =1
3x1+2x2+x3:1'
2
A megoldas: = x=|—-3| ami azt jelenti, hogy
1
2 1 0 —1
-3|=2/2|-3:[1|+1-] 0 |=|1|=D
1 3 2 1 1
1
= 20szlop, (A) —3oszlop, (A) +oszlop,(A)=|1|=b
1

Az egyenletrendszert a matrix oszlopvektorainak linearis kombinacidjaként értelmezve a b

vektor az egyiitthatomatrix oszlopvektorainak linearis kombinacidja. Ez egyben azt is mutatja,
11
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ha van megoldas, akkor a b vektor eldall az oszlopvektorok linearis kombinacidjaként, ha
nincsen megoldas, nem I€tezik ilyen linearis kombinacié sem. Mivel az egyenletrendszer 1éte
onmagaban is indokolja a 3-nal tobb komponensu ,,vektorok™” kezel€sét, ez Gjabb érv a az
altalanos €rtelemben vett vektorterek tanulmanyozasa mellett.

Definicio:

A V,V,,....V, vektorok altal generalt altér (gemeratum) ezen vektorok Osszes linearis
kombinacioja:

(Vi Vpyeo Vg )= GV +CV, ++-+C VY, | €}, €y, € €R

E definicio helyes, ugyanis mint azt fentebb belattuk, valamely vektorok halmaza akkor és
csak akkor altér, ha barmely halmazbeli vektor szamszorosa is halmazbeli, és barmely két
halmazbeli vektor Osszege is halmazbeli. Ez a definiciobol ez esetben konnyen adodik (hf)),
ezért ez generatum valoban alter.

12
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Példa: Vizsgaljuk meg a kovetkezo vektorok altal generalt alteret!

1 0
e, =0}, e =|1]
0 0
Megoldas:
: o \
(e,e, )=1Ce +Ce, =|C, [[C,,C,,C;eRp <& R* R’
0

13
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Példa: Linearis egyenletrendszer értelmezhetd (oszlop)vektorok linearis kombinaciojaként
X, — X5 =1

2
2 i =1 A megoldas: = x=|-3| ami azt jelenti, hogy
3X, +2X, +X; =1 1
2 1 0 -1
-3|=2-{2|-3-|1|+1-| 0 |=|1|=D
1 3 2 1 1
1
= 20szlop, (A) —3oszlop, (A) +oszlop,(A)=|1|=b
1

Az egyenletrendszert a matrix oszlopvektorainak linearis kombinacidjaként értelmezve a b
vektor az egyiitthatomatrix oszlopvektorainak linearis kombinacioja. Ez egyben azt is mutatja,
ha van megoldas, akkor a b vektor eldall az oszlopvektorok linearis kombinacidjaként, ha
nincsen megoldas, nem I€tezik ilyen linearis kombinacié sem. Mivel az egyenletrendszer 1éte
onmagaban is indokolja a 3-nal tobb komponensii ,,vektorok” kezelését, ez Gjabb érv a az
altalanos értelemben vett vektorterek tanulmanyozasa mellett.

14
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PPKE ITK LINEARIS ALGEBRA

Osszefoglalas

Ebben a részben a harom dimenzios tér vektorainak tulajdonsagaibodl kiindulva megfogalmaztuk

cr 7

kovetkezményei:

o) T -re 10=0,
o veV-re Ov=0
e veV-re, (-1)v=v™

Ertelmeztiik az altér, a linearis kombinacio, a generatum fogalmat. Fontos eredmény:
Tétel: Egy T test feletti V vektortérben egy W nemiires részhalmaz akkor €s csak akkor altér, ha:

(i) u, veW=u+veW
(i) veW, Ae T=>AveW teljesiil.

15
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