4. Magtér, Képtér, Izomorfia

1. Mi az alabbi leképezések magtere, képtere? Hany dimenzidsak a megadott alterek? Teljesiil-e a dimenzidtétel?
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M.o.:  A:V;>V, Homogén, Lineéris leképezés

Magtér (KerA) —

,,azoknak a V; -beli vektoroknak a halmaza, amelyeket a leképezés a nullvektorba képez”

Képtér (ImA) —,,a leképezés ,értékkészlete”, azoknak a V,-beli vektoroknak a halmaza, amelyeket a leképezés

hozzarendel egy V;-beli vektorhoz”
Dimenzi6 tétel: dim(KerA) + dim(ImA) = dim V;

a, Minden vektort a nullvektorba képez, ezért:

KerA =V, = R? 2 dim
ImA ={0} 0dim
Dim.tétel: dim(KerA) + dim(ImA) = dim R? > 2+0=2
—2
b, Azokat a vektorokat képezi a nullvektorba, ahol: 3x=2y+7z-9 *73
3y-3z
y yveR,zeR
z
KerA = 2 dim

Minden olyan vektor el6all egy vektor képeként, aminek a masodik koordinataja 0:

3x=2y+7z a
x,y,ze R} = acR
0 0 :
ImA = 1dim
Dim.tétel: dim(KerA) + dim(ImA) = dim R® > 2+1=3
X y) (0
y , , o\ X o
¢, Egy vektor a magtér eleme, ha a képe a null vektor tehat, ha:
- Csak a nullvektor képe nullvektor! KerA = {Q} 0 dim

Viszont tetszéleges kétdimenzids vektor elall valamely vektor képeként:

[ Y ]x,yeR}
-Xx
ImA =

-R’ 2 dim



Dim.tétel: dim(KerA) + dim(ImA) = dim R? > 0+2=2

d, Egy Y/ vektor a magtér eleme, ha a képe a null vektor tehét, ha: \~ +y 0)5>yeRr
- -1
KerA = Y

Minden olyan vektor képvektor, aminek a két koordinataja megegyezik:

X, yeR;y=
xX+y a
ImA =

Dim.tétel: dim(KerA) + dim(ImA) = dim R? > 1+1=2
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1dim

acR

1dim

2. Az 1. feladatban megadott leképezések Izomorfiat hatdroznak-e meg?
Emlékeztetd:

Izomorfia (Izomorf leképezés) vektorterek kdzott:
Bijektiv (kdlcsondsen egyértelmil), homogén és linearis leképezés.

Tétell: Két vektortér kozott akkor és csak akkor létezik izomorf leképezés, ha a dimenzidjuk megegyezik.

Tétel2 : Egy A : V1> V, homogén lineéris leképezés akkor és csak akkor izomorfia, ha:
KerA = {Q} és ImA=V,
M.o.:

Az l.a, és 1.b, feladatok esetén a V; és V, dimenzidja nem egyezik meg, ezért kdzdttik megadott leképezés
biztosan, nem lehet Izomorfia:

a A=R >R

b, A=R >R’
Az 1l.c, és 1.d, feladatokban megadott leképezések esetén a V,és V, dimenzidja megegyezik, hiszen mindkettd

2 2
esetén: A= R™ = R ozért kozottik lehet izomorfiat megadni. Ez még nem jelenti azt, hogy az itt megadott
leképezések tényleg izomorf leképezések, ezért ennek elddntésére felhasznaljuk a Tétel2-t:

¢,  KerA= (th ImA=R’ = v,
Es igy a Tétel2 alapjan kijelenthetjik, hogy a megadott leképezés izomorfia.

; KerA:{ﬂ'”ER .0} {U

Ezért ez a leképezés nem izomorfia!

acR;#
RZ:V

2

3. Adja meg az alabbi matrix altal meghatarozott leképezés magterét, képterét, illetve dontse el, hogy izomorfiat
hataroznak-e meg:



0 1 =2 5
A=
-3 5 —65
-2 4 0
M.o.
-1 0 22 -1 0 22 1 0 -2 27 I 0 0 31
0 1 -2 5 o 1 -2 5 0O 1 -2 5 0O 1 0 9
| —> —

-3 2 5 —65 0 -1 5 1 0 0 3 6 0 0 1
-2 6 4 0 0 4 4 44 0 0 12 24 0O 0 0
—31lu 1 -1 0
— Oy 0 1 -2

Kerd = , ueR ImA= , ,
—2u -3 2 5
u 1 dimenzios altér, -2)\6 4 3 dimenzios

- Nem izomorfia

4. Gyakorlé feladatok.
Mi az alabbi leképezések magtere, képtere? Hany dimenzidsak a megadott alterek? Teljesiil-e a
dimenziotétel?1zomorfiat hataroznak-e meg?

0
X X

X 2X + X
y 3y y —X
X y
3X—-2y+71z X
e, E=|Y 0 f, F= —>| 5X
z y 2y — X
g, Térben egy adott sikra vetités h, Térben egy adott sikra tiikrozés

i, Legyen@ € R" rogzitett, és tetszoleges b € R"esetén a leképezés: b —a-b

_ a b a b a ¢
i, Jd= —a+d k, K: -

c d c d b d
I, P, vektortéren értelmezett derivalas
m, P, vektortéren értelmezett f(X)—> X- f (X) leképezés
n, a,+ax+a,x’ —(x—1)-(a, +ax+a,x?)

0, A kovetkezd matrixokhoz tartozo leképezések

1 1 1 2 1 1 -3 2 7
0 1 -2 5
A=l 2 0 -2 2 6 B=|-1 5 3 -6 C=
-3 2 5 -65
-1 2 5 1 -4 -5 21 5 -35

-2 6 4 0



12 4 I -1 0 7
120 31 0 2 -3 1 -3 6
13 -1 7 2 8 2 0 2 5

al3 4 2 18 al-1 -8 5 cl2 -2 5 2

(Részleges megoldas:
Izomorfia: ¢, d, h K,
Nem izomorfia: a, b, e, f, g,i,j,1,m,n,)

5. Még néhany érdekes feladat:
Izomorfia-eL, ha

a, L:R* > R%visaxy, (a=0).

b, L:P* — P p(x) — p'(X), ahol P a legfeljebb tizedfokd valds egyiitthatds polinomok vektortere, a
vessz6 pedig derivalast jelent.

c, L:P =P p(x)— p(X), ahol P(x)-et gy kapjuk pP(X)-bél, hogy az egyiitthatok sorrendjét
felcseréljiik, tehat a tizedfok tag egyiitthatdja a nulladfokaé lesz, a kilencediké az els6é, és igy tovabb.

d, L: P — P p(X) > & - p(X) , ahol a, az 6todfoku tag egyitthatoja.

e, L a hdromdimenzids térben egy adott, origdn atmend sikra valo vetités.
f, L a hdaromdimenzios térben egymas utani forgatasok, tikrozések és nytjtasok tetszéleges kombinacioja.

Megoldasok:

a, axV=0=Vv=0 vagy a_LV. Az utébbi lehetéség miatt a teljes &-ra meréleges sik a nullvektorba
képezddik le, vagyis ez az egész sik a magtere L-nek, igy a leképezés nem izomorfia.

b, A derivalds miatt a képtérben legfeljebb csak kilencedfoku polinomok lehetnek, vagyis a leképezés nem
szlrjektiv, ezért nem is izomorfia.

¢, lgen, izomorfia. Minden polinomot lehet jellemezni az egyutthatékbdl alkotott oszlopvektorral:
aiO aO

Y

p(x) > . Ebbél az L a kovetkezét gyartja: L(p(X)) = ai , ami a tizenegy dimenzi6s térben a

& CT

tengelyek felcserélését jelenti, és amely természetesen nem érinti azt a tényt, hogy az 6sszes polinom a teljes
tizenegy dimenzios teret ,,lefedi”. A két oszlopvektor csak a komponensek sorrendjében tér el, és csak konvencid

kérdése, hogy melyiket rendeljik mar eleve p(X) -hez.

d, A leképezés még csak nem is linearis, tehat nem lehet izomorfia sem.

e, A vetités egy sikra képezi le az 0sszes vektort, vagyis a képtér nem a teljes R% a leképezés nem sziirjektiv,
nem izomorfia.

f, Mindharom linearis transzformacio tipus izomorfia (ez konnyen lathato), emiatt tetsz6leges szorzatuk is az.



