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Fontos tudnivalok

Tisztelt Vizsgazo!

Jelen kiadvany késziiltségi szinte még nem teljes, a tételek kidolgozasa még nem befejezett.
Kérem, hogy ennek figyelembe vételével olvassa a flizetet, valamint latogasson vissza rend-
szeresen, Ujabb verziok letoltése érdekében!

Jelen flizet a 2013/14/2. tanulmanyi idészak Klasszikus fizika informatikusoknak szobeli
vizsgajahoz lett kiadva. A filizet tartalmazza az intézmény altal nyilvanossagra hozott tétel-
jegyzéket, valamint azok kidolgozott formajat is.

A kiadvanyban barhol, de kiilonosen a kidolgozott tételek korében eléfordulhatnak hianyos-
sagok, bdvebb magyarazatra szorulo részek. Az ezek kiegészitése illetve jegyzetelés, feladat-
megoldas céljabdl a kidolgozott tételeket a fiizetben jegyzetoldalak kovetik.

Eredmeényes felkésziilést kivanunk!

A kiadvanyt dsszeallitotta:
Naszlady Marton Bese — 2014

Kiilon koszonet illeti desikémet, aki rengeteg segitségével miikodott kozre a fiizet elkészitésében.
@l BY NC

Ez a kiadvany a Creative Commons Nevezd meg! — Ne add el! 4.0 Nemzetkozi licenc ala tartozik.
A licenc megtekintéséhez latogasson el a http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/ oldalra.

A kiadvanyban szerepld tartalmi elemek
harmadik személytdl szarmazoé véleményt, értesiilést tiikkroznek.
Az esetlegesen el6fordulo targyi tévedésekbdl fakadd visszas helyzetek
kialakulasaért, illetve azok kdvetkezményeiért a kiaddo nem vallal felelGsséget!
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Tételjegyzék

1) Kinematika I.: A fizika targya, felosztasa. A Nemzetkozi Mértékegységrendszer (SI)
alapmennyiségei €s alapegységei. Hosszlsagés-idé-mérése. Egyenes vonalu egyenletes moz-
gas. Sebesség mérése Doppler-elv alapjan. Térbeli helymeghatarozas (a GPS mukddési elve).
Szabadesés. Egyenes vonalu egyenletesen gyorsuld mozgas. Atlagsebesség, pillanatnyi sebes-
ség definicigja. Harmonikus rezgémozgas.

2.) Kinematika I1.: Kinematikai jellemzok térbeli mozgasoknal. Sebesség €s gyorsulas mint
vektor. Egyenletes kormozgés, Centripetalis gyorsulds. Hajitdsok. Egyenletesen gyorsulo
kérmozgas. Kormozgas és rezgdmozgas kapcsolata. Mozgésok kiilonb6zé koordindtarendsze-
rekben. Polar-, henger-, gdmbi-koordinatak, Térbeli helymeghatarozas V-SCOPE, GPS, VI-
DEO segitségével. Egyszeri numerikus modszerek a v(t) és a(t) fliggvények eldallitasara.

3.) Tomegpont dinamikaja: Newton-torvények. A dinamika alaptérvénye. Erotorvények és a
mozgasegyenlet fogalma. Kezdeti feltételek. Mozgas, alland6 erd hatdsara. Centripetalis erd,
példak kormozgasra (kiipinga, mesterséges hold). F = Fj, nehézségi erd, surlddasi erd, ko-
zegellenallasi erdk, linearis erétdrvény. A harmonikus rezgdmozgas létrejottének dinamikai
feltétele, a mozgasegyenlet megoldasa. Kényszererdk, szabaderdk. Lejtén torténd mozgas.
Szabadesés folyadékban.

4.) Gravitacio, bolygék mozgasa: Kepler-torvények. A Newton-féle gravitacios erétorvény.
Kapcsolata a Kepler-térvényekkel. A gravitacios allandé mérése, Cavendish kisérlet. A Fold
¢s a Nap tomege. Mozgas gravitacios erdtérben. Mesterséges holdak, szokési sebesség. Tav-
kozlési miiholdak.

5.) Tomegpont mozgasara vonatkozé tételek: Impulzus (lendiilet), erélokés. Impulzustétel.
Forgatonyomaték, impulzusmomentum (perdiilet). Impulzusmomentum-tétel. Centralis erétér
(Kepler II. torvénye). Kinetikus energia, elemi munka, pillanatnyi teljesitmény. Er6 munka-
végzése adott gérbére vonatkoztatva. Munkatétel. Munkavégzés specidlis esetekben (allando
erd, lineéris erétorvény, C/r2-es ertorvény mellett). Konzervativ erétér fogalma. Potenciél-
fliggvény bevezetése. A mechanikai energia megmaradasanak tétele.

6.) Pontrendszerek: Pontrendszer fogalma, erék osztalyozasa. Impulzustétel pontrendszerre.
Tomegkozéppont tétel. Zart rendszer fogalma. Impulzusmomentum-tétel pontrendszerre.
Munkatétel pontrendszerre. Zart rendszerre vonatkozo tételek. Utkozések. Tokéletesen rugal-
mas litkozések. Rugalmatlan {itk6zések. Ballisztikus inga. Rakéta mozgasa.
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7.) Merev testek mechanikaja: Szabadsagi fok fogalma. Sikmozgas. Momentan centrum.
Sztatika: Merev test egyensulyanak feltétele. Forgatonyomaték transzformacidja. Egyensulyi
feltétel két, harom eré esetén (példak). Erdpar. Helyettesité erérendszerek. Sikbeli erérend-
szer ered6éje. Parhuzamos erérendszer. Sulypont fogalma, kapcsolata a tomegkodzépponttal.
Dinamika: Kinetikus energia tengely koriili forgasnal. Tehetetlenségi nyomaték és tulajdon-
sagai. A forgd mozgas alapegyenlete. Impulzusmomentum forgd mozgasnal. Tiszta gdrdiilés-

Torzidsrezgések: Fizikai inga.

8.) Folyadékok és gazok mechanikaja: Folyadékok altalanos tulajdonsagai. Bels6 surlodasi
egyiitthatd. Sztatika: Pascal torvénye. Hidrosztatikai nyomas, felhajtoerd. Hidrosztatikai pa-
radoxon. Alkalmazdsok (Uszas). Torricelli kisérlet. A légnyomas fiiggése a magassagtol.
Barometrikus magassagformula és kovetkezményei. Molekularis erék folyadékokban, feliileti
fesziiltség. Gorbiileti nyomas (Laplace-torvény). Kapillaritas jelensége, értelmezése. Dinami-
ka: Aramlasok jellemzése, osztalyozasa. Kontinuitasi egyenlet. Bernoulli-torvény. Alkalma-
zasok. Surlodo folyadékok laminaris aramlasa. Hagen-Poiseuille torvény. Stokes-torvény.

9.) Elektrosztatika I.: Elektrosztatikai alapjelenségek. Coulomb-térvény. A toltés egysége.
Szuperpozicid. Kiterjedt testek elektromos tere (alkalmazéasok). Dipdlus. Az elektrosztatikus
tér konzervativ. Elektromos térerdsség és potencial kapcsolata. Fluxus fogalma, meghataroza-
sa. Gauss- torvény. Elektrosztatikai alapelveken miikodo eszkozok. Toltott részecske mozgasa
homogén elektromos térben (katodsugarcso).

10.) Elektrosztatika Il.: Sikkondenzator. Hengerkondenzator. Kapacitas fogalma. Elektro-

mos tér vezetok és-szigeteldk jelenlétében. Csuicshatas. PolarizacidEnergiasiirliségelektrosz-
tatikus térben. Kondenzatorok soros és parhuzamos kapcsolasa.

11.) Egyenaramok: Aramerdsség, aramsiiriiség fogalma, egysége. Szabad toltéshordozok.
Differencidlis Ohm-térvény, Ohm-torvény. Joule-hd. Fesziiltségforrdsok —a—gyakorlatban.
Elektromotoros erd, belsé ellendllas fogalma. Ellendllasok soros és parhuzamos kapcsolésa.
Kirchhoff toérvények.

12.) Idében allandé és valtozo magneses erdterek: Magneses alapjelenségek. Erdhatas
magneses térben (Lorentz- ero) Toltott reszecskek mozgasalmagneses terben Magneses elté-
rités, ciklotron. Ara ha 2 : aton atélke. Oersted-
kisérlete. Gerjesztési torvény és alkalmazasa1

13.) Maxwell egyenletek Mozga51 1nduk010 A Faraday-féle indukcios torvény. Lentz-
torvénye. Onindukcio. 6r. Energiastiriség elektromagne-
ses térben. Az elektrodinamika alapegyenletemek integralis (differencialis*) alakja. Eltolasi
aram. Maxwell- egyenletek.
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Kidolgozott tételek

1.) Kinematika I.

A fizika targya, felosztasa

A fizika (gorog: pvoig — természet) tudomanya az okori Gérégorszagban fogant meg, és a 18.
szdzadig magéaban foglalta az 6sszes természettudomanyos ismeretet. A 18. szdzadot kovetéen
a fizika a kiséreltek, mérések ¢s megfigyelések révén rengeteg ismeretanyaggal boviilt. Ezt
kovetden a tudomanyag két részre szakad: a fizika az élettelen viladg jelenségeit, azokat a
megvaltozasokat vizsgalja, ahol az anyag nem alakul at; mig a kémia a vegyi folyamatokat
elemzi.

A fizika altal vizsgalt anyagi vilag mérettartoméanya az atomi szinttdl az univerzum hataraig
terjed, és igy valt a fizika valamennyi természettudomany alapjava.

A fizikat aszerint, hogy mely teriiletekkel foglalkozik, az alabbi részekre oszthatjuk f6l: mec-
hanika, termodinamika, elektromossag- és magnességtan, fénytan, relativitaselmélet, atomfi-
zika. A kutatas modszere szerint elméleti és gyakorlati fizikat, a kutatas célja szerint pedig
alap- és alkalmazott kutatast lehet megkiilonboztetni.

A Nemzetkozi Mértékegységrendszer (SI) alapmennyiségei és alapegységei

A nemzetkozi egyiittmiikodés sziikségessé tette a tudomany, a technika és a mindennapi élet
valamennyi teriiletére érvénye, Osszehangolt (koherens) nemzetkdzi mértékegységrendszer
(System International of Units, SI) megalkotasat. A Nemzetk6zi Mértékegységrendszernek
hét alapmennyisége van. Ezek a kovetkezok:

Alapmennyiség Az Sl-alapegység
neve jele neve jele meghatarozasa
A méter annak az utnak a hosszisdga, amelyet
hosszisag l méter m | a fény vakuumban 1/299 792 458-ad masod-

perc alatt tesz meg.

A kilogramm az 1889. évben Parizsban megtar-
tott Elsé Altaldnos Suly- és Mértékiigyi Erte-
kezlet altal a tomeg nemzetkdzi etalonjanak
elfogadott, a Nemzetkozi Suly- és Mértékiigyi
Hivatalban, Sevres-ben 0Orzétt platina-iridium
henger tomege.

tomeg m | kilogramm | kg

A masodperc az alapallapoti cézium-133-atom
két hiperfinom energiaszintje kozotti atmenet-
nek megfeleld sugarzas 9 192 631 770 periodu-
sdnak id6tartama.

1d6 t | masodperc | s

Az amper olyan alland6 elektromos dram erds-
sége, amely két parhuzamos, egyenes, végtelen
hosszusagu, elhanyagolhatéan kicsiny kor-

elektromos I amper A | keresztmetszetli €s vakuumban egymastol |

aramerosseg méter tavolsagban levd vezetében dramolva, e
két vezetd kozott méterenként 2 - 1077 newton
er6t hoz 1étre.

termodinamikai T kelvin K A kelvin a viz harmaspontja termodinamikai
hémérséklet hémérsékletének 1/273,16-szorosa.
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A mol annak a rendszernek az anyagmennyisé-
ge, amely annyi elemi egységet tartalmaz, mint
ahany atom van 0,012 kilogramm tiszta szén-
12-ben.

anyagmennyiség | n mol mol

A kandela az olyan fényforrds fényerdssége
adott iranyban, amely 540 - 10'? hertz frek-
fényerdsség I, kandela cd | vencidji monokromatikus fényt bocsat ki, €s
sugarerdssége ebben az iranyban 1/683-ad watt
per szteradian.

Egyenes vonali egyenletes mozgas

Az olyan mozgasokat, melyeknél a megfigyelt test egyenes vonalban, egyenld 1dokozok alatt
egyenld utakat tesz meg, barmekkorak is ezek az id0kozok, egyenes vonalu egyenletes moz-
gasnak nevezziik.

Az 1t és az 1d6 hanyadosaként kapott adllandé annak mértéke, hogy milyen gyorsan mozog a
test. Ezt az 4llandot a test sebességének nevezziik:

As S

—v illetve =v

Ez utébbibol

s=uwt
A sebesség szarmaztatott fizikai mennyiség, és megmutatja az idéegység alatt megtett utat. SI
egysége a méter per masodperc, jele m/s.

Ha az egyenes vonalu, egyenletes mozgas Ut-id grafikonjat abrazoljuk az (s,t) koordinata-
rendszerben, akkor az origon atmend, valamilyen (tga # 0) meredekségii egyenest kapunk.
Ha a mozgas (v, t) grafikonjat abrazoljuk, akkor az idétengellyel parhuzamos eredményt ka-
punk.

A mozgas geometriai dbrazolasabodl szemléletesen adodik a sebesség nagysaga, mint az egye-
nes meredeksége, illetve a megtett ut, mint a sebesség-ido grafikon alatti teriilet nagysaga.

Példa Egyenes vonalt, egyenletes mozgast végez a Mikola-csében 1évd buborék.

Egyenes vonalll egyenletesen gyorsuld mozgas

Az olyan egyenes vonali mozgasoknal, melyeknél a test sebesség nem allando, hanem az
»gyorsul” illetve ,,lassul”, megallapithat6, hogy a test altal megtett Gt a mozgas kezdetétol
szamitott 1d0 négyzetével aranyos, vagyis

s~ t?, s = kt?
ahol k a mozgast jellemzo allando.

Atlagsebesség, pillanatnyi sebesség definicioja

Természetesen folmertl a kérdés, hogy miként hatarozhaté6 meg ennek a mozgasnak a sebes-
sége, illetve miként értelmezhetjiik a k konsatnst.

Az egyenes vonalu egyenletes mozgas esetén definialt sebességhez hasonldéan most egy atlag-
sebességnek nevezett a v = s/t mennyiséget vezethetlink be. Ez azonban nyilvanvaléan mas-
mas értéket ad attol fliggden, hogy mekkora idétartamra szamitjuk. Eszerint
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vagyis v az id6vel aranyos. Az atlagsebesség nem adja meg a test sebességét az adott idopil-
lanatban. Ezért célszerli az atlagsebességet rovid utszakaszra, rovid idOtartamra kiszamitani.
Egy At iddalatt megtett As ttra kiszdmolva a z atlagsebességet:

_As  s(t+ A —s(t)  k(t+At) - kt?
At At B At

vagyis az atlagsebesség fligg attol, hogy menyi i1d6 telt el a mozgas kezdetétdl a sebességmé-
rés kezdetéig (t), és mennyi ideig mértiink (At). Ezért az adott id6pillanatbeli sebesség meg-
hatarozasdhoz definidljuk a v atlagsebességet azon sorozat hatarértékeként, melyben At — 0.

= 2kt + kAt

v

Matematikai formaban a v pillanatnyi sebesség:
. As ds
v A TS
A négyzetes uttdrvény szerint mozgo test pillanatnyi sebessége tehat v = 2kt.

A test sebességének megvaltozasa, vagyis a test gyorsuldsa (a) definicid szerint a Av sebes-
ségvaltozasnak és a kozben eltelt At idonek a hanyadosa:

Av v(t + At) — v(t) B 2k(t + At) — 2kt

a= A At AL = 2k = allando
Az atlagos gyorsulas hatarértékét, vagyis a pillanatnyi gyorsulast az
o Av dv |
a=lim-—=—=

At-0 At dt v
Osszefiiggés adja meg.
A fenti tipusi mozgasokra a test pillanatnyi- és atlaggyorsulasa megegyezik, mert nem fiigg
az 1d6tél: a = a = 2k, ahonnan k = a/2. Ezek utan a mozgast leir6 egyenletek:
a

s = Etz, v = at, a = alland6

Az ilyen tipusi mozgast egyenes vonali egyenletesen gyorsuld mozgéasnak nevezziik. A gyor-
sulas megmutatja az egységnyi id6 alatti sebességvaltozast, SI egysége a méter per masod-
perc-négyzet, jele: m/s?.

Példa Egyenes vonalu egyenletesen gyorsuld mozgast végez a lejton leguruld golyo.

Szabadesés

A testek esésének jelenségével kapcsolatban végzett szamos kisérlet mind arra az eredményre
mutatott, hogy (vakuumban) anyagi mindségtdl fliggetleniil, azonos gyorsulassal esnek a tes-
tek. Ezt a kitiintetett gyorsulast nehézségi gyorsulasnak nevezziik és g-vel jeloljik. A nehé-
zségi gyosulas értéke Magyarorszagon g ~ 9,81 m/s2. Ennek ismeretében a szabadon es6
test utjat, sebességét az alabbi képletekkel adhatjuk meg:

2
v
szgtz, v=gt, s=-—, v=,2gs, havy=0
2 29
A fiiggblegesen lefelé illetve folfelé elhajitott test altal megtett Ut és sebesség pedig

s=v0ti§t2, v=1v,+ gt
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Harmonikus rezgdmozgas

A rugora akasztott, fliggélegesen kitéritve nyugalmi helyzetébol, majd pedig magara hagyva,
a test két sz€lsoé helyzet kozott periodikusan ismétlédé mozgast végez. Az egy teljes rezgés
megtételéhez sziikséges T 1d6t rezgésidOnek, a maximalis A kitérést amplitidonak nevezziik.

Ha az 1d6t attol a pillanattol kezdjiik szdmitani, amikor a test a nyugalmi helyzetbdl a valasz-
tott pozitiv iranyban halad at, vagyis t = 0-nal x = 0, majd pozitiv, akkor a pillanatnyi kité-
rést az alabbi 0sszefliggés irja le:
asin(7¢)
x =Asin|—
T

Az ilyen mozgést harmonikus rezgémozgasnak nevezziik. Ha a t = 0 iddpillanatban a rezgo-
mozgast végz4 anyagi pont kitérése nem nulla, akkor a kitérés

= asin(Z e+ )
x = Asin|— 7,
ahol ¢ a kezd6fazis (fazisallando), 2m/T-t pedig korfrekvencianak nevezziik, jele w. Ez utob-
bi Sl-egysége a radian per masodperc, jele: rad/s, kifejezése 1 rad/s = 1/s.

A harmonikus rezgés leirasanal a T rezgésidd helyett gyakran a frekvencia (rezgésszam) sze-
repel. Megallapodas szerint a frekvencia (f) a rezgések szamanak (N) és az eltelt idének (t)
a hanyadosa. Mivel N = 1 rezgéshez t = T rezgésid0 tartozik, ezért a frekvencia:
N 1 w
= T =
A frekvencia Sl-egysége a hertz, jele: Hz, kifejezése: 1 Hz = 1/s.

A rezgd test pillanatnyi sebessége a pillanatnyi sebesség definicidja alapjan:

dx d _
V=4 " dt [Asin(wt + )] = Aw cos(wt + @)
A gyorsulas pedig:
dv d |
a= I = I [Aw cos(wt + @)] = —Aw? sin(wt + @) = —w?x

Sebesség mérése Doppler-elv alapjan

Egy all6 megfigyeld felé¢ kozeledd jarmii — melyre hangjelzés-ado késziiléket szereltek — se-
bessége megallapithatd abbdl, ha ismerjiik a kibocsatott jelzés hosszat, ¢s megmérjiik, hogy a
megfigyeld milyen hossza hangjelzést hallott.
A kibocsatott hanghulldm megvaltozott hossza kétféleképp is kifejezheto:

AL = (c —v) AT

AL = c At

ahol ¢ a hang terjedési sebessége, v a forras sebessége, AT a kibocsatott, At az észlelt jelzés
hossza. A fentiekbdl:

_ AL c At
VECTAT T T AT
Ha a megfigyeld is és a hangforras is mozog, akkor e két sebességbdl az kovetkezik, hogy

AL c—v
At = = .

= = AT
ct+u c+u

ahol u a megfigyel6 sebessége, és a hangforrassal szemben, felé kdzeledve mozog.
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Térbeli helymeghatarozas (a GPS miikddési elve)

A GPS (Global Positioning System) a Fold felszinén (illetve emberi 1éptékben attol eltavolo-
dott) objektumok rendkiviil pontos helymeghatarozasat teszi lehetdvé. Miikodési eleve a Fold
felszine f616tt 20 200 km magasan keringd miiholdak altal kibocsatott radiojelek vételén, és a
vételkor meghatarozhaté mithold—megfigyel6 tavolsagon alapszik.

Ha minden miithold egyszerre bocsat ki jelet, akkor a F6ldon 1évé megfigyeld r helyvektora és
a mitholdak 7r4,7,,7r3 helyvektorainak kiilonbsége, vagyis a mitholdak megfigyel6tdl valo
tavolsagai a kovetkezoképp szamolhatok:

lry—7rl=(t1-6) ¢

|ry —1r|=(1,-68) ‘¢,

lr3—7|=(13-6) ¢,
ahol 74,7, T3 a mitholdak jele észlelésének megfigyeld altal mért idGeltolodasa, § a megfi-

gyeld idomérd késziilékének bizonytalansaga, ¢, pedig a mitholdak altal kisugarzott radiojel
terjedési sebessége (az adott kozegben).

Mivel ez harom egyenlet, melyben § miatt négy ismeretlen van, az egyértelmii megoldashoz
sziikség van egy negyedik mihold jelének vételére is. Ezzel mar az egyenletrendszer megold-
hat6.
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2.) Kinematika II. @

Kinematikai jellemzdk térbeli mozgasoknal

Az anyagi pont mozgésat a vonatkoztatasi rendszerhez kotott koordinatarendszerben irjuk le.
A koordinatarendszer origdjabol az anyagi ponthoz hiizott iranyitott szakaszt, -t helyvektor-
nak nevezziik. A helyvektor a mozgés soran valtozik, azaz r az id6 fiiggvénye, amit roviden
igy jelolhetiink: r(t).

Azt a gorbét, amelyet az anyagi pont mozgasa soran leir, a mozgas palyajanak nevezziik. A
palya egészének vagy egy részének hossza az Gt. A palya kezdépontjabol a végpontjaba muta-
t6 vektor elmozdulas-vektor (7).

A test mozgasanak leirasa azt jelenti, hogy megadjuk a helyvektor nagysagat €s iranyat min-
den idépillanatban, vagy ami ezzel egyenértéki, a helyvektor koordinatainak x(t), y(t), z(t)
értékét, minden pillanatban.

A mozgasok kinematikai leirdsanal arra keresiink vélaszt, hogy hogyan mozognak a testek,
hogyan fligg a megtett ut, elmozdulés, helyvektor az id6tdl.

Egy mozgést akkor tekinthetiink ismernek, ha minden t iddpillanatban meg tudjuk adni a
helyvektort, azaz tudjuk a test helyzetét.

Sebesség és gyorsulas mint vektor
A hiromdimenzios térben torténd mozgasoknal a sebesség és a gyorsulds is vektormennyiség.

Sebességvektor
Az s(t) sebességvektor nagysdga megadja a test ¢t iddpillanatbeli sebességét, a vektor irdnya
pedig megegyezik azzal az irannyal, amerre a test mozog.

A t, iddpillanatban a pillanatnyi sebesség a kovetkezéképpen definidlhato:

A . r()—r(ty) |
vlto) = fim gy = lm g, ()

A pillanatnyi sebesség (ha l1étezik) akkor az adott térgdrbe érintdvektora.
Ez koordinatés alakban irva
x(®) = x(ty)

_y@) -yt .. z(t) —z(to)
m—. m——— -k

v(ty) = lim + i + i
vagyis
X
v=|y|=T1, lv| = fv,§+v3§+v22
z
Gyorsulasvektor

Ha a sebességvektor megvaltozasat, azaz a gyorsulast tekintjiik, akkor ez a (pillanatnyi) gyor-
sulas kifejezhetd a kovetkezOképpen:

a(ty) = AlitI_T)lOA_ = lim i v(ty) = 7(to)
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Egyenletes kormozgas

Ha egy kor mentén egyenletes sebességgel mozgo test jeloléseket ejt a korvonalon, akkor e
jelolések tavolsagabol elolvashato, hogy a kdrmozgast végzo test egyenld iddtartamok alatt
egyenld iveket és kozépponti szogeket fut be, barmekkorak is ezek az idétartamok.

A5 b= dllands, 22 = o = 4lland

A = v = allands, A = @ = alland6

A két osszefiiggéssel definialt v sebességet keriileti sebességnek, az w sebességet pedig sz6g-
sebességnek nevezziik. Egy teljes korbefordulas T periddusideje alatt a megtett it nagysaga
egy teljes koriv (2rm), az elfordulas pedig egy teljes szog (2m). Ezért

2rm _ lamint 21 _

i valamin i
A szogsebesség Sl-egysége a radian per masodperc, jele: rad/s, kifejezése 1 rad/s = 1/s. A
két utobbi egyenletbdl a kertileti sebesség €s a szogsebesség kapcesolatara folirhato a

V=Trw

Osszefliggés. Az egyenletes kormozgas jellemzésére bevezetésre keriilt még a fordulatszdm is,
jele: n. Fordulatszamon a megtett N fordulat és az ezalatt eltelt ¢t id6 hanyadosat értjiikk. Mivel
N = 1 fordulathoz t = T periodusidé kell, ezért a fordulatszam:

A fordulatszam SI-egysége 1/s.

Centripetalis gyorsulas

A kormozgas teljes kinematikai leirasdhoz meg kell hatdroznunk a test gyorsuldsat is. Bar a
test sebességének nagysaga allando, iranya pillanatonként valtozik, tehat gyorsul. Ha At id6-
kiilonbséggel vesziink két sebességvektort, akkor azok kiillonbsége, Av a kor(iv) hurja lesz. A
sebesség megvaltozasanak nagysaga, azaz a hlr hossza:

|Av| = v - Ap
vagyis kozel egyenld a v sugarral rajzolt iv hosszaval. Hatarértékben, mikor a mérés idotar-

tama At — 0, az atlaggyorsulas a — a, vagyis tart a pillanatnyi gyorsulashoz:

v-Ap v

a= =VW=—=7TW0
At r

A gyorsulés iranya merdleges a sebességre és a kor kozéppontja felé mutat, ezért centripetalis

gyorsuldsnak nevezziik:

2

2
Aep = — =Tw?* = VO
r

Egyenletesen gyorsuld kormozgés

Ha a korpalyan mozgo test egyenletesen gyorsulva mozog, akkor megfigyelhetd, hogy a test
altal befutott ivek és kdzépponti szogek az eltelt id6 négyzetével aranyosak, vagyis

s~ t?, @ ~t?
illetve mas alakban

s = kt?, @ = Kt?
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ahol k és K allando. Az utdbbi két egyenlettel az egyenes vonalu egyenletesen valtozé moz-
gasnal levezetett modon felirhatok a kovetkezd osszefliggések erre az esetre is:

at 2 , ,
s= ?t , vV = ast, a; = allandé

ahol s a t 1d6 alatt befutott iv hossza, v a kdrmozgast végzo test pillanatnyi keriileti sebessé-
ge, a; pedig a tetst érintdleges (tangencialis) gyorsuldsa, mely a sebességvaltozas miatti gyor-
sulas. Hasonldan a szogelfordulasra is

Q= gtz, w = ft, B = éllandé

ahol ¢ a szogelfordulas, w a pillanatnyi szogsebesség, [ pedig a
Aw
g = i allandé

egyenlettel bevezetett szoggyorsulds. A szoggorsulas SI-egysége a radian per masodperc a
négyzeten, jele: rad/s?, kifejezése: 1 rad/s? = 1/s"2.
Figyelembe véve a koriv €s a kdozépponti szog kozotti kapesolatot, azaz hogy

S=rp
a kertileti gyorsulas és a szoggyorsulas kozotti dsszefliggés

a =1p
ahol r a korpalya sugara.
Ha a kezdeti sebesség v, # 0, és vele egyiitt a kezdeti szogsebesség w, # 0, akkor az egyen-

letek a kovetkezoképpen mddosulnak:

a
s = vt + ?ttz, v = vy + a.t, a, = allando

_ B, _ y .
<p—w0t+5t, w = wy + ft, p = allando

Kormozgés és rezgdmozgas kapcsolata

Ha a kormozgast végzd test periodusideje megegyezik a rezgd test rezgésidejével és a kor
sugara egyenld a rezgés amplitidojaval, akkor a két mozgo test ernydre kivetitett képe min-
den iddpillanatban egybeesik.

Ebbdl az a tapasztalat szlirhetd le, hogy az egyenletes kormozgast végzo testnek a kor atméro-
jére esd vetiileti mozgasa harmonikus rezgdmozgas. A kdrmozgast végz0 test vetiiletének
kitérése:
X =rsing

ahol x a korpalyan mozgo test tavolsaga a kozépponton at huzott egyenestdl, ¢ ugyanezen
egyenes €s a kor kozéppontjat a testtel 6sszekotd szakasz altal bezart szog, r pedig a kor suga-
ra. Figyelembe véve azt, hogy az egyenletes kormozgas miatt ¢ = wt, valamint hogy a vetii-
let maximalis értéke A = r, a fonti egyenlet

x = Asin wt

alakot 0lt, ahol w a kormozgas szogsebessége, illetve a rezgdmozgas korfrekvenciaja. A kor-
mozgas Vi = rw keriileti sebességébdl konnyen szarmaztathat6 a rezgémozgas sebessége:

v = Aw cos wt
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Hasonldan a rezgémozgés gyorsulasa

2

a = —Aw?sinwt = —w?x

Hajitasok

Vizszintes hajitas

Ha egyidejiileg két tomegpontot azonos magassagbol leejtiink ugy, hogy az egyiknek vizszin-
tesen kezddsebességet adunk, akkor azt tapasztaljuk, hogy a két test egyszerre ér foldet. Ha a
vizszintesen elhajitott test palyajanak kezddpontjaba egy derékszogli koordinatarendszert he-
lyeziink, akkor az elhajitott test elmozdulasanak x illetve y iranyG skalarkomponenseire a
kovetkezo dsszefiiggéseket kapjuk:

X =vot, y= %tz
A megfeleld sebességkomponensekre
Uy = Vg, v, = gt
A gyorsulaskomponensekre pedig
a, =0, ay, =g

Ha a legf6ls6 egyenletbdl kifejezziik az idot €s a masodik egyenletbe helyettesitjiik, megkap-
juk a test x és y helykoordinatai kozotti osszefliggést, az igynevezett palyaecgyenletet:

A
y 2v,

Lathatd, hogy a mozgo test palydja parabola. A mozgasok fliggetlensége elvének felhasznala-
saval a gorbe vonali mozgast két egyenes vonalu mozgasra vezettiik vissza.

Ferde hajitas

Ha a testet nem vizszintesen, hanem a vizszinteshez képest valamilyen a szoggel 16jiik ki,
akkor a palyagorbéhez illesztett derékszogii koordinatarendszerben az x illetve y iranyu el-
mozduldsok skalarkomponenseit a kdvetkezd egyenletek irjak le:

X = v, cos at, y=vosinat—%t2

A megfeleld irdnyu sebességkomponensek:
v, = Vycosa, vy =Vpsina — gt

A gyorsulaskomponensek pedig
a, =0, ay, =—g

Ebben a leirasban a ferde hajitast két egymasra merdleges, egyenes vonali mozgésra bontot-
tuk fe. Ha a mar latott mddon az elsd egyenletbdl kifejezziik az 1d6t és a masodikba helyette-

sitjiik, akkor megkapjuk a hajitas palyaegyenletét:

9 2
= t _
y=xied 2v¢ cos? a”

A helyet, sebességet és gyorsulast leird egyenletekbdl kovetkeztetni lehet a palya tetépontja-
nak magassagara, az elérhetd legnagyobb tavolsagra, az emelkedés idejére. E képletek a ko-
vetkezOképpen vezethetdk le:

A palya tetépontjan a test fiiggdleges iranyu sebessége nulla. Azaz
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vy(te) = 0 =vysina — gt,
ahol t, az emelkedési id6, vagyis amig a test a palya tetépontjara nem jut. Ebbdl kifejezve:
_ Vgsina
g
Az emelkedés idejének ismeretében megadhato a palya tetOpontjanak magassaga:

e

h = y(t,) = (vosina)® g (Vo sin a)z _ (v sin a)?
max = Y\le) = 7 > 7 = 2
A teljes mozgés idétartama t,, = 2¢, (nyilvanvaléan), és ezért foldet érés tavolsiga:

2vysina V¢ |
Smax = X(tym) = vycosa - ——— = ?sm 2a

Polar-, henger-, gombi-koordinatak

Polarkoordinatak

Egy adott (x, y) € R? pont polarkoordinatai (r, ¢), ahol r a pont origotdl vett tivolsiga, ¢ az
origobol az adott pontba mutatd vektornak az x tengely pozitiv részével bezart szoge. igy te-
hat a polarkoordinatakra

r € Rt u {0}, @ € [0,2m)

Atszamitasi modok

Descartes — polar polar — Descartes
r=x2%+y2 X =T1rcos @
@ = "arctg(y/x)" y=rsing
Hengerkoordinatak

Egy adott (x, y,z) € R3 pont hengerkoordinatai (r, ¢, z), melyeket igy definialunk: (r, @) a
pont xy sikra vett vetiiletének polarkoordinatai, z pedig a harmadik Descartes koordinata.

Atszamitasi modok

Descartes — henger henger — Descartes
r = W X =1Cos@
¢ = "arctg(y/x)" y=rsing
z=1z zZ=1z

Gombi koordinatak
Egy adott (x,y,z) € R3 pont gémbi koordinatai (7,9, @), melyeket a kovetkezoképp definia-
lunk: r a pont origotol vett tavolsaga, 9 a pontba mutatd helyvektor és a z tengely pozitiv
része altal bezart szog, ¢ a pontba mutato helyvektor xy sikra vett vetiiletének az x tengely
pozitiv részével bezart szoge.
Atszamitdsi médok

Descartes — gombi gombi — Descartes

r=4x2+y2+2z2 x =rsind cos ¢
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@ = "arctg(y/x)" y =rsindsing

m Z =1rcos?V
z

Y = arctg

Mozgasok kiilonbdz6 koordinatarendszerekben

Az elézéekben megismertetett koordinata-rendszerekkel bizonyos specidlis térgérbén torténd
mozgasok egyszerlibben kifejezhetok.

Kormozgas
Ha egy R sugaru koron torténd egyenletes kormozgast akarunk kifejezni, akkor a témegpont
helyzetét leird r:t — (r, @) helyfiiggvény, melynek koordinatafiiggvénye r(t) és @(t), a
kovetkezoképpen fejezheto ki:

r(t) =R, @(t) = @o + wot
ahol ¢, a kezdeti szogelfordulas, w, pedig a szogsebesség.

Csavarvonal

Ha a térben egy tomegpont egy henger feliiletén egyenletes kormozgas kdzben z tengely ira-
nyaba emelkedik, akkor csavarvonalat ir le. A pontba mutat6 helyfiggvény r:t +— (r, @, z),
melynek koordinatafiiggvényei a kdvetkezOképpen fejezhetdek ki:

r(t) =R, p(t) = @ + wyt, z(t) = ct

ahol @, és w, az el6z6 példaban ismertetett ennyiségek, ¢ pedig az emelkedés litemét megha-
tarozo allando.

Cikolis-gorbe

Ha egy korlap tiszta gordiilése kozben a keriiletének egy rogzitett pontjat (pl. egy kerék futo-
feliiletébe szorult kavicsot) vizsgalunk, akkor a gordiilés soran a kavics egy ciklois nevii gor-
bét fog leirni. Ha e gérbéhez egy derékszogl koordindtarendszert rogzitiink, akkor a gdrbe
egyenletét az alabbi koordinatafiiggvények adjak meg:

x(t) = Rp(t) — Rsin@(t) = Rlwyt — sin wyt]

y(t) =R —Rcos@(t) =R[1— coswyt]
ahol R a korlap sugara, ¢ (t) a szogelfordulas-fiiggvény, illetve w, a szogsebesség.
Arkhimédészi spiral
Az arkhimédészi spiral olyan spiralis sikgdrbe, melyet egy rogzitett pontbol allando sebesség-
gel tavolodo és ugyanezen pont koriil egyenletes szogsebességgel forgomozgast végzo test

palyaja rajzol. Az (r, @) polarkoordinatakkal kifejezve a tomegpont t idépillanatbeli helyze-
tét, a koordinatafiiggvények a kdvetkezéként alakulnak:
r(t) =1y + vot
@(t) = @o + wot
Ez utobbi egyenletbdl t-t kifejezve és azt az els6 egyenletbe helyettesitve az 0sszefliggés
t —
r(t) =ry+ v, .—qo( ) = 9o
Wo

alakban irhat6, ahol 1y a kezdeti tdvolsag az origotol, v,y az egyenes vonali mozgas sebessége,
@(t) a szogelfordulas-fliggvény, @, a kezdeti szogelfordulas, w, pedig a szogsebesség.
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Térbeli helymeghatarozas V-SCOPE, GPS, VIDEO segitségével

V-scope

A V-scope a térben mozgd testek mozgasat koveti nyomon. A rendszer tornyokbol, gombocs-
kakbol €és egy mikroszamitégépbdl all. A gombocska egy infravords-vevobol és egy ultra-
hang-adobol all. A gombocskat a nyomon kdvetendd testhez rogzitve az eszk6z képes meg-
mérni a test térbeli helyzetét. A mérést a tornyok végzik, az ismert helyzetli tornyok infravo-
r0s jelet sugaroznak a gombocskak szdmdra, mire azok ultrahang-kibocséatassal valaszolnak.
A tornyok mérik a valaszul adott hang beérkezéséig eltelt id6t, és igy meghatarozhaté a gom-
bocskdknak a toronytol valo tavolsaga.

A gombocska r helyvektora és a tornyok 74, 13, 3 helyvektorainak kiilonbsége, vagyis a ket-
t6 kozti tavolsagok a kovetkezoképp szamolhatok:

lry — 7| = 1104
|1y — 7| = 1503
|r3 — 1| = 1308

ahol 74, 7,, T3 a gombocska jele észlelésének tornyok altal mért idéeltolodasa, ¢, pedig a hang
terjedési sebessége (az adott kozegben). E tavolsagok ismeretében a gombocska helyzete ha-
romszogeléssel megatarozhato.

GPS
A GPS-szel valo helymeghatdrozds modszerét ldsd az elsd tételben a 10. oldalon!

Video
Mi a teremburaja az a VIDEO? - Ez a Webcam Laboratory.

Egyszerti numerikus modszerek a v(t) és a(t) fiiggvények eloallitasara

Ha ismertek az r(t) helyfiiggvény bizonyos t értékeknél folvett értékei, akkor a v(t) és a(t)
fliggvények eldallitasara tobb madd is kinalkozik.

Az els6 és legegyszerlibb mddszer, hogy a pontokat szakaszokkal 6sszekdtve kozelitjiik a test
palyajat, azonban ez a modszer ,,szégletes”, pontatlan gratikont eredményez.

A logaritmikus simitds modszer azon alapszik, hogy az x(t) pont kornyezetében 1évé
x(t + At) és x(t — At) pontokat is folhasznalva, ezekre parabolat illesztve kozeliti a gorbét.

x(t) = x(ty) + x(tg)At + %a'é(tro)mt)2

1
x(ty + At) = x(ty) + x(to)At + Eje(to)(At)Z
1
x(ty — At) = x(ty) — x(to)At + Ejé(to)(At)z
A fenti egyenletrendszerbdl kifejezve a gyorsulas:
x(ty + At) + x(ty — At) — 2x(t,)
(At)?

a(ty) = %(ty) =

valamint a sebesség
x(ty + At) — x(ty — At)
2At

v(to) = x(to) =
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3.) Tomegpont dinamikaja
Newton-térvények

Newton I. torvénye, a tehetetlenség torvénye

Minden test mindaddig megtartja nyugalmi allapotat, vagy egyenes vonalu egyenletes mozga-
sat, amig mas testekkel valo kélesonhatas annak megvaltoztatdasara nem kényszeriti.

A tehetetlenség torvénye a minden mas testtdl tdvoli objektumok mozgasara vonatkozik. Se-
gitségével definialhatd az inerciarendszer fogalma. Az olyan koordinatarendszert, amelyben a
minden mas testtdl tdvol elhelyezkedd testek nyugalomban vannak vagy egyenes vonalu
egyenletes mozgast végeznek, inerciarendszernek nevezziik.

Newton II. torvénye, a dinamika alaptorvénye
A torvény kimondasa el6tt vezessiik be a sulyos €s a tehetetlen tomeg fogalmat:

sulyos tomeg: a testek egymashoz valo vonzodasanak mértéke (my)
tehetetlen tomeg: a test er6vel szembeni ellenallasa (m;)

Ha egy erémérdvel megvizsgaljuk, hogy ugyanazon test kiillonb6z6 mértékli gyorsitasdhoz
mekkora erdk sziikségesek, akkor linedris Osszefliggést tapasztalunk.

Egy pontszerii test sebességének a megvaltozasa egyenesen aranyos és azonos iranyu a testre
hato F erovel. Az aranyossagi tényezo megegyezik a test m tomegével.
Tehat azt kapjuk, hogy F ~ a. Kisérletileg megallapithatd, hogy az

F

—=m

a
hanyadossal megadott mennyiség, a tomeg csak a gyorsitott testre jellemzd. Minél nagyobb a
test tomege, anndl nagyobb erd sziikséges ahhoz, hogy a testet adott mértékben gyorsitsuk. Az
aranyossagi tényez6, a tomeg SI alapmennyiség, egysége a kilogramm, jele: kg.
Az er6 a tomeg €s a gyorsulas szorzata. SI-egysége a newton, jele: N, meghatarozasa pedig:
1N =1kg m/s%
A specialis esetekben kisérleti ton meghatarozott eré-gyorsulas 0sszefiiggés altalanosan igaz,
pontszerl test gyorsulasa és a ra hat6 F erd kozott fennall az

F =ma
Osszefliggés, ahol m a test tomege. A dinamika alaptérvényét Newton az I = mwv impulzus

segitségével a dinamika alaptorvényét az
Al

T At

alakban irta fel. A torvénynek ez az alakja az m = allandé esetben egyenértékii az F = ma
Osszefiiggéssel, hiszen

F

Al A(mv) Av

At At At
A klasszikus mechanikéban a tomeg allandosaga mindig teljesiil, nagy sebességeknél azon-
ban, amikor a relativitdselmélet torvényeit kell alkalmazni, akkor a tomeg az

my
m =
)

Osszefiiggés szerint sebességfliiggvénnyé valik. Ekkor csak a Newton féle feliras érvényes.
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Newton III. torvénye, a hatas-ellenhatas torvénye

Ha valamely test erdt fejt ki egy masikra, akkor a masik ugyanakkora, de ellentétes iranyu

erot fejt ki ora.

Azaz az A testre B részérdl hatd F 5 er6 €s a B testre A altal kifejtett Fz, erd kozott fennall az
Fap = —Fpy

Osszefiiggés. Ez a hatas-ellenhatds torvénye.

Megjegyzés: Ondlléan a fenti képlettel valo felirds nem szerencsés, mivel nem foglalja maga-

ban azt a feltételt, hogy a két eré hatdsvonalanak kozéosnek kell lennie, illetve a felirasban
szereplo két ero mds-mds testekre hat.

IV. axiéoma, az eréhatasok fiiggetlenségének elve

Ha egy testre egy idopillanatban t6bb erd hat, akkor ezek egyiittes hatasa megegyezik vektori
eredojiik hatdasaval.

Az er6hatasok fliggetlenségének elve szerint tehat, ha egy testre egyszerre tobb erd hat, akkor

ZF_AI
SR
l

Az elvet bar Newton haszndlta, 6nall6 torvényként nem fogalmazta meg.

Er6torvények és a mozgasegyenlet fogalma, kezdeti feltételek

A dinamika alaptorvényébdl, ha az erdket ismerjiik, kovetkeztethetiink a test mozgasara. Ha
pedig a test kinematikai jellemzdi vannak birtokunkban, akkor az er6krdl nyerhetiink felvila-
gositast. Tapasztalat szerint az er0k sokszor pusztan az erdt kifejtd test meghatarozott paramé-
tereinek, pl. helykoordinatainak fiiggvényében megadhatok. Az ilyen fliggvényeket erétorvé-
nyeknek nevezziik. Az az egyenlet, amit akkor kapunk, ha a dinamika alaptorvényébe beirjuk
az er0torvényeket, a mozgasegyenlet.

Ha a gyorsulds helyébe a helyvektor masodik derivaltjat irjuk, akkor az m# = F mozgas-
egyenlet altaldban a mozgas palydjat meghatdroz6 mdasodrendii differenciadlegyenlet, ezért
ahhoz, hogy a mozgas pontos leirasat megadjuk, az erék mellett ismerniink kell valamilyen
pillanatban a mozgéas kinematikai jellemzéit is. Altaldban a mozgas kezddpillanataban szokés
megadni a test helyét €s sebességét. Ezeket az adatokat kezdeti feltétleneknek nevezziik.

Erétorvények

Konstans erok

(1) A Fold kozelében a testekre — dont6en a Fold vonzasa miatt — hatd nehézségi erd jo koze-
litéssel allano. Az erdtorvény:
Fpen =mg

ahol g a nehézségi gyorsulas (vektor).

(2) A testek mozgasba hozasat gatld tapadas surlodasi eré maximuma, melyet az érintkezo
feliiletek anyagi mindségei hataroznak meg

F tmax — UoK

torvény szerinti. Itt p, a tapadasi surlodasi egyiitthatd, K pedig az alatdmasztasi feliilet
altal a testre hat6 egyetlen T erd feliiletre merdleges K komponensének, az un. kényszer-
erének a nagysaga.
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Amikor a testek elmozdulnak egymason, akkor az érintkezd feliileteken csuszasi surloda-
si erd 1ép fel. A cstiszasi surlodasi erét ez

Fes = pK
Osszefliggés adja meg, ahol K az érintkezé feliiletekre merdleges kényszererd, a u pedig a
csuszasi surlodasi egylitthato.
(3) Elektromos erétérben mozgd q pontszerli toltésre hatd eré nagysaga szintén konstans,
hasonldan a nehézségi erdtérben 1€vo testhez, az
F =qE
erétorvénnyel irhato le, ahol E az elektromos térerdsség (vektor).

Linearis erok
(4) A csavarrugo altal kifejtett F,. rugalmas erd aranyos és ellentétes irany a rugd megnyula-
saval, vagyis a rugalmas er6 az

Osszefliggés szerint fligg a megnyulastol, hol D a direkcids allando

Nem linearis erok

(5) Két tomegpont, M és m, melyek tavolsaga r a tomegvonzas miatt vonzoerdt fejtenek ki
egymasra. E gravitacios ero:
Mm
bor =v—%
ahol y a gravitacios allando.
(6) Hasonld a jelenség, hogy ha két toltés, Q és q, melyek tavolsaga szintén 7,
kolesonhatnak. Ekkor a Coulomb-féle er6torvény:

ahol k a Coulomb-féle aranyossagi tényezo.

Sebességtol fiiggo erdok
(7) A Lorentz-er6 az elektromagneses térben mozgd q toltésre hato erd:
F,=q(E+vXB)
ahol E az elektromos térer6sség, B a magneses indukcio és v a toltés sebessége.

(8) Folyadékban szabadon esé test esetén
Fk = kv

Mozgés, alland6 erd hatasara
Allandé erd hatasara 1étrejové mozgéas példaul a szabadesés és a hajitasok. Példaként ezeket
targyaljuk.

A kisérleti tapasztalat szerint tetsz6leges m tomegi testre a Fold kozelében F,.;, = mg nehé-
zségi erd hat. Igy a mozgasegyenlet a szokéasos koordinatarendszerben:

ma = mg
A mozgasegyenletet integralva adodnak a jol ismert Osszefiiggések:

v(t) = vy + gt, x(t) = xg + vot + %tz

irasbeli és szobeli vizsga 1419 20/84 2014. jinius 26.



Klasszikus fizika informatikusoknak — PPKE ITK

Centripetalis erd, példak kormozgasra (kiipinga, mesterséges hold)
Az egyenletes kormozgast végzo test gyorsulasa, az Gn. centripetalis gyorsulas a kor kdzép-
pontja felé¢ mutat. A centripetalis gyorsulas nagysaga tobbféle alakban is kifejezheto:

1]2

acp=ra)2=7=va)

Ahhoz, hogy az m tomegii test ekkora gyorsulassal egyenletesen kdrpalyan mozogjon, a testre
F., = ma., = mro?

nagysagu, a kor kdzéppontja felé mutatod erdnek kell hatnia. Ha egyidejlileg tobb erd is hat a
testre, akkor a centripetalis erd ezeknek az erdknek az ereddje. A centripetalis erd tehat meg-
egyezik az egyenletes kormozgast végzo testre hato erdk ereddjével. Vektori alakban:

Fcp =ZFl =macp
i

Megjegyzés: A testre hato kélcsonhatasi erok kozé gyakran besoroljik a centripetalis erdt is.
Ez hiba, mivel a centripetadlis erd éppen a testre hato eredd erd sugdriranyu osszetevojével
azonos.

Mesterséges holdak mozgasa
A Fold koriil keringd mesterséges holdakra hat6 gravitacios erd a holdakat a Fold koriil kor-
palyara allitja. Ekkor a gravitacids er6tdrvénnyel a mozgasegyenlet
Mm
macp =Y r_2

Emellett a., kifejezhetd, mégpedig a fent mar emlitett alakban:

Ekkor

Kupinga

A fonalra akasztott és egy kup alapkore mentén meglokott test mozgasa kozben, mialatt a
fonal a kup alkotdjaként bejarja a palastot, kormozgast végez. Az Osszeallitast kupinganak
nevezziik. A centripetalis erd ez esetben a fonalerd és a nehézségi erd ereddje.

Fp . m(lsina) sina
i a = =
mg mg cosa
A keringési id6:
472 g S lcosa
_— = — =
T2 lcosa &
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Kényszererdk, szabaderdk

Vannak olyan erdk, melyek meghatarozasahoz a vizsgalt test mozgasanak ismerete is kell. Ez
all fenn, ha a testmozgasanak valamilyen eldirt palyan kell torténnie, példaul ingamozgas
vagy lejtén valo lecstiszas esetében.

Ezekben az esetekben a kényszert megvalosito test altal kifejtett erét nem tudjuk elére erétor-
vénnyel megadni, az erék csak a mozgas, ill. egyensuly koriilményeinek ismeretében adhato
meg. Az ilyen erdket kényszererOknek nevezziik, szemben a szabaderdkkel, amelyek esetén
az er6 a kolcsonhatastol fliggetleniil meghatarozhatd, mert az er6tdrvényt pontosan ismerjik.

Lejton torténd mozgas
Vegyiink fel egy olyan koordinatarendszert, amelynek x tengelye a lejté mentén a test mozga-
sanak iranyéaba, y tengelye pedig a lejtd sikjara merdlegesen felfelé mutat. A sima lejon a test-

re a fiiggdlegesen lefelé mutatd mg erd és a lejtd sikjara merdleges K kényszererd hat. A
mozgasegyenletek:

ma, = mgsina, ma, = K —mgcosa
A kényszerfeltétel pedig az, hogy a testnek a lejté mentén kell mozognia, azaz
y() =0, v, (t) =0, a,(t) =0
Igy a mozgasegyenletbél
v, (t) = gtsina + vy, v,(t) =0

gsina

> t2+vgt +x,, y()=0

x(t) =

adodik.

Amennyiben a lejtd nem sima, de tudjuk, hogy a test biztosan lecsuszik rajta, akkor a u csu-
szasi surlddasi tényezo felhasznaldsaval a mozgasegyenletek az

ma, = mgsina — uk, ma, = K —mgcosa
a kényszerfeltételek pedig az
y(t) =0, v, (t) =0, a,(t) =0
alakot oltik.

A harmonikus rezgdmozgas létrejottének dinamikai feltétele, a mozgasegyenlet
megoldasa
A rug6 megnyulédsa egyenesen aranyos ¢és ellentétes iranyu a nyajto erdvel. Ez ilyen erdt az

F = —-Dx

erétorvénnyel adhatjuk meg, ahol x a megnyulas, D a rugoéra jellemzo egyiitthat6. Keressiik
most azt, hogy milyen mozgast végez az a test, amelyre a linedris er6torvénynek megfeleld
er6 hat. A dinamika alapegyenlete szerint

ma = —Dx
egyenlet megoldasat kell keresni. Ez matematikailag az
mx = —Dx

masodrendii differencidlegyenlethez vezet, ahonnan atrendezés utan
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., D
X+—x=0
m

alakra jutunk. A megoldast korabbi tapasztalataink alapjan példaul az x(t) = A sin(wt + ¢)
alakban kereshetjlik. Vizsgaljuk meg, hogy ezek utan e fliiggvény mikor megoldasa a differen-
cidlegyenletnek. E célbol behelyettesitjlik a kitérés-ido fiiggvényt és a beldle adodo gyorsu-
last, majd kiemelés utan az

D
Asin(wt + @) (— - w2> =0
m
eredményre jutunk. Az egyenletnek minden iddpillanatban teljesiilnie kell. Ez csak tigy lehet-
séges, hogy

——w?=0
m

ahonnan a korfrekvencia és a rezgésido

_|D T—Z\/m
w—m, —nD

A fenti megoldéasban A és ¢ a kezdeti feltételek ismeretében adhato meg.

Amennyiben a rugdt nem vizszintesen, hanem fliggdlegesen akasztjuk fel, akkor a rardgzitett
tomeg a nehézségi erd miatt megnyujtja a rugét. Ekkor:

mX =mg — Dx

Ezt atrendezve

mgy- m
m(e=50) =0~
MIN" L 2 (e~
(x—D)+a)0(x D)—O
ekkor az altalanos megoldas
X = % + Asin(wot + @)
ahol az egyensulyi helyzet eltolodik.

Szabadesés folyadékban

A folyadékban szabadon esd testre a nehézségi erd mellett a kdzegellenallasi erd is hat, mely
utobbi a sebesség fiiggvénye. A mozgasegyenlet

ma = mv = m¥ =mg — F,(v)
A folyadékban mozgo testre hatd kozegellenallasi erdrdl tudjuk, hogy
F,(v) = kv
ahol kicsiny gomb esetén k = 6mnr

A mozgasegyenlet 0] alakja tehat
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=gV E TR T

Mivel a harmonikus rezgdmozgasnal alkalmazott modszerrel a jobboldalon itt is v Szerepel,
ezért

=)

(=) + =) =0

Ahol a zardjeles tagot u-val, k/m-et pedig A-val jeliiljiik, akkor
u+Au=0
vagyis az egyenlet altalanos megoldasa

u=ce M

gy a mozgasegyenlet altaldnos megoldasa

m k
v(t) = Tg +cem
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4.) Gravitacio, bolygok mozgasa
Kepler-torvények

Kepler 1. torvénye
A bolygok olyan ellipszispalyan keringenek a Nap koriil, amelynek egyik fokuszpontjaban a
Nap talalhato.

Kepler II. torvénye
A Naptol a bolygohoz huzott vezérsugar egyenlo idok alatt egyenlo teriileteket surol.

Ez azt jelenti, hogy a AA/At teriileti sebesség allando. Ezt a kovetkezokre lehet visszavezetni:
1
AA = 3 (rv,At)

=28 = Zru = 2l vl sing = - [r x vl
q =5 =510 =zlrlv[sina =Srxv
ahol q a teriileti sebesség, r a gytijtopontbol a bolygdba mutatd vektor, v, pedig erre a hely-

vektorra merdleges sebességkomponens.

Kepler III. torvénye
A Nap koriil keringé kiilonbozo bolygok keringési idoinek négyzetei ugy aranylanak egymas-
hoz, mint a Naptol mert tavolsagaik kobei:

2 & T

— =— — — = 3illandé
2 3 3
T; a; a

A Newton-féle gravitacios erdétdrvény, kapcsolata a Kepler-térvényekkel

Kepler els6 torvénye alapjan a bolygomozgés sikban zajlik, a méasodik térvény miatt pedig
kovetkeztethetlink arra, hogy a hogy a vonzderd a Napot a bolygoval Osszekdtd egyenesre
esik. Kozelitsiik az ellipszispalyat korrel (mint ahogy az a Naprendszer bolygoinal igen jol
teljesiil). Ekkor a centripetalis erd folirhaté mint

F.p = mrw?
ami tovabb egyenld:
472
Fep =mr Tz

Megszorozva ezt r2-tel olyan alakra jutunk, melybdl latszik a harmadik Kepler térvény miatt,
hogy

1
Frz
A Newton-féle gravitacios erdtorvény alakja
mM
bor =y —7-
amit levezethet6 az el6z0 felirasokbol, mivel
47 412
Fep =mrﬁ=mm=Fgr
ahol
. 42
=M
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A gravitacios alland6 mérése, Cavendish kisérlet

A y gravitacids allando mérésére Henry Cavendish szerkesztett eszkozt: a torzids inga egy
nagyon vékony fémszalon fliggd vizszintes radbol, és a rad két végén elhegyezett tomegekbdl
all. Ha a rad két végének kozelében gomb alaku, néhany kg tomegii testeket helyeziink el,
akkor a kis és nagy golyok kozti gravitacids vonzerd hatdsara a vizszintes rad elfordul, a vé-
kony fliggeszt6szal pedig megesavarodik. Az inga akkor lesz egyensulyban, amikor a gravita-
cios erdk forgatonyomatéka és a rugalmas szal visszatéritdé nyomatéka megegyezik. Ebbdl a
gravitacios allando meghatarozhato.

Az inga kis elfordulasanak mértékét a szalra rogzitett tiikkdrre iranyitott fénysugar visszavert
képének ernydn vald elmozduladsanak mérésével lehet megallapitani.

A gravitacios allandot Cavendish mérte meg eldszor, pontos értéke
Nm?
kg?

y = 6,672 10711

A Fold és a Nap tomege

A Naprendszer bolygoéi jo kozelitéssel korpalyan mozognak, azaz a Kepler torvények szerinti

ellipszispalya € numerikus excentricitasa, vagyis a ¢ fokusztavolsag és a fél nagytengely a
C

hossziisaganak ardnya € = - = 0. gy az m tdmegii bolygd mozgasegyenlete a
Mym v?
=m—
Ve a

alakban irhat6 fel. Ebbdl a palyasugdr valamint a keringési id6 ismeretében a Nap My tomege
meghatdrozhato, ha figyelembe vessziik, hogy v = 2an /T

4% a3

My = L

A fenti 6sszefiiggésbe a palya adatait beirva a Nap tomegére My = 1,986 - 103° kg adédik.
Hasonl6 gondolatmenettel a Fold tomege is kiszamithato: My = 5,97 - 10%* kg.

Mozgas gravitacios erdtérben
A Kepler elsd torvényében 1év0 parabolapalyat leird egyenlet, azaz
P
r() = 1—¢ecosg

ahol r a P pont és a (keringés kozéppontjaként szolgald) fokuszpont tavolsaga, ¢ a nagyten-
gely és az r szakasz altal bezart szog, € pedig az ellipszisre jellemz0 numerikus excentricitas
(0<e<)

A gravitacios er6torvénybdl ugyanez levezetetd a
. mM(r)
ma=mi=y—|—
r2 \|r|
differencialegyenlet megoldasaval, melyre
P
r =—
() 1—¢cosg

az eredmény. Tehat kimutattuk, hogy tetszéleges vonzocentrum (pl. a Nap) hatdsdra mozgd
égitestek palyaja mindig kupszelet: a vissza nem téré {istokosok esetén € = 1, azaz parabola,
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vagy € > 1, azaz hiperbola alak palyan haladnak. A tartésan a vonzéascentrum kozelében
marado égitestekre 0 < & < 1, azaz palyajuk ellipszis.

Mesterséges holdak, szokési sebesség

A mesterséges holdak mozgésa is a Newton-féle tomegvonzasi torvénnyel irhatok fel. Ebben
az esetben a Fold a vonzdcentrum, és koriilotte keringenek a mitholdak.

Korsebesség

A miitholdakkal kapcsolatos legegyszertibb kérdés az, hogy a Fold kozéppontjatol bizonyos r
tavolsagban milyen sebességgel kell mozogniuk, hogy palydjuk pontosan kor legyen. A h
magassagban keringd m tomegli mithold mozgéasegyenlete ekkor

Mgm v?

y—g-=m—
r2 r

Mr
v = )/7

Felhasznalva azt, hogy r = Ry + h, illetve, hogy yMr = gR2, az adédik, hogy

Mg ng. Rp
= = e R .
v /VRF+h ’RF+h VIRF" TR+ h

Ha a miihold a Fold felszine fol6tt nagyon kis magassagban kering, azaz h < Rg, akkor a
keringé mithold sebessége

ahonnan

v =4/9Rr

A g = 9,81 m/s? és R = 6370 km értékeket behelyettesitve v; = 7,9 km/s értéket kapunk,
melyet els6 kozmikus sebességnek vagy korsebességnek neveziink.

Ha egy rakétat tekintiink, ami a Foldtél végtelen nagy tdvolsagra eltdvolodott és sebessége
ekkor nullara csokkent, megkapjuk azt a sebességet, amivel a Foldrél inditott test képes el-
hagyni a bolygd vonzokorét. Az energiatétel szerint a rakétara teljesiil, hogy
1 Mrm
2 F
_ _ =0
i Ry

Innen a vy inditasi (szokési) sebesség

v =/ 29Rp

azaz \/2-szor akkora, mint az elsé kozmikus sebesség, tehat v;; = V2 - v; = 11,2 km/s.

Tavkozlési muholdak

Hat ide meg mi kell? = Folddel szinkronban keringd mitholdak. Nyilvan palyasebesség és
keringési magassag. Lesz majd ilyen is, csak érjem meg! :DD
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5.) Tomegpont mozgasara vonatkozo tételek

Impulzustétel

Impulzus, erélokés

Newton masodik térvényének eredeti alakjaban az impulzus szerepelt, vagyis ¢ fogalmazta
meg a dinamika alaptorvényét
Al

F=—
At

alakban. Ez a foliras atalakithato:
AI = FAt, I =mv

mely felirasban az els6 egyenletben szerepld FAt szorzatot er6lokésnek, a masodik egyenlet-
tel definialt I vektort pedig impulzusnak nevezziik.

Impulzustétel
A tétel kimondja, hogy egy test impulzusnak idéegység alatti megvaltozasa egyenld a testre
hat6 erdk ereddjével, vagy masképpen, egy test impulzusdnak megvéltozasa egyenld a testet
ért er6lokések ereddjével.
al
de
A tétel megfogalmazhato integralis alakban is, ha kiintegraljuk a fenti egyenlet kozEéps6- és
jobboldalat:

F=1

t, t,
J I(7r) dr = J F(t)dt
t; t;
vagyis
ta
I(t)) — I(t,) = mvy, —mvy = f F(r)dr
t1

A fenti tételbdl kovetkezik, hogy ha F = 0, akkor mv = allandd, vagyis v = v,
illetve hogy ha F = F,, akkor mv, — mv; = Fy(t, — t;).

Osszefoglalva, az impulzustétel harom alakja:

dl . t2
Al = FAt), 5=F=I mvz—mv1=f F(1r)drt
t
Perdiilettétel
Forgatonyomaték

A forgatonyomaték definici6 szerint az a mennyisé€g, ami az erd forgatdhatasat jellemzi.
M = |F| |r|sina =r X F

mely folirasban F az erd, r pedig a forgaspontbdl az erd tamadaspontjaba mutato vektor.

Perdiilet (impulzusmomentum)

Az I = mv impulzus definicigjabol és a forgatonyomatékbol folirhatdo N = r X mv vektor a
perdiilet.
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Perdiilettétel

A perdiilettétel kimondja, hogy egy test perdiiletét a kiilsé er6k forgatonyomatékai valtoztat-
jak meg. A forgatonyomatékok ereddje egyenld a perdiilet idoegység alatt bekdvetkezett
megvaltozasaval. Ezen 6sszefiiggés a kovetkezobol vezetheto le:

mr=mv=F
Ezt r vektorral megszorozva:
mrXv=rXxF
Vagyis ezt a szorzatot derivalva:
d : .
—(rxv)=rxv+rxv
dt
adodik, ahonnan, mivel ¥ X v = v X v = 0, ezért

d(x Y=rxF=M
dtr mv)=r =

Ez a perdiilettétel differencidlis alakja. Ha az integralis alakot keressiik, akkor tekintsiik az

t2 . tz
J N(t)dt = M(7) dt
ty 4
Osszefiiggést, ahonnan
tz
N(t,) —N(t;) =1y X mvy, — 1y X mv, = (rxF)(1)dr
ty
Tehat 6sszefoglalva, a perdiilettétel harom alakja
dN . b2
AN = MAt| EzMzerzN, Ty Xmvy—1ry Xmvy = | M(t)dr
(51

Centralis erdtér (Kepler II. torvénye)

Megvizsgalva azt, hogy mikor marad meg egy test impulzusmomentuma, arra jutunk, hogy
olyan esetekben, mikor a testre hato forgatonyomatékok ereddje zérus. Ez kétféleképp valo-
sithatdo meg: egyrészt, az r = 0 eset trivialis, masrészt, ha az r helyvektor parhuzamos az erdk
ereddjével. Ez utobbi azt jelenti, hogy az eredd erd hatdsvonala a test helyvektoranak egyene-
sébe esik. Ilyen esetben centralis erérdl beszéliink, hiszen az erd a test mozgasanak minden
pillanataban a koordinata-rendszer origdjaba mutat.

Kepler masodik torvénye kimondja, hogy a keringési centrumbol a kering6 testbe mutatd vek-
tor teriileti sebesség, vagyis azok a AA teriiletek, melyeket a vektor At id6tartam alatt végig-
sOpor, allando. Ez algebrailag kifejezve

AA

A -4= allandé

A terlileti sebesség szintén egyenld a kovetkezé mennyiséggel:
|1 x mvl = = N
=—|rxmv| =-—
1 2m 2m

A dinamika alapdtvényének newtoni alakjat felirva
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dN
E=M=0=TXFgT

Mivel a fenti szorzat zérus, és r # 0 ez csak gy lehet, ha r €s F 4, egy egyenesbe esnek, azaz
a gravitacios erdtér centralis.

Munkateétel
Kinetikus energia
Az
1 a m? v?
= — A pp—
s=ga=3(0) =5
Osszefliggésbol €és az F = ma felirasbol teljesiil az
1
_ 2_-F
> M S

egyenldség. Ezen kifejezés baloldalan all6 mennyiséget kinetikus energianak nevezziik és Ej,-
val jeloljiik.

Munka, elemi munka
Az F erd altal végzett Wy munka egyenld a kinetikus energia megvaltozasaval, azaz

AEk = WF
Az elemi munka az

AE,

—=F.

At v

Osszefiiggésbol kifejezve

AE, = F(vAt) = FAr — AW = FAr

Pillanatnyi teljesitmény
A munkavégzés gyorsasdganak jellemzésére bevezetett mennyiség, a teljesitmény megadja,
hogy mekkora 1d6 alatt mekkora munkavégzés tortént. Az atlagos teljesitményt a

- W
P=—
t
Osszefiiggés hatdrozza meg. A teljesitmény Sl-egysége a watt, jele: W, meghatarozasa:

1 W = 1]/s. Az atlagos teljesitmény mellett hasznalatos még a pillanatnyi teljesitmény is,
amit a kdvetkezd osszefliggéssel definidlunk:

P_d(l 2)_F-Ar_F
Tac\2™ )T Ay TV

Eré munkavégzése adott gorbére vonatkoztatva

Legyen adott a I' gérbe, melynek végpontjait jelolje (1) és (2). Az F erd altal végzett munka,
mig az m tdmeget e gérbe mentén mozgatja, a

n
Z F,-Ari
i=1
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értékkel kozelithetd, ahol a gorbe egy felosztasa azt n darabra osztja és F;, Ar; ezen szaka-
szokra vonatkozd erék és elmozduldsok. Ha a fenti kozelit dsszeg hatarértéke n — oo esetén
1étezik, mikozben max|Ar| — 0, akkor a gorbe mentén végzett munka a gérbe menti integral
bevezetésével kiszamolhato:

We(1-2):= lim ZF,--Ari=fF(r)dr
r

max|Ar|-0 j=1

Munkatétel

crer

munkéjat! Ha a testre hatdé erdk F = ma ereddje allando, és a test vy kezddsebességének
egyenesében esik, akkor a feladat igazan egyszerii. A munka definicios egyenletébe behelyet-
tesitve az erdt, gyorsulast és utat:

(v—vy) v+,

W=Fs=ma-s=m

t 2
Elvégezve a kijelolt miiveleteket, az adodik, hogy
1 1
Fs = Emvz — Emvg

Ez a munkatétel. Integralis alakja
1 1
—mvi——mvi=W,(1-2)= JF(r) ar
2 2 r

Tehat 6sszefoglalva, a munkatétel harom alakja:

dE,, 1

. 1
AE, = AW, EzP:F-szk, Emv%—zmvfzfrF(r)dr

Nevezetes er6k munkaja

Nehézségi er6 munkaja

Emeljiik f6l az m tomegu testet h Gton F erével, mikdzben a testre még az F,,;, = mg nehé-
zségi erd is hat. Az F er6 munkaja ekkor Wy = Fh. A nehézségi er6é pedig W,,., = —mgh.
Ha a testet agyon lassan, 4llando sebességgel emeljiik, akkor F = mg és természetesen a két
erd abszolut értéke is egyenld egymassal. Az F er0 altal végzett emelési munka:

Wem = mgh

Ha az emelést nem fiigg6legesen, hanem valamilyen I' gorbe mentén végezziik, akkor egysze-
riien belathatd, hogy az emelési munka barmilyen olyan gérbe mentén azonos lesz, mely gor-
bék azonos kezddpontbdl indulnak ki, és ugyancsak azonos végpontjuk is.

z = FiAr; = FO'ZAri =Fo(ry—1) =Wr(1-2)
7 g

ahol
Fo(r; — 1) =[0,0,Fy](r; — 1) = Fo(z, — z,) = Foh

tehat a gérbe alakja nem szamit az elvégzett munka szempontjabol.

irasbeli és szobeli vizsga 1419 31/84 2014. jinius 26.



Klasszikus fizika informatikusoknak — PPKE ITK

Surlodasi munka

Ha az m tomegi test valamely feliileten F er$ hatasara mozog, akkor a feliilet altal a testre
hatd T erd feliiletre merdleges komponense a K kényszererd, a feliilettel parhuzamos 6sszete-
voje pedig az Fgyp = uK surlodasi erd. Ha a test allandd sebességgel mozog, akkor az
F = Fgy,; erd munkdja s hosstisagu palyaszakaszon Wy = Fs cos 0° = uKs, a sebességgel
ellentétes iranyu surlodési erd munkdja pedig Wyy,; = FogrS cos 180° = —uKs.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy zart gorbe mentén sem a surlodasi er6 munkéja, sem a surloda-
si erd ellenében végzett munka nem zérus.

Rugo6 ellenében végzett munka
A D rugoéallandoji, F. = —Dx erétorvényl rugd lasstt megnytjtasahoz sziikséges F erd mun-
kaja az er6-megnyulas grafikon gorbe alatti teriilete, ami

1o 21,5
L@G: = EEI)JKZ - Eil)Jfl
Ugyanebben a folyamatban, tehat amikor a rugé megnytlasat x,-rél x,-rendveljiik, a rugoéerd
munkdja W, = —Wp. Lathatd, hogy zart gérbe mentén, vagyis a rugét megnytjtva és vissza-
engedve a rugoerd ellenében végzett munka zérus.

Kényszererok munkaja

A kényszererdk eloirt feliiletre korlatozzak a testek mozgasat, és mint megallapitottuk, merd-
legesek a feliiletre, azaz nyugvo feliilet esetén a lehetséges elmozdulasra. Ez azt jelenti, hogy
a kényszerer6k munkdja mindig zérus.

Konzervativ erétér fogalma

Mint lattuk, 1éteznek olyan erék, melyek altal barmilyen zart g gdrbe mentén végzett munka

z€rus, vagyis
zart

W=ZFi'ATi=O
Y

Az ilyen eréket konzervativ eréknek nevezziik.

Ha a konzervativ er$ hatdsara az m tomegii anyagi pont tetszéleges palyan A pontobl B pont-
ba jut, akkor a konzervativ erd rajta pozitiv munkat végez. Ha ezutan a tomegpont egy tetsz6-
leges (kiilonb6zd) palyan visszajut A pontba, a konzervativ erd ellenében, akkor a végzett
munka az elézével megegyez0 nagysagu, de ellentétes eldjelli, vagyis W, + W, = 0, amibdl
kovetkezik, hogy W, = —W,.

Potencialfiiggvény bevezetése

Megallapodas szerint konzervativ eré esetén az A pontban 1€v6 anyagi pont Ey,, potencialis
energidjan értjiik azt a munkat, amelyet a konzervativ erdé képes rajta végezni, ha a tdmegpont
tetszoleges uton jut el az A-bol az elvileg barhol folvehetd O vonatkoztatasi pontba.

A konzervativ erd jellegébdl kovetkezik, hogy az anyagi ponton A-bol B-ig végzett munka
ugyanakkora, mint amekkora munkat végez az O érntésével A-t6l 0-ig és 0-tdl B-ig.

Wap = Wao + Wop = Wyo —Wpo = Epy — Epp = AE,

A konzervativ er6 munkaja tehat egyenld a tomegpont kezdd- és végallapotbeli potencialis
energidjanak a kiilonbségével.
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A mechanikai energia megmaradasanak tétele

A konzervativ erd munkéja a munkatétel szerint kifejezhetd a tomegpont mozgasi energiaja-

nak megvaltozéasaval is:
1, 1
—mvg —-mv
2778 274
Ezt az egyenletet és a konzervativ er6 munkavégzését a potencialis energiabol megadd egyen-

letet 9sszevetve

Wyp =

1 2 1 2
EpA - EpB = EmvB _Eva
illetve

1, L
Epa +Eva = Epp + EmvB

Minthogy a kezd6 és végpontra semmilyen kikotést nem tettiink, ez utobbi egyenlet azt jelen-
ti, hogy a tdmegpont potencidlis és mozgasi energidjanak 0sszege, vagyis

1, ,
E, + Emv = allandé6

a mozgas soran. Ez a mechanikai energia megmaradasanak tétele.
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6.) Pontrendszerek

Pontrendszer fogalma, erék osztalyozasa

A pontrendszerek olyan testek illetve anyagi rendszerek, amelyek diszkrét (elkiiloniilt) pon-
tokbol allnak. A rendszer tagjai kozotti kapcsolatra egyetlen megkotés van érvényben: a pont-
rendszer két eleme kozott haté erd mindig centralis, vagyis az erd hatasvonala a két pontot
0sszekotd egyenesbe esik.

A pontrendszer tagjai kozott miikodo erdket belsd, a rendszeren kiviili testektdl szarmazo erd-
ket kiils6 erOknek nevezziik.

Impulzustétel pontrendszerre

Tekintsiink egy két tomegpontbol allo pontrendszert, melyben a pontszerii testeket jelolje (1)
és (2). Irjuk fel a két test mozgasegyenletét ugy, hogy a rendszer két pontjanak kolcsonhaté-
sat megado F;, = —F,; erdt (belsd erdk) mindkét test esetén valasszuk le a tobbi erd (a kiilsé
erék) FO 5sszegérdl:
Al Al
Fi9+F=—%,  F+Fy=—"

A két egyenletet Osszeadva az egyik oldalon a rendszerre hatd er6k vektori 6sszege, a masi-
kon pedig a rendszer 6sszimpulzusanak valtozasa adodik. Az er66sszegbdl a hatas-ellenhatés
torvényét felhasznalva a bels6 er6k kiesnek. A dinamika alaptorvénye a pontrendszer minden
tagjara folirhato, igy azt kapjuk, hogy a rendszerre hato kiils6 erék vektori sszege megegye-
zik a rendszer 6sszimpulzus-valtozasanak és a kdzben eltelt iddnek a hanyadosaval:

w _ Af

¢ At
Ha a két pontra vizsgalt esetet gondolatban tovabbi pontokra is megnézziik, akkor az egyes
pontokra felirt egyenletek dsszegzésekor az egyik oldalon most is a fontrendszerre hato kiilsé

erék ereddje all eld, a masikon pedig a rendszer I 6sszimpulzusanak megvaltozasa adodik. gy
a fenti Osszefiiggés tetszéleges szamu pontbol allé rendszerre is érvényes:

ar _ ; ) _ k) 0
%zlzzFi =F", Alzf E,"(t)dt
i tr
Ez az impulzustétel pontrendszerre megfogalmazott alakja.

A tételbdl rogton kovetkezik, hogy ha a pontrendszerre haté kiilsé erdk ereddje zérus, akkor a
rendszer 0sszimpulzusa allando.

Tomegkozéppont tétel

Felmeriil a kérdés, hogy a pontrendszer mozgasa nem jellemezhetd-e valamilyen méddon
egyetlen pont mozgasaval. Ez azt jelentené, hogy a rendszer 6sszimpulzusat egyetlen ponthoz
kéne rendelni, melyre teljesiil, hogy itt egyesiil a rendszer Gssztomege, vagyis

M=2mi
i

Ximv;
xim;

Ezt figyelembe véve az 6sszimpulzus az

I=M
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alakban is felirhatd, melybdl azonnal lathatd, hogy a

- i mv;
0= 2
2imy
sebesség az
o = DimTy
0 ==t
Ximy

helykoordinataji pont idészerinti derivaltja. Ennek segitségével az impulzustételt felirhatjuk a

kovetkez6 alakban:
Z F® = Ma,

l

ahol

an = 7 _ Xima;
0=To=
Xim;

Az [y = My, jeldlés bevezetésével az impulzustétel fent megfogalmazott alakja irhaté a ko-

vetkezoképpen:
Al
(k) 0
) 4SO —
Z ¢ At

L

Ezzel dinamikailag sikeriilt a totmegpontokbol 4116 rendszert egyetlen pont mozgéséaval jelle-
mezni.

Tomegkozéppont
Azt a pontot, melynek helyvektora
_XimyTy
2im;
a rendszer tomegkdzéppontjanak nevezziik. A tomegkdzéppont a mechanika egyik legfonto-

sabb fogalma, igy a hangsulyossag kedvéért az rg jelolés helyett gyakran az rrgp jelolés
hasznélatos.

Tro

Tomegkozéppont-tétel
A tomegkozéppont-tétel kimondja, hogy barmely pontrendszer tomegkdzéppontja ugy mozog,
mintha benne volna egyesitve a rendszer 0ssztomege, s ra a kiils6 erdk vektori 6sszege hatna:

F& = Margp = Miryp
A tétel egyenértékii az impulzustétel pontrendszerre megfogalmazott alakjaval.
A fenti tételbdl kovetkezik az is, hogyha a kiilsd erdk ereddje zérus, akkor
Al
i
Ezekbdl az kovetkezik, hogy I = allandé, illetve, hogy vrgp = alland6. Utdbbi kovetkez-
ményt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy amennyiben a rendszerre hato kiilsé erdk ereddje z¢-

rus, akkor a tdmegkdzéppont nyugalomban marad vagy egyenes vonali egyenletes mozgast
veégez.

0, és Argp = 0
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Perdiilettétel pontrendszerre

Az impulzustételhez hasonldan a perdiilettétel is felirhaté a pontrendszer minden tagjara. Te-
kintsiik 1smét a két pontbol all6 rendszer esetét! Alkalmazzuk a rendszer minden pontjara az
impulzustételt és szorozzunk meg vektoridlisan minden egyenletet balrél annak a tdmegpont-
nak a helyvektoraval, amelyre az egyenlet vonatkozik. igy az

rlegk)+r1><F12=r1><11
r2Xng)+r2XF21:r2XiZ

egyenletrendszerekhez jutunk. Adjuk Ossze ezeket az egyenleteket és vegyiik figyelembe,
hogy

. d ]
riXIiZE(riXIi); (i=12)
Azt kapjuk, hogy
(k) *) d
TIXFI +r2><F2 +T1XF12+T2XF21=E(11><11+T2X12)

Az egyenlet baloldalan all6 elsd két tag a rendszerre hato kiilsé erdk forgatonyomatéka, a ma-
sodik kettd pedig a belsé erdké. A belsd erdk forgatonyomatékaban erd és ellenerd forgato-
nyomatéka szerepel, ezért az

Ty XF13 413 XFp =71 XF13 =13 XF13 = (ry —13) X Fqy
alakra hozhat6. Ez az 6sszeg zérus, hiszen (ry —r3) || F12 és emiatt vektorialis szorzatuk

ZEérus.

Akarcsak a fenti esetben, akarhany tomegpontbdl allérendszerre igazolhatd, hogy a forgato-
nyomatékok 0sszegébdl a belsd erdk forgatonyomatékanak dsszege kiesik, igy a perdiilettétel
a kovetkez6é formaban fogalmazhaté meg:

AN
(k) _
Z’"t = At

L

Azaz, a pontrendszerre hato kiilsé er6k forgatonyomatékanak vektori dsszege megegyezik a
pontrendszer 0sszimpulzusmomentum-valtozasanak és az eltelt idének a hanyadosaval.

A perdiilettételbdl kozvetleniil adodik, hogy ha a rendszerre hato kiilsé erék forgatobnyomaté-
kéanak Osszege zérus, akkor a rendszer impulzusmomentuma allando:

N = allando

Tomegkozépponttal megfogalmazva

A tomegkdzéppont fogalméanak segitségével a pontrendszer mozgasat globalisan sikeriilt
egyetlen pont mozgasaval jellemezni. Bar a Newton-torvények inerciarendszerben érvénye-
sek, gyakran mégis célszerli a tdmegkdzépponthoz rogzitett koordinata-rendszer alkalmazasa
is. Ezért érdemes meghatarozni a tomegkozépponti koordinata-rendszerven s az
inerciarendszerben felirt impulzusmomentum kozti kapcsolatot. Az eredmény igen egyszerd,
hiszen a teljes impulzusnyomaték két tagra esik szét:

N=N,+N;
Az

N =1'0><M170

p
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palya-impulzusmomentum a rendszer globalis mozgasabdl (a tomegkdzéppontban egyesitett
egyetlen pontként mozgd test impulzusmomentuma) szarmato perdiilet, az

Ls = Zpi X m;g;
i

sajat-impulzusmomentum pedig a tomegkozépponthoz képest bekovetkezd mozgasbol szar-
mazo jarulék, ahol p;, € a tomegkdzépponti rendszerben megadott helyvektor, illetve sebes-
ség. Vegylk észre, hogy az impulzusmomentum-tétel mind a palya-, mind a sajat-
impulzusmomentumra vonatkozoan érvényes. Fennall tehat, hogy

dN
_p_ (k)
= X F
dt o 2

vagyis a tomegkozéppont palya-impulzusmomentumanak idéderivaltja megegyezik a rend-
szerre hato kiils6 erdk ereddjének forgatonyomatékaval. Tovabba:

st )
dt =ZpiXFi
l

vagyis a sajat-impulzusmomentum iddéderivaltja megegyezik a kiilsé er6k tomegkdzéppontra
vett forgatonyomatékaval.

Az impulzusmomentum-tétel a tomegkozépponti koordinata-rendszerben a tehetetlenségi erék
figyelembevétele nélkiil még akkor is érvényes, ha gyorsuld rendszerrdl van szo.

Munkatétel pontrendszerre

Az impulzustételhez és perdiilettételhez hasonloan érdemes megvizsgalni a pontrendszerre

vonatkoz6 munkatételt is. A gondolatmenet eredménye ez, hogy a rendszerre hatd er6k mun-

kaink algebrai 0sszege megegyezik a rendszer mozgasi energidjanak megvaltozasaval, azaz
w® + w® = AE,

A mozgasi energia megvaltozasanak meghatarozasahoz tehat a belsé erék unkdjat is figye-
lembe kell venni.

A munkatétel egyszerli kdvetkezménye az anyagi pontra vonatkozé munkatételnek. Nagyon
fontos, hogy a rendszerre hat6 erdk munkajanak kiszdmitasakor altaldban minden erd esetén
mas €s mas elmozdulassal kell szamolni, ezért a munkak O0sszege nem vezethetd vissza az
ered6 eré munkéjara. Ez az oka annak is, hogy a belsd er6k munkéja altaldban nem zérus.

Zart rendszerre vonatkozo tételek

Zart rendszer fogalma
Azt a rendszert, amelyre hato kiils6 er6k ereddje zérus, zart rendszernek nevezziik.

Az impulzus-, perdiilet-, és munkatétel zart rendszerre vonatkozo alakjai

Mivel nem hatnak a kiilsé erdk, igy az impulzustételbdl és a perdiilettételbdl azonnal kdvetke-
zik, hogy zart rendszer 6sszimpulzusa és perdiilete allando.

A munkatétel zart rendszerre vonatkozd alakjaban a kiilsé er0k munkavégzése zérus, igy a
zart rendszerre vonatkoz6 munkatétel alakja:

AE, = W®

vagyis a kinetikus energia megvaltozasa egyenld a zart rendszer belsd erdinek munkajaval.
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Utkozések

Utkozésrol altalaban akkor beszéliink, ha két test kozott rovid ideig tartd olyan erds kdleson-
hatés 16p fel, hogy az egyéberéhatasok elhanyagolhatok. Altalaban feltételezziik, hogy iitko-
zéskor a testek egyetlen pontban érintkeznek, s e pontban a két testhez kozos érintdsik hiizha-
td. A kozos érintdsikra az érintkezési pontban allitott merdlegest iitkozési normalisnak nevez-
zuk, jele n.

Centralisnak nevezziik az {itkozést, ha az iitk6zési normalis atmegy mindkét test tomegkozép-
pontjan.

Egyenes titk6zésrol akkor beszéliink, ha az iitk6zo testek mindegyikének sebessége az litkdzé-
si normalisba esik.

Centralis, egyenes litkdzés soran az iitk6zo testek iitkdzés eldtti és utani sebességvektorai a
két test tomegkdzéppontjat 6sszekotd egyenes iranyaba mutatnak.

Utkozések leirasa megmaradasi tételekkel

Jeloljiik az iitkdzésben részt vevo két test tomegét rendre my-el €s my,-vel, iitkozés elotti se-
bességét vq-el €és v,-vel, az litk6zEs utani pedig u,-el és u,-vel. Ha az itkdzés nagyon rovid
ideig tart, akkor az iitk6z¢és soran fellépd igen nagy belsé erdk mellett a kiils6 erék elhanya-
golhatok, tehat az {itk6zés folyamatdra minden esetben felirhaté az impulzus-megmaradas
torvénye, amely szerint a két test iitkdzés eldtti 6sszimpulzusa megegyezik az litkozés utani
Osszimpulzussal:

myvq + myvy,; = miuq + mou,

Az ltkozéseket a mechanikai energia megmaradasa szempontjabol is osztalyozhatjuk. Tokéle-
tesen rugalmasnak nevezziik az {itkozést, ha az {itk6zés elotti €s utdni mozgasi energidk meg-
egyeznek. Pontszertinek tekinthetd testekre:

1 2 1 2 1 2 1 2
Emlvl + Emzvz = Emlul + Emzuz

Olyan esetben, amikor az iitk6zés soran a belsé erdk altal végzett munka a rendszer kezdeti
mozgasi energiajat csokkenti, az iitkdzést rugalmatlan {itk6zésnek nevezziik. Ha az iitkdzés
soran a két test 0sszekapcsolodik, és iitkdzés utan kozos lesz a sebességiik, akkor az litkdzést
tokéletesen rugalmatlannak nevezziik.

Tokéletesen rugalmas iitkozések

Rugos iitkozovel ellatott, surldédasmentes sinen mozgd kocsik litkozése jo kozelitéssel tokéle-
tesen rugalmasnak és centralisnak tekinthetd. Mivel az {itk6z6é testek sebességvektora egy
egyenesbe esik, ezért a megmaradasi tételek joval egyszeriibb alakban is irhatok:

m1171 + m2U2 = m1u1 + mzuz
1

—mvz+1‘mvz=—muz+lmu2
5 ML+ 5MpV; = oM + 5 myU;

A fenti Osszefiiggéseket atrendezve:
my(vy —uy) = my(uy — vy)
my(vy —u) vy + wy) = my(uy — v2)(uy +v7)
A masodik egyenlettel az els6t elosztva azt kapjuk, hogy
U +vy=u; +v,

Az igy adddo linearis egyenletrendszer a kovetkezo:
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{m1(171 —uy) = my(uy — vy)
7.71 + u1 = uz + Uz

Ebbdl az litkdz€s utani sebességekre az alabbi dsszefliggéseket nyerjiik:

_ (m1 — mz) < 2m, )
U =\——m—|1" + (%)
my +m, my +m,

(mz - ml) ( 2m1 >
Uy =|\——— |y +\—— "1
mq + m, mq + m,

Két test tokéletesen rugalmatlan iitk6zéskor a két test iitkozés utan kozos sebességgel (u)
mozog tovabb. Ez a sebesség az impulzus-megmaradast kifejez6 egyenletbdl:

Rugalmatlan iitkozések

myvq + myoUy

m; +m,
Az 1itkdzés soran fellépd AE energiaveszteség:

1 1 1
AE = Emlv% + Emzv% - E(ml + mz)uz

Ez utobbi egyenlethez folhasznalva a k6zos sebességre adott Osszefiiggést:

_ 1 (mym,)

AE (v — vp)?

B 2 mq + m,
A fenti formulabol latszik az is, hogy az energiaveszteség adott sebességek és tomegek mel-
lett akkor a legnagyobb, ha a két sebességvektor egymassal szembe mutat. A mozgési ener-
giaveszteség legtobbszor ho-, illetve deformacids energiaként jelenik meg.

Ballisztikus inga

A ballisztikus inga a fegyverlovedék sebességének meghatarozasara szolgald igen egyszerii
eszkoz. Felépitése a kovetkezd: | hosszusadgu fonallal M tomegli homokzsakot fliggesztiink
fel. A fegyvergoly6 sebességének megméréséhez az m tomegl, v sebességgel haladd 16vedé-
ket a homokzsakba 18jiik, és ekkor a zsdk a 16vedék haladasi iranyaval megegyezd irdnyba
kilendiil. A kilendiilést jellemezhetjiik a fliggeszté fonalnak fiiggblegestdl ¢ szoggel valo el-
térésével, illetve a homokzséak aljanak eredeti helyzetétdl valé h magassagba emelkedésével.

A goly6 becsapddasat a homokzsakba tekinthetjiik tokéletesen rugalmatlan titk6zésnek. Ekkor
a pontrendszer {itk6zés utani sebessége c¢ lesz. Erre folirhatjuk a kovetkezd Osszefiiggéseket:

mv = (m+ M)c
1
E(m + M)c? = (m+ M)gh = gl(1 — cos @)

Tehat:

2

(mTM) v2 = 2gl(1 — cos @)

ahonnan

v=m;7:M\/2_gl-\/§-sin(§)
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Rakéta mozgasa

A rakétamozgas szemléltetésére alkalmas az a kisérlet, melynek sordn egy M tomegl kisko-
csira rogzitett rug6 elé, — melyet 6sszenyomott allapotban cérnaval dsszekotiink — Am tomegi
golyot helyeziink. A cérna elégetésekor a rugd a golyot leropiti, €s a kocsi az ellenétes iranyba
indul.

Az M tomegh Kiskocsira helyezett Am tomegi testet a kocsihoz képest ¢ sebességgel kiléve, a
kiskocsi Av sebességre tesz szert. A rendszerre érvényes az impulzus-megmaradas térvénye,
vagyis a kezdeti és a sz¢étlokddés utani impulzusoknak egyeznitik kell:

0 =MAv + Amc

Innen a kiskocsi sebességnovekedése

A_Am
v = Mc

adodik.

A klasszikus rakétak gy miikddnek, hogy az lizemanyag elégetésekor a fivokan nagy sebes-
séggel kiaramlo giz a rendszerbdl impulzust visz el, és igy a rakétatest az impulzus-
megmaradas torvényének megfelelden ellentétes iranyba mozdul el.

A fenti Osszefliggés alapjan meghatarozatd a rakéta sebessége az 1d6 fiiggvényében. Hataroz-
zuk meg a v(t) sebességgel mozgd, m(t) tomegl rakéta sebességének At id6 alatt bekovet-
kez0 novekedését a vele egyiitt mozg6 inerciarendszerhez képest. Legyen az iizemanyag se-
bessége a rakétatesthez képest c. Mivel szamértékileg az egységnyi id6 alatt kilovellt iizem-
anyag a rakéta tomegével az
. I Am
m= lim —
At—0 At
alakban fejezhetd ki, a rakétatest sebességének ndvekedése az impulzus-megmaradas torvé-
nye szerint

Am  m()At

sz—mC— (o) c

Mivel

d m(t)
—-N — 7
¢ Inm (0] @
a kezdetben m, tomegii rakéta sebességének ndovekedése

m(t) my
=cln
mg m(t)

Ebbdl az adodik, hogy a kezddsebesség nélkiil indulod rakéta altal elérhetd maximalis sebes-
ség:

v(t) —v(0) = —cln

my + my

vmax=61n< >=Can

mp
ahol my;, a hasznos, m; az tizemanyag tomegét jeloli, k = (my, + my)/m,;, a rakétara jellemz6
ugynevezett tdmegarany. A rakétak sebességének tehat hatart szab az lizemagyag tomegének
¢s a hasznos tomegnek az ardnya. Ez az arany bizonyos hatdron tal csak ugy javithato, hogy
ha a rakétarol levalasztjak az lires és feleslegessé valt lizemanyagtartalyokat. Ezeket a rakéta-
kat, ahol az eredetileg fell6tt rakéta tovabbi 6nallo rakétakat hordoz, tobbfokozatu rakétdknak
nevezziik.
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7.) Merev testek mechanikdja O]
Szabadsagi fok fogalma

Merev testnek nevezziik azt a testet, amelyre fenndall, hogy barmely két pontjanak tavolsaga
allando.

A merev test helyzetét harom, nem egy egyenesbe esé pontjanak koordinataival jellemezhet-
jiuk. A merev test egy A pontjanak rogzitése utan a test tobbi pontjai a rogzitett pont korili
gombfeliileten mozoghatnak. Ha a testnek egy masik B pontjat is rogzitjlik, akkor a test az A
€s B ponton atmend tengely koriil még elfordulhat. A tengelynek az egyenesen kiviil fekvo,
egyébként tetszleges harmadik, C pontjanak rogzitésével mar az egész test helyzete meghata-
rozott.

A hérom pont helyének megadasahoz kilenc adat (koordinata) sziikséges. A merev kotés miatt
azonban ezek kozott harom Osszefliggést irhatunk fel; példaul azt, hogy a harom pont koziil
barmely kettonek a tavolsaga allando.

Mivel a kilenc adat koziil harom nem fiiggetlen, a merev test helyzete altalaban 6 fiiggetlen
adattal jellemezhetd, mas szoval a szabad merev testnek f = 6 szabadsagi foga van. Specialis
mozgasok esetén (pl.: sikmozgas, tengely koriili forgas) a merev test mozgasanak jellemzésé-
re hatnal kevesebb koordinéta is elegendo.

Sikmozgas

Merev test mozgasat akkor tekinthetjiik ismertnek, ha a test barmelyik pontja esetében tudjuk,
hogy hol talalhat6 adott idOpillanatban. Mas széval minden P pont esetén ismert a pont hely-
zetét idében megadd rp = rp(t) fliggvény. Merev test esetén nem sziikséges annyi palya-
fliggvényt ismerni, ahdny pontbdl a test all. A merev test barmilyen mozgasa két alapvetd
mozgasra — halado (transzlacids) €s forgo (rotacids) mozgasra — vezethetd vissza.

Transzlacios mozgasrol akkor beszEliink, amikor a test barmely két, egymassal nem parhuza-
mos szakasza a mozgas soran kiilon-kiilon 6nmagaval parhuzamos marad. Ebben az esetben a
merev test pontjainak palyai egybevago gorbék.

A merev test forgomozgast végez, ha van legalabb két pontja, amely a mozgés soran helyben
marad. A két pontot Osszekotd egyenes a forgastengely, amely koriil a merev test tengelyen
kiviil fekvd pontjai kormozgast végeznek.

A merev test mozgasanak fontos specialis esete a sikmozgas. Sikmozgasrol akkor beszéliink,
ha a merev test pontjai a térben rogzitett sikkal parhuzamos sikokban mozognak. Nyilvanvalo,
hogy a merev test mint egész ebben az esetbe ugy mozog, mint a rogzitett sikkal parhuzamos
valamely sikmetszete. A sikmetszet mozgasa viszont teljes értékiien helyettesithetd a sikmet-
szet tetszoleges két pontjanak illetve az ezeket 6sszekdtd szakasznak a mozgésaval.

A sikmozgas kapcsan igazoljuk, hogy tetszdleges sikbeli mozgas megvalésithatd egyetlen
transzlacidval és azt kovetd rotacioval. Sikmozgas esetén mindig taldlhatdo a merev testen
vagy a merev testtel egyiitt mozg6 sikon olyan O = O’ pont, amely a mozgas kezd6- és vég-
helyzetében is ugyanott marad. Belathato, hogy a testnek az adott mozgéasa ekkor megvaldsit-
hato az O koriili egyetlen forgatassal. A forgastengely a kovetkezOképpen hatarozhaté meg.
Tegyiik fel, hogy a merev test mozgasa soran az AB szakasz a kedeti helyzetébol az A'B’
helyzetbe keriil. Hizzuk meg az AA' és BB’ szakaszok felez6 mer6legesét és keressitk meg O
metszéspontjukat. (Ha a két egyenes parhuzamos, akkor a sikmozgés egyetlen transzlacioval
adhato meg.) Az AOB A egybevagd az A'OB’ A-gel, mert a két haromszog megfeleld oldalai
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egyenlok. Ezért az AOA'« = BOB'<4, ami bizonyitja, hogy ha a testet ugy forgatjuk el O ko-
riil, hogy A az A’-be keriiljon, akkor B a B'-be kertil.

A sikmozgast végzé test rovid At ideig tartdo mozgasa soran az AOA'< = BOB'< = A sz6Q-
elfordulas kicsiny. Az A és B pont elmozdulasvektora az O forgaspontokhoz htizott szaka-
szokkal (90° — Ag/2) szdget zar be. Ap — 0 esetén az O pontok sorozata olyan M ponthoz
tart, amely az adott pillanatban jellemzi a mozgast. Az M pontot pillanatnyi forgaspontnak
(momentdn centrumnak) nevezziik. A pillanatnyi forgaspontbdl nézve a merev test minden
pontja kdrmozgast végez és az adott pillanatban a test barmely pontjanak sebességvektora
merdleges az M-bdl a ponthoz hliizott sugarra. A merev test sikmozgasa soran a pillanatnyi
forgaspont helye a sikon valtozik.

Sztatika

Merev test egyensulyanak feltétele

Hasson a merev testre N szamu Fy, ..., Fyy kiilsé erd, rendre 1, ..., Ty timadaspontban. frjuk
fel a testre a pontrendszerre vonatkozd tomegkozéppont- €s impulzusmomentum-tételt to-
megkozépponti koordinatarendszerben:

d d
LSnm)-3r &S
i i i

L

Legyen a merev test egyensulyban, ekkor barmelyik v; pontjanak sebessége z€rus, igy az
egyensuly sziikséges feltétele a

ZFiZO, ZMi=Zri><mivi=O
i i i

egyenletek teljesiilése. A feltételek teljesiilése sziikséges feltétele a nyugalmi helyzetnek, de a
feltételek onmagukban nem zarjak ki annak a lehetdségét, hogy a test a tomegkdzéppontjan
atmend tengely koriil egyenletes sebességgel forogjon, illetve, hogy a tdmegkdzéppont egye-
nes vonalu egyenletes mozgast végezzen.

Forgatonyomaték transzformacioja
Valami lamentalas kéne elé, mert ez igy snassz...

M0=Zri><Fi= (r0+r;)XFi=r0XZFi+Zr§XFi
i i

2 2

MozronFi+M(’)
i

abra

A fentiekbdl kovetkezik, hogy
Ha Y, F; = 0, akkor M, = M,
Ha egyensuly all fenn, és ),; F; = 0, akkor M, = M, = 0
Allitas: Az er6 hatasvonala mentén eltolhatd nyomatékanak valtozasa nélkiil.
M =r"xXF=+[r—-r])XF=rxF+ (' —r)XF
M 0
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Egyensulyi feltétel két, harom eré esetén (példak)

Az egyensuly feltétele két erd esetén az, hogy a két erd ereddjének forgatonyomatéka zérus
legyen. Ezt szemléletesebben is meg lehet fogalmazni, mégpedig azaltal, hogy az erdk hatas-
vonalaira kikotést teszek. ..

Harom er6 esetén a feltétel az, hogy a harmadik erd hatdsvonala at kell menjen a két erd ha-
tasvonaldnak metszéspontjan.

Erépar
Vegyiink olyan, két erébdl allo erdpart, amelyben az erdk vektori dsszege zérus, de a két erd
hatdsvonala nem esik egy egyenesbe (4bra). Az eréparnak adott O pontra vonatkozo6 forgato-
nyomatéka:

M=rXF,+nrXF=(0—-1rn)XF=dXF+0

¢s fiiggetlen az O pont valasztasatol. Mivel a két erd vektori Osszege zérus, az dsszegvektor
nyomatéka is mindig zérus. Az erOpar tehat nem helyettesithetd egyetlen erdvel.

Helyettesité erérendszerek

Az elézoekben lattuk, hogy nem minden erérendszer (pl. erépar) helyettesithetd egyetlen ere-
do erdvel. Igazolhato viszont, hogy barmely erérendszer helyettesithetd egyetlen erdvel és egy
erOparral. Vegylik a vizsgalt erérendszert €s valasszunk a térben egy 1, helyvektora O pontot.
Adjuk hozza az erérendszer minden tagjdhoz az O vonatkoztatasi pontban tamado F; és —F;
erdket (abra). Ezaltal nem valtozik sem az eredd erd, sem az O pontra vonatkozo6 forgatonyo-
maték. Az r; helyvektorti F; és az O-ban tamad6 —F; er6kbdl allo er6parnak csak forgato-
nyomatéka van. A megmarado erdk hatasa egyetlen, O-ban tamado F erdvel helyettesithetd,
ahol

F:ZFL

N
=1

Sikbeli erérendszer eredéje

Foglalkozzunk el6szor két erdbol allo, sikbeli erérendszerrel. Az abran lathatdé médon adjunk
az erdrendszerhez nulla erdt és nulla nyomatékot szolgéltatd F,, —F, erépart. Az igy eléallo
erérendszerben az er6k hatasvonala mar metszi egymast (kivéve, ha F; = —F, ). A helyettesi-
td erd paralelogramma-modszerrel megszerkeszthetd. Az eljaras sordn az eredd erd hatasvo-
nalanak egy pontjat kapjuk meg. Az abra alapjan meghatarozzuk a hatasvonal és a két tima-
dasi pontot 0sszekoto szakasz 1y , metszéspontjat. Az abran lathaté haromszogek hasonlosaga
miatt

Fob L Fo L

F, h’ F, h
¢s ebbdl adodik, hogy

Fily = Kl

Mivel

_ lzrl + 117'2

ly
(rp—m) = L+ 1

L+

T'l‘z =" +
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ezért a fent adodott egyenlet felhasznalasaval a hatasvonalak és az (r, — ;) vektornak a met-
széspontjara az
Firy + For,y
ry, = —
Y2 R+ F,
Osszefliggést nyerjlik. Eszerint az eredd erd hatasvonala a két tamadaspontot 6sszekotd sza-
kaszt olyan r; , pontban metszi, amelynek helyvektora az 6sszetevok tamadaspontjaba huzott

helyvektoroknak az er6k abszolut értékével ,,sulyozott” szamtani kdzepe. Ezt a pontot az ry, 1,
tamadaspontu, parhuzamos F;, F, er0k centrumanak nevezziik.

Parhuzamos erorendszer

Az eljaras tetszOleges szdmu, az e egységvektorral parhuzamos erdre altalanosithatd. Az
(r1, F1e), (ry, Fye), ..., (ry, Fye) erérendszer eredéje a kovetkezOképpen hatarozhaté meg.
Valasszuk ki az (rq, Fye) és az (r,, F,e) erét. Megmutattuk, hogy e két erd eredéjének hatas-
vonala atmegy az 1y , helyvektort ponton, azaz a két er6 er6centruman. Tobb parhuzamos erdé
esetén az el6z0 eljarast ugy folytathatjuk, hogy a két parhuzamos erét a kettejiik erécentruma-
ban hat6 F; , = F; + F, eredd erével helyettesitjiik, és az elobbi gondolatmenettel meghata-
rozzuk az Fy , és F3 er6k centrumat. A harom er6 erdcentruma az ry , és 13 kozti szakaszon az
- Fiory o + F3r3
23 Fi, +F3
helyen talalhatd. Az 7y ,-re adott Osszefiiggés ¢s az F; , = F; + F, felhasznalasaval
Firy + Fory + Farg

Fi+F,+F;

M"23 =

alakban adhaté meg. Az eljarast ismételve, az N parhuzamos erd centrumara az

Firy + Fory + Fars + -+ Fyry X, Fir;
Fi+F+F+-+Fy YNV F

",23,..N =To =

eredményt kapjuk. Az ebben a pontban tamadé

N
F=(Yn)e
i=1
erd a parhuzamos erdrendszer ereddje. Az ry helyvektorral definidlt er6centrum tehat az a
pont, amelyben a rogzitett timadaspontl parhuzamos erék ereddje tamad. Az eredd erd irdnya
megegyezik az 0sszetevo erdk iranyaval, abszolut értéke pedig az Gsszetevok abszolut értéké-

nek Osszegével egyenld.

Az er6centrum helye nem valtozik meg, ha a parhuzamos erdrendszer minden Osszetevojét
ugyanakkora szoggel elforgatjuk eredeti irdnyatol, mert a merev test pontjait jellemzd hely-
vektorok ¢és az er0k abszolut értékei valtozatlanok maradnak. Az erécentrum a parhuzamos
erok ereddjének a merev testhez rogzitheté tamadaspontja.

Sulypont fogalma, kapcsolata a tomegkozépponttal

Az el6z0 pontban targyalt parhuzamos erdrendszer fontos specialis esete a testek minden
pontjara hatd nehézségi erérendszer. A Fold adott pontjan a nehézségi erd iranya hatarozza
meg a fliggélegest. (A fliggdbon fonala ezt az iranyt mutatja.) Gondolatban osszuk fel a merev
testet kicsiny m; tomegii részekre (abra). Ezek mindegyikére F; = m;g; nehézségi erd hat.
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Nem talsagosan nagy méretli test esetén a nehézségi erék parhuzamosaknak tekinthetok
(gi = gie). lly modon a parhuzamos erérendszer centruma definicio alapjan:
. YiFiry  Yimigir
) = =
i Fi 2img;
Mivel adott helyen a nehézségi gyorsulés értéke — kis tartomanyon beliil — minden tomegrész-

re ugyanakkora (g; = g), a nehézségi erék centrumat jellemz6 helyvektor a test tomegkozé p-
pontjanak helyvektoraval egyezik meg:

B :Zimigiri:Zimiri:r Foo= Emi p
O Yimg T Xymg TP net .

l

A nehézségi erdk centrumat sulypontnak nevezziik. Fenti megszoritdsok mellett a stlypont és
a tomegkozéppont egybeesik. Ha a merev testet meghatarozott P pontjaban felfliggesztjiik
vagy alatamasztjuk, akkor a test olyan helyzetet vesz fel, hogy a P pontban ébred6 K kény-
szererd ¢és a testre hatdo nehézségi erdk ereddje egyensulyt tart. Mind a kényszererd, mind a
nehézségi eré hatasvonala atmegy a P ponton. Ezért a test S sulypontja rajta van a P ponton
atmend s(P) fiiggbleges egyenesen. Az s(P) egyenest a merev test sulyvonalanak nevezziik.
A kiilonb6z6 pontokon atmend sulyvonalak mindig a sulypontban metszik egymast.

A tomegkodzéppont és a sulypont helye homogén gravitacios térben megegyezik. Fogalmilag
azonban természetesen kiilonboznek egymastol. A stulypont a foldi nehézségi erétérhez kotott
fogalom, a tomegkdzéppont viszont mindig 1étezik.

Dinamika

Kinetikus energia tengely koriili forgasnal
A forgdmozgés alapegyenletéhez egyszeriien eljuthatunk a rogzitett tengely koriil forgé me-
rev test mozgasi energiajanak vizsgalataval is. A test pontjai a tengelyre merdleges sikokban
korpalyan mozognak. Az i-edik,m; tomegi rész mozgasi energiaja:
1
E; = Emiviz = Emi(liw)z

ahol [; a tomegpont forgastengelyt6l mért tavolsaga, w a merev test pillanatnyi szogsebessé-
ge. A merev test forgdsi energidja az egyes részek mozgési energidjanak osszegével egyenld,

tehat
1 2 2
Ek = Ei = E(U mili
i i

Tehetetlenségi nyomaték és tulajdonsagai
Az energia-kifejezésben szereplé O6sszeg a merev testnek az adott tengelyre vonatkoztatott
tehetetlenségi nyomatéka:

i

amelynek segitségével a forgdbmozgas energidja az

E —19 2
k=5 w
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alakban irhato fel. Nagy tehetetlenségi nyomatéku, gyorsan forgd testek (lendkerék, porgety-
tyll) tetemes mozgasi energiaval rendelkeznek, ezért a gyakorlatban energiataroloként is hasz-
naljak oket.

A forgdmozgas dinamikai leirdsa soran a tehetetlenségi nyomaték a tehetetlenség mérték ének
szerepét jatssza. Ertéke a test tengelyhez viszonyitott tomegeloszlasatol fiigg. A tehetetlenségi
nyomaték konkrét meghatirozasa sokszor visszavezethetd egyszeriibb, konnyen szdmolhato
esetekre az alabbi tételek alapjan.

Addicios tétel
Ko6z06s tengelyli testek Osszes tehetetlenségi nyomatéka az egyes testek tehetetlenségi nyoma-

tékainak 6sszegével egyenld:
0= Z @i
i
Lapitasi tétel

A test tehetetlenségi nyomatéka nem valtozik meg, ha a test pontjait a tengellyel parhuzamo-
san eltoljuk (pl. egy hengert gondolatban valtozatlan sugara korlappa lapitunk). Eszerint pél-
daul egyenld tomegl és sugarua homogén henger, korong €s korlap tehetetlenségi nyomatéka
egyenld.

Steiner tétele

A tétel a parhuzamos tengelyekre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékok kozott allapit meg
Osszefiiggést. Két olyan parhuzamos tengelyre vonatkozik, amelyek koziil az egyik a tomeg-
kézépponton megy at, a masik egy adott P ponton. Legyen a két tengely tavolsaga d, a merev
test tomege m, a tehetetlenségi nyomatékok Orxp €s 0. A tétel allitasa:

G)p = @TKP + mdz

A bizonyitashoz tekintsiik az abrat. A tomegkozépponton és a P ponton dtmend parhuzamos
tengelyek iranyaban vegyiik fel a két koordinata-rendszer z és z' tengelyeit. Az x és x' tenge-
lyek pedig essenek a tomegkozéppontbol a z” tengelyre allitott merdleges iranyaba. A tehetet-
lenségi nyomaték definicioja szerint a két tengelyre vett nyomatékok:

Orgp = Zmiliz' Op = Zmilfz
i i

ahol [;, illetve I; a merev test i-edik pontjanak a két tengelytl mért tavolsaga:
Z=x?+y? U=0;—d)?+y?

Ezek alapjan a P ponton atmend tengelyre vett tehetetlenségi nyomaték a kdvetkezOképpen
adhaté meg:

Op =Zmi[(xi—d)2+yl'2] =Zmi(xi2 +yi2)+dzzmi_2dzmixi
7 7 i 7

Az utolsé tagban szerepld Y;; m;x; 6sszeg zérus, mivel a merev test tdmegkozéppontjanak x

koordinatja a K koordinatarendszerben 0 = % (A tomegkozéppont a szoéban forgod koor-
l l

dinatarendszer orig6ja.) A fenti 0sszefiiggésben a jobb oldal elsd tagja a tomegkdzépponton

atmend tengelyre vett tehetetlenségi nyomaték, a masodik tag pedig a merev test ssztomeg-

ének és a tengelyek kozotti tavolsag négyzetének szorzata, tehat

@p = GTKP + mdz
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A Steiner-tételbdl kovetkezik, hogy az egymassal parhuzamos tengelyekre vett tehetetlenségi
nyomatékok koziil a tomegkozépponton atmend tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyo-
maték a legkisebb.

Folytonos tomegeloszlasu testek tehetetlenségi nyomatékanak meghatarozasakor a vizsgalt
testet kicsiny részekre bontjuk és az egyes tomegelemekhez tartozo tehetetlenségi nyomaté-
kokat 0sszegezziik.

A stirtiségeloszlas ismeretében a test teljes térfogatara vett

<3=255Ami=22§mAw
i i

Osszegzes a tehetetlenségi nyomaték kozelitd értékét adja meg. AV; = 0 és i — oo esetén elo-
allo hatarérték az adott tengelyre vett tehetetlenségi nyomaték, amelyet az

P@r)dv(r) = i 12p;AV;
[ pre@ avey = jim Do

AVi—=0 i

szimbolummal jeloliink.

A forgoé mozgas alapegyenlete

A munkatétel szerint a pontrendszer mozgasi energiajanak a megvaltozasa egyenlé a rend-
szerre hatd 6sszes er6 munkajanak Osszegével. Tengely koriil forgd merev test elemi szogel-
fordulasa soran a testre hat6 er6k munkaja:

AW =F-Ar =F -rApcosp = Fk Ap = MAgp

Az elemi munka tehat a forgatdnyomaték és az elemi szdgelfordulds szorzataval egyenld. (A
merev testre hatd erdknek csak a tengelyre merdleges sikba es¢ komponensét vettiik figye-
lembe, mert a tengellyel parhuzamos 6sszetevok munkéja a forgas soran nulla.)

Alkalmazzuk a munkatételt a forgd merev testre:

dE, dw
dr  dt
A tehetetlenségi nyomatékra vonatkozo egyenletek felhasznéalasaval ez a kdvetkezd alakban
irhat6:
00 (%) = (2) =
dt dt
illetve

M=0p=0¢

A rogzitett tengely kortili forgas M = Of alapegyenlele szerint tehat a merev testre hato er6k
tengelyre vonatkoztatott forgatonyomatéka egyenld a test forgastengelyre vett © tehetetlensé-
gi nyomatékanak és f szoggyorsulasanak szorzataval.

Ha a kiils6 erdk forgéstengelyre vonatkozé eredd forgatonyomatéka nulla, akkor a merev test
allando szogsebességgel forog a tengely koriil, mikozben a Ow forgasmennyiség idében al-
landd. Ez a forgdsmennyiség megmaraddsanak torvénye. A Ow forgasmennyiség abban az
esetben is megmarad, amikor a tengely koriil forgd test nem merev. Ha a bels6 erdk hatdsara a
tehetetlenségi nyomaték megvaltozik, akkor a szogsebesség is megvaltozik ugy, hogy a Ow
szorzat alland6 marad.
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Impulzusmomentum forgé mozgasnal

Ide tartozik egy nagyon fain kis abra.

Persze magyarazd szévegelés is van. Olyanokrodl szol, hogy a perdiilet vektor az tengelyira-
nyuy, ha a test a forgastengelyre szimmetrikus. Ha meg nem az, akkor bonyolultsag van, ami
elvileg nem tananyag, de szoval precesszio.

Meg par egyenlet:
N =rXxXmv
IN| = |r| - m|v|
|Ntengely| = |N|-sina = |r|sina - mw |r|sina = (ml*)w
N——— ~———

l
|Ntengely| = Ow
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@ = @, sin(Qt + )
a-hgl(po o J s ",5a_kezdé.fé.z_i.s3,(] . . . ,
Krfrel .g: £ t 3 &

Fizikai inga

Fizikai ingdnak olyan merev testet nevezilink, amely rogzitett tengely koriil a nehézségi erd
hatasara lengdmozgést végezhet. Az abra fizikai ingdt mutat. Az abran T a forgéstengely €s az
abra sikjanak doféspontjat jeldli, S a merev test silypontja, s a silypontnak a forgastengelytdl
mért tavolsaga, ¢ a TS egyenes elfordulési szoge.

A testre haté nehézségi erd forgatdbnyomatéka:
M = —mgssing = 0¢

Ha a kitérés szoge ¢ <« 1 rad, akkorsin ¢ ~ ¢, tehat a forgatonyomaték a linearis forgato-
nyomaték-torvénynek tesz eleget: M = —mgs¢@ és D* = mgs.

A fizikai inga kis kitérések esetén kozelitdleg harmonikus mozgast végez, amelynek lengés-
ideje:

0
T=2n |—
mgs

(Itt © a merev testnek a forgastengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka, m a test tomege,
s a stlypontnak a forgastengelytdl mért tavolsaga.)
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8.) Folyadékok és gazok mechanikaja [

Folyadékok altalanos tulajdonsagai

A folyadékok térfogattartok, vagyis igen nagy erdvel is csak kis mértékben nyomhatok Ossze.
Az 0sszenyomhatdsaggal kapcsolatban tapasztalat, hogy a térfogatcsokkenés egyenesen ara-
nyos a test térfogataval €s a testre gyakorolt nyomas Ap valtozéasaval:

AV = —kVAp
ahonnan
1 /AV
=)

A fenti Osszefliggésben k anyagi jellemzd, az ugynevezett kompresszibilitasi egyiitthato
Szamértéke megadja, hogy egységnyi nyomasnovekedés hatdsdra mekkora relativ térfogat-
csokkenés 1ép fel. A kompresszibilitasi egyiitthatd helyett gyakran a reciprokat, a K = 1/k
kompressziés modulust hasznaljuk, amelynek SI-egysége a Pa. Ez az anyagjellemz6 a test
Osszenyomadssal szembeni ellenallasat jellemzi.

Emellett a folyadékok konnyen onthetdk, és mindig folveszik a tartoedény alakjat. Mindezen
tulajdonsagok értelmezhet6k, ha a folyadékrészecskéket egymason konnyen elgdrdiild go-
lyokként fogjuk fel, amelyek kozott érintdleges, azaz nyirderdk nincsenek, egymasra csak
merdleges iranyu erdt fejtenek ki.

A nyirasi er6k hianyaval magyarazhato a nagyfoku gordiilékenység, amelynek tobbek kozott
az az eredménye, hogy a nyugvo folyadék szabad felszine a nehézségi erd és a folyadékrészek
kozott hato erdk dsszhatasaként vizszintes.

Az olyan folyadékot, amelyben a folyadékrészek egymashoz viszonyitott elmozdulasa soran
sem hat surlédasi erd, idealis folyadéknak nevezziik.

Bels6 surlodasi egytitthato

M¢ég a stirtin folyd, mézszert folyadékban sem ébrednek nyirderdk, ha a folyadékrészek egy-
mashoz viszonyitva nem mozdulnak el. Amikor azonban relativ sebességiik nem nulla, a ré-
szek kozotti belsd strldodasi erd sok esetben mar nem elhanyagolhat6.

Parhuzamos lemezek kozotti folyadék dramlédsa soran, ha az egyik lemez rogzitett, a masik
pedig allando sebességgel mozog (36.1. abra), a folyadékrészek hozzatapadnak az iiveglapok-
hoz, igy a felsd laphoz tapad6 folyadékréteg sebessége a legnagyobb, és az also lemez felé
haladva a lapokkal parhuzamos folyadékrétegek sebessége csokken. Az also lapon levo réteg
sebessége nulla. Azt mondjuk, hogy az aramlasra meréleges iranyban a sebességnek gradiense
van (a sebesség valtozik a keresztmetszet mentén). Ha az el6bbi kisérletben a felsé laphoz
dinamométert iktatunk, megmérhetjiik a belsé surlodasi erét. Praktikusabban megvaldsitott
kisérletek mérési eredményei szerint a belsd surlodasi eré egyenesen ardnyos az egymason
csusz6 folyadékrétegek feliiletének nagysagaval és az dramlasra merdleges keresztmetszetben
vett egységnyi tavolsagra esO sebességvaltozassal:

F =nA—
n Ay
Ezt az 0sszefiiggést Newton-féle surlddasi torvénynek nevezziik. Az 6sszefiiggésben n a fo-
lyadék belsd surlodasara, viszkozitasara jellemz6 dinamikai viszkozitas. SI-egysége Pa - s. A
formuldban Av/Ay a sebesség gradiens, A az egymason elcstiszva aramlé rétegek felszinének
nagysaga.
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Sztatika

Pascal torvénye

Ha tekintjiik az abrat, és feltételezziik, hogy a dugattyuk nyugalomban vannak, akkor kisza-
mithatjuk a folyadék altal kozvetitett nyomast a dugattyuk belso feliiletein.

Mivel elmozdulds nem torténik, igy

AW =AE, =0
Ezt atirva a két dugattyin végbement valtozasokra:

F1A51 - FzASZ = 0
Annak ismeretében, hogy a dugattyara hato eré az F = pA képletbdl szdmolhato, ahol p a
dugattyl A nagysagu feliiletét éré nyomas:
pl A1A51 + pz AzASZ = 0
AV AV

A dugattya elmozdulasa ¢és a dugattya feliiletének szorzata a mozgatott folyadék térfogatat
adja meg. Mivel azonban a folyadék Osszenyomhatatlan, ezen AV értékeknek mindenitt
ugyanakkoranak kell lenniiik. Emiatt

(p1 —p2)AV =0

amibdl kovetkezik, hogy p; = p,, vagyis a nyomas a folyadék belsejében mindenhol ugya-
nakkora. Ezt mondja ki Pascal térvénye:

A nyomas a folyadékokban egyenletesen terjed, azaz a folyadékra gyakorolt kiilsé nyo-
masbdl szarmazé nyomas a folyadék belsejében és hatarfeliiletén minden iranyban
ugyanakkora.

Ezen az elven miikddik példaul a hidraulikus emeld, a folyadékfék és még szamos berende-
z€s. Az abra a hidraulikus emeld miikodési elvét mutatja. Az A; keresztmetszeti dugattyura
kifejtett F;, erét az A, keresztmetszetii hengerben F, erével egyenstulyozhatjuk ki. Ez az er6 az
F; erénél A,/A,-szer nagyobb, azaz

F, A_1F1
illetve

Fi K

A A4,

Az utdbbi Osszefiiggés a két dugattyu altal kifejtett nyomasok egyenldségét fejezi ki. A gya-
korlatban miikodé hidraulikus berendezéseken nyito és zar6 szelepek biztositjak a periodikus
mukodést €s azt, hogy a tartalékfolyadék a dugattyiukkal mozgatott folyadék terébe bejusson.
Kis keresztmetszetli nyomohenger és nagy keresztmetszeti munkahenger esetén kis erdvel
nala tobb nagysagrenddel nagyobb sulyu terhet tudunk felemelni. Az ehhez sziikséges munka
azonban természetesen legalabb annyi, mint amekkora a teher felemeléséhez a hidraulikus
emeld hasznalata nélkiil sziikséges.
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Hidrosztatikai nyomas

Eddig csak a kiils6 nyomas terjedésével foglalkoztunk. Nem vettiik figyelembe, hogy a folya-
déknak sulya van, s ezért az egyes folyadékrétegek nyomjak az alattuk levoket. Ennek kovet-
keztében a folyadék kissé Osszenyomodik, aminek eredményeként a folyadékban fesziiltség,
azaz nyomas ¢bred. Ezt a folyadék stilyabol szarmazo nyomast hidrosztatikai nyomasnak ne-
vezziik. Egyszeriien belathatjuk, hogy a hidrosztatikai nyomas egyenesen aranyos a felszint6l
mért mélységgel és a folyadék stirliségével.

Az abran lathatd, folyadékkal telt edényben a felszintdl h mélységben A keresztmetszetii felii-
letelemet valasztottunk ki. A felette levé folyadékoszlop silya G = Ahpg, az ebbdl szarma-
z6 nyomas pedig

p = hpg
A hidrosztatikai nyomasra kapott eredmény a kisérletek tantisaga és elméleti megfontolas
szerint is altalanosan érvényes, a folyadék stlyabodl szarmaz6 nyomads fiiggetlen a folyadékba
helyezett feliiletelem iranyitasatol. Adott mélységben a nyomasmérd allandé nyomast mutat,
fliggetlentil a membran feliiletének irdnyitasatdl (a nyomas izotropidja). Az egymashoz folya-
dékkal csatlakozo edényeket kozlekedéedényeknek nevezziik. A homogén folyadék a kozle-
kedéedény minden szaraban azonos magassagban helyezkedik el.

Hidrosztatikai paradoxon

Erdekes megéllapitast tehetiink, ha vizsgaljuk a folyadék sulyabol szarmazo, a folyadékot
tartalmazo edény aljara hatd er6k nagysagat kiilonbozo kialakitasu edények esetén. A folya-
dék mindegyik edényben azonos magassagu, tehat valamennyi tartaly aljara nehezed6 nyomas

Pe = hpg
A tartalyok alaplapjainak feliilete szintén egyenld, igy az ezen tulnyomasbdl szdrmazo, a tar-
taly alaplapjara hat6 erd nagysaga valamennyi esetben

F =pA=hpgA=p(hA)g

Miutédn a folyadék sulyerejét a G = mg = pVg 0Osszefliggéssel hatarozhatjuk meg, és az
edény alakjatol fiiggden a folyadéktérfogatok értéke mas és mas, latjuk, hogy a tartaly aljara
hat6 eré nem feltétleniil egyenld a benne 1év6 folyadék stlyerejével, hanem annal nagyobb is
vagy kisebb is lehet. Ezt a jelenséget hidrosztatikai paradoxonnak nevezziik.

A hidrosztatikai paradoxonban rejlé latszolagos ellentmondas természetesen feloldhatd, hi-
szen, ha az edény oldalfalardl a folyadékra atadodo erdket is figyelembe vessziik, folyadékra
hat6 erék ereddje zérusra adodik. Az edény oldalfalara hato, a folyadéknyomasbdl szarmazo
er6k meghatdrozasa azonban még egyszerii formaju edény esetében is dsszetett feladat, mert a
nyomas a feliileten nem alland6, hanem a mélységgel linedrisan valtozik. Az altala kifejtett
erd tehat egy olyan, a feliileten megoszlo erdrendszer, amelynek intenzitdsa a mélységgel
egyenesen aranyosan valtozik. Természetesen az ilyenkor szokasos elvet kdvetve, vagyis a
feliiletet olyan feliiletelemekre osztva, amelyen beliil a nyomas allandonak vehetd, az ezen
feliiletelemekre hatd erdk meghatarozhatok, és dsszegzésiikkel az edény oldalfalara hato erd
nagysaga altaldban kiszdmithato. Az igy adodo erd tehat az a koncentralt erd, amellyel a fo-
lyadéknyomasbol szarmaz6 erérendszer helyettesithetd, azaz a megoszl6d erérendszer ereddje.

Felhajtoero

Hétkoznapi tapasztalat, hogy a folyadékba meritett testet kisebb erdvel tarthatjuk, mint amikor
a test nincsen folyadékban; vagy az, hogy a folyadékba tett test el sem meriil.
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El6szor egyszert alaku testre szamitjuk ki a felhajtoerét. Az abra szerint A keresztmetszeti, h
magassagl egyenes henger meriil py stirliségii folyadékba. A hidrosztatikai nyomas miatt a
folyadék erét fejt ki a henger lapjaira és a palastra. Az oldaliranyu erdk ereddje nulla, az also
¢s a felsd lapra hato erdk kiilonbsége pedig

Fr = F, — Fy = hypsgA — hiprgA = (hy — hy)prgA

Mivel h, — h; = h a henger magassaga ¢és V; = hA a test térfogata, a felfelé hato eredd erd,
vagyis a felhajtoerd:

Fr=Viprg

Eredményiink szerint a folyadékba mertilé hengerre felhajtoerd hat, ami megegyezik a henger
altal kiszoritott folyadék sulyaval. A torvény nemcsak erre az esetre, hanem altaldnosan is
igaz, azaz barmely folyadékba meriil6 testre a test altal kiszoritott folyadék sulyaval meg-
egyez0 felhajtderd hat. Ezt a torvényt, amely a hidrosztatikai nyomas egyenes kdvetkezmé-
nye, Arkhimédész térvényének nevezziik.

Alkalmazasok (uiszas)

Attol fliggden, hogy a testre hatd nehézségi erd €s a felhajtderd koziil melyik a nagyobb, a test
lemeriil vagy emelkedik a folyadékban. Ha a felhajtéeré nagyobb, mint az mg nehézségi erd,
akkor a felemelked¢ test tigy keriil egyensulyba, hogy a folyadékba részben bemeriilve tszik.
Ha a két erd ereddje teljes elmeriilés esetén nulla, a test lebeg.

Az 4bra alapjan az erdk ereddjére vonatkozoan hdrom esetet kiilonboztethetiink meg. Ha a test
stirlisége p; > py, akkor az eredd erd:

F, =V.(pr — ps)g >0

a test lemeriil. Ha p, = py, akkor F, = 0, a test lebeg, ha pedig p; < pf, akkor a test felemel-
kedik és olyan egyensulyi helyzet alakul ki, hogy a test a folyadékba részben belemeriilve
uszik. Az utobbi két esetben a testre hatd nehézségi erd egyenld a test altal kiszoritott folya-
déek stlyaval. Az iszas esetén az egyensuly feltétele:

Vipe = Vrpy
ahol V; a test folyadékba mertil6 részének térfogatat jelenti. A fenti Osszefliggésbol:
Vr_pe
Vi pr

azaz folyadékban isz6 tomor test térfogatanak annyiad része mertl a folyadékba, ahanyad
része a test slirlisége a folyadék stirliségének (pl. az uszo jég térfogatanak kb. 0,9 része meriil
a vizbe).

Ahhoz, hogy a test Uszésa stabil legyen, a testre hatd nehézségi erd €s felhajtoerd egyenldsé-
gén tul annak is teljesiilnie kell, hogy kis kibillenés esetén a két erd visszatéritd forgatonyo-
matékot fejtsen ki a testre.

Torricelli kisérlet

A leveg6 sulyabodl szarmazo nyomas, a légnyomas meghatarozasa Torricelli olasz fizikus ne-
véhez flizodik. Torricelli koriilbeliil 1 méter hosszu, egyik végén zart {ivegcsovet higannyal
toltott meg, és a csdvet, nyitott végét befogva, higannyal t6ltott edénybe helyezte. Ezutan a
csO nyilasat szabadda tette. A csében a higany szintje az edénybeli szinttdl mérve koriilbeliil
h = 76 cm magassagban allapodott meg, fliggetleniil a cs6 dolésétdl (abra). A jelenség azzal
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magyarazhatd, hogy a csében levé higanyoszlop stilyabol szarmazo nyomassal — a kézlekedo-
edények elve szerint — a levegd nyomasa tart egyensulyt. A c¢s6 higany feletti zart terét Torri-
celli-tirnek nevezik.

A légnyomasra és a Torricelli-kisérletre alapozva tobbféle nyomasegységet is bevezettek. igy
pl. 1 fizikai atmoszféranak (1 atm) nevezziik a 76 cm magas, 0 °C -0s higanyoszlop hidrosz-
tatikai nyomasat a tengerszint magassagaban, a 45. szélességi fokon (g = 9,806 65 ms™2).
A p = hpg alapjan 1 atm (normalis 1égkori nyomés) = 101 325 Pa.

A légnyomas fiiggése a magassagtol

Mérési eredmények szerint a [égnyomads a Fold felszinétdl mért magassadggal csokken. A 1€g-
nyomas ¢és a magassag kozotti 0sszefiiggés meghatarozasara két egyszertsito feltételezéssel
¢éliink, nevezetesen, hogy sem a levegd hémérséklete, sem a nehézségi gyorsulas nem valto-
zik.

Legyen a Fold felszinén mért nyomas, illetve siirliség p,, illetve p,, h magassagban p, illetve
p. Ha h magassadgban Ah-val feljebb megyiink, akkor a nyomas valtozasa
Ap = —gpAh

(A negativ eldjel azt fejezi ki, hogy novekvd magassdghoz kisebb nyomas tartozik.) Feltevé-
slink szerint a hdmérséklet allando, tehat a Boyle-Mariotte-torvény szerint

pV = poVo
illetve az m tomeggel vald osztas utan, és figyelembe véve, hogy m/V = p és m/Vy = py,
P_Po
P Po

A fenti formulabdl fejezziik ki p-t, és helyettesitsiik be a Ap-re adott 6sszefiiggésbe:

Ap = —p—gAh
0

Barometrikus magassagformula és kovetkezményei
Az el6z6 formula atalakitas utan:

Ap _ _po

Ah Do gp
ami hataresetben

dp _ _Po

dh - p, 7P

differencidlegyenletbe megy at. A differencidlegyenlet megoldasa:

_Po
p(h) = poe P’
Ezt az Osszefiiggést barometrikus magassagképletnek nevezziik. Hasonlo alaku a stirtiség-
magassag fiiggvény is:
_Po
p(h) = pge "
Eredményiink szerint a 1égnyomas ¢és a levegd siiriisége a magassaggal exponencialisan csok-
ken. A légnyomas valtozasat érzékeljiik a hegyrdl lefelé haladd jarmiiben, siillyedd repiil6gé-
pen stb.
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A képletbdl leolvashatd, hogy a nagyobb sliriiségii gdz nyomasa erdsebben csokken a magas-
saggal, mint a kisebb siiriiségiié. Ezzel magyarazhatd a kéményekben 1étrejové huzat. A ké-
ményben levé melegebb levegd stirlisége kisebb, mint a kiilsé hidegé, ezért a kémény magas-
sagahoz kiviil nagyobb nyomascsokkenés tartozik, mint beliil. Hasonloképpen, amikor a halo-
zati gdz nyomasa csokken, akkor a gazkésziilékek miitkodésében azért okoz eldszor a foldszin-
ten zavart, s csak késébb a magasabb emeleteken, mert a gaz siiriisége kisebb, mint a kiilsd
levegdé.

Molekularis erok folyadékokban, feliileti fesziiltség

A szakitasi kisérletek azt bizonyitjdk, hogy térfogatndveléskor a folyadékrészek kozott von-
z6er6 hat. Ha tiszta liveglapot szakitottunk el viz felszinérdl, ahhoz erét kell kifejteni. Az eh-
hez sziikséges erdt érzékeny dinamométerrel mérhetjiik. Elszakitds utan a lapon vizcseppek
maradnak, vagyis folyadékrészek szakadnak el egymastol. A dinamométer az egynemii részek
kozott fellépd Osszetartd erdt, az tn. kohézids erdt méri. Az ilyen, kiilonb6zé mindségli anya-
gok kozotti vonzoerdt adhézids erdnek nevezziik.

Aluminiumérme, borotvapenge, varrétii uszik a vizen, ha dvatosan tessziik a felszinre. Az
usz6 fémtestek alatt és kornyékén a felszin rugalmas hartyaként behorpad. Ez a jelenség, hogy
a viz megtartja a nala tobbszordsen nagyobb siirliségii testeket, nem magyardzhatd az Gszas
feltételérol tanult ismereteinkkel. Ha a fémdarabokat éliikkel tessziik a vizre, elmeriilnek. Azt
mondhatjuk, hogy mintegy atszakitottdk a felszini, rugalmas hartyat. Ennek a hartyanak a
folyadék belsejétdl eltérd tulajdonsagait a molekulak kozotti er6kkel magyarazhatjuk.

A folyadék belsejében kivalasztott folyadékrészre a szomszédos molekuldk gomb-szimmetri-
kusan hatnak, a felszin kozelében levé molekulak koriil viszont a hatasgdémbon beliil levo
szomszédos molekuldk eloszldsa nem egyenletes.

A folyadékhartydkban hat6 eréket legkonnyebben az un. ,,szappanhartyas™ kisérletekkel ta-
nulmanyozhatjuk. Folyékony moso6szerbdl drotkeretben nagyméretii, tartds hartydk feszithe-
tok ki. Ezek a hartyak sokkal vastagabbak a feliileti rétegnél, igy mindegyikiiknek két feliileti
rétege van. Mégis, az ilyen drotkeretekre feszitett hartyak esetén, a feliileti réteg viselkedése
meghatarozo a tombfolyadékhoz képest.

Az abran mozgathat6 oldalu, téglalap alaku drotkeret lathatd. Ha a keretet szappanoldatba
martjuk és hartyat feszitiink ra, akkor a folyadékhartya a mozgathat6 oldalt felrantva 6sszehu-
z6dik. Finom mérdkisérletek bizonyitjak, hogy a mozgathat6 drotot a hartya teriiletétdl fiig-
getleniil, adott erdvel tarthatjuk egyensulyban. Kiilonb6z6é hossziisagii huzaldarabokra haté
er0k mérése alapjan kidertilt, hogy a folyadékhartya altal kifejtett erd6 egyenesen ardnyos a
vonaldarab hosszaval. A drétkeret [ hossziisagu darabjara haté erd:

F = a2l

(A 2-es szorzo azért szerepel, mert ebben a kisérletben a hartyanak két felszine van.) A folya-
dekfelszinnek ezt a tulajdonsagat az a ardnyossagi egylitthatoval, az un. feliileti fesziiltséggel
jellemezziik. Dimenzidja az eré dimenzioéjanak (ML/T?) és a hosszisag dimenzidjanak (L) a
hényadosa, vagyis M/T2. Sl-egysége: N/m. A feliileti fesziiltség mindig a hatarfeliilet men-
tén érintkez0 két anyagra jellemzo értek.

Amikor a hartya felszinét megnoveljiik, munkat végziink. Az [ hosszisaghi vonaldarab Ax
elmozdulasakor végzett elemi munka

AW = FAx = a2lAx = aAA
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Eredménylink szerint a munka egyenesen aranyos a feliilet novekedésével, AA-val. Ezzel a
munkaval a feliilet potencialis energiajat noveltiik. A fenti 0sszefliggés alapjan az « feliileti
fesziiltségnek energetikai értelmezést adhatunk:

AW AE,
T AA T AA

Eszerint a feliileti fesziiltség szamértéke egyenld a hatarfeliilet egységnyi teriilettel torténd
megnoveléséhez sziikséges munkéval, pontosan ennyivel novekedik a feliilet potencidlis
energiaja.

a

Gorbiileti nyomas (Laplace-torvény)

A gomb alaku folyadékhartya gorbiileti nyomasa pl. a munkatétellel hatarozhatd meg. Jeloljiik
az R sugari gdbmb belsejében uralkodé tobbletnyomast pg-vel. Noveljiik meg a hartyagomb
sugarat AR-rel! Ehhez

AW = pyAAR

munkat kell végezniink, ahol A a gdmb felszine. Ez a munka a hartya potencialis energiajat
noveli, amelynek ndvekedése egyenesen aranyos a feliiletnovekedéssel:

AE, = alA
A gdémb 4R?m feliiletének felhasznalasaval és figyelembe véve, hogy a hartyanak most is két
felszine van, a munka és energiandvekmény egyenldségét igy irhatjuk:
Py = 4R*mAR a = a - 2 - 4m[(R + AR)? — R?]

A miveletek elvégzése utan és a AR-ben masodrendlien kicsiny tagok elhanyagolasaval a
gdmbhartya gorbiileti nyomaséra az alabbi eredményt kapjuk:

4a
bg = R
Egyszeres felszinli hartya esetén — ilyen pl. a vizcsepp felszine — a gorbiileti nyomas:
_ 2a
bg = ?

A gorbiileti nyomas tehat forditottan aranyos a gdmb sugaraval.

A Laplace-torvény fiizetbe leirt alakja
_AF, ( 1 N 1 )
Po="aa = “\R, "R,
Kapillaritas jelensége, értelmezése
A tiszta iiveglapra cseppentett viz szétteriil, az livegen levé higanycsepp viszont majdnem

gomb alakt. Vékony cs6ben, kapillarisban a folyadék felszine szemmel lathatoan gorbiilt a
csO fala mentén.

Az é4bran jelolt 9 szoget illeszkedési szognek nevezziik. A 9 szog az iivegfeliilet és a csepp-
felszin, illetve a kapillaris alkotdjanak és a folyadékfelszin érintdjének a szoge. ¥ < 90° ese-
tén nedvesitd, 9 > 90° esetén nem nedvesitd folyadékrol beszéliink.

A vékony csovekben megfigyelheté kapillaris jelenségeket is a feliileti fesziiltségre vezethet-
juk vissza. A kapillarisban a folyadék szintje magasabb, ill. alacsonyabb attol fiiggéen, hogy a
felszin homoru, vagy dombort. Kapillaris cs6ben a feliileti fesziiltség gorbiilt felszint hoz
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Iétre, s az ezzel jard gorbiileti nyomas miatt a folyadékszint addig emelkedik, illetve siillyed
az edénybeli szinthez képest, amig a szintkiilonbségnek megfeleld hidrosztatikai nyomas a
gorbiileti tobbletnyomassal egyenld nem lesz.

Az abra alapjan az egyensulyra a kovetkezo feltételt irhatjuk fel: az r sugara kapillarisban R
sugaru gdmbfeliilettel helyettesithetd folyadékfelszin alakul ki, igy a gorbiileti nyomas:

2aa  2acosV
pg :?:7

A tobbletnyomasbol szarmazé erd nedvesitd folyadék esetén felfelé, nem nedvesitd folyadék
esetén lefelé mutat. A tobbletnyomassal a h magassagu folyadékoszlop hidrosztatikai nyoma-
sa tart egyensulyt:

hpg = 2a cosV
r
Ebbdl a kapillaris emelkedésre (siillyedésre)
_ 2acos?
~ rpg

adodik. Az Osszefliggésbol latszik, hogy a kapillaris emelkedés, illetve siillyedés forditottan
aranyos a kapillaris cs6 sugaraval.

A kapillaris jelenségekre sok természetbeni €s gyakorlati példat sorolhatunk fel: ilyen pl. a
hajszélcsovesség, amely a talaj nedvességtartalméaban jatszik fontos szerepet; a folyadékok
felszivodasa szivacsos anyagokban stb.

A kapillaris emelkedés ¢€s az illeszkedési szog mérésével a feliileti fesziiltség az elobbi Gssze-
fliggésbol adodo

_ hreg
= 2cosdV

képlettel hatarozhaté meg. A mérést az illeszkedési szog mérésébdl adodd bizonytalansag
miatt altalaban vizes oldat és viz relativ feliileti fesziiltségének meghatarozasara szokas al-
kalmazni. Ez ugyanis megegyezik a két folyadék emelkedési magassaganak hanyadosaval.
Ebben az esetben nincsen sziikség az illeszkedési sz6g meghatarozasara.

Dinamika

Aramlisok jellemzése, osztalyozisa

A folyadékok ¢és gazok mozgasanak, aramlasadnak leirdsakor az anyagot a szilard testekhez
hasonldéan folytonosnak, kontinuumnak tekintjiilk. A mozgas dinamikai leirasdramost is a
Newton-torvényeket, ill. a beldliik levezethetd tovabbi tételeket, az energiatételt és a munka-
tételt hasznaljuk.

A megszokott torvények alkalmazasa azonban nem egyszerli, mert a folyadék részecskéinek
egymashoz viszonyitott helyzetére vonatkozéan nem léteznek olyan szigorti Osszefliggések,
mint példaul a merev test esetén, ezért a folyadék egészére nem adhatd olyan egységes leiras,
mint a szilard testekre.

A gazok és a folyadékok kozotti tovabbi kiillonbséget jelent az, hogy a folyadékok 1ényegében
Osszenyomhatatlanok, a gazok viszont nagymértékben Osszenyomhatdak. Ezért a kétféle
anyag mozgasa csak addig targyalhato egylitt, amig az aramlds sordn a gaz jelentds Ossze-
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nyomodast nem szenved. Ez addig teljesiil, amig az aramlasi sebesség sokkal kisebb a hang
kozegbeli terjedési sebességénél.

Az aramlas szemléltetésére bevezették az aramvonal fogalmat. Az aramvonal olyan gorbe,
amelynek barmely pontjaban hizott érint6 az illetd pontbeli sebességvektor egyenese. Aram-
vonalrendszert demonstral a Pohl-féle aramlasi késziilékkel végzett kisérlet (abra). Két, egy-
mastol fallal elvalasztott tartalybol tiszta viz és szines folyadék aramlik féstifogszert lyukso-
ron at két, egymashoz kozeli parhuzamos tiveglappal hatarolt d&ramlési térbe. A kétféle folya-
dék nem keveredik Ossze, hanem aramfonalakban (vékony ,,folyadékcsdvekben”) aramlik a
parhuzamos lemezek kozott. Az dramfonal vastagsag nélkiili, geometriai vonalnak megfeleld
hataresete az &ramvonal.

Ha az aramlési térben gondolatban felvett zart gorbe pontjain &tmend aramvonalak 6sszessé-
gét vessziik, ugynevezett aramlasi- vagy aramcsovet kapunk (abra). Az aramcs6 falanak ,,al-
kotdi1” daramvonalak; emiatt a falon at nem folyik folyadék a csébe és a csdbdl sem 1éphet ki,
mert a falban draml6 részek sebessége érintdiranyu.

Az aramlédsokat tobbféle szempont szerint osztalyozhatjuk.

Surlodasmentes, illetve surlddasos aramlasrol beszéliink attol fiiggden, hogy elhanyagolhatok-
e a folyadékrészek mozgésa soran fellépd nyirder6k vagy nem. Surléddsmentes aramlason
beliil 6rvénymentes és drvényes aramlasi kiilonbdztetiink meg.

Orvényes dramlasban a folyadékrészek forgomozgast is végeznek. Surlodé folyadékok moz-
gasa soran laminaris (réteges) ¢€s turbulens (kavargd) aramlas valosulhat meg. Az elézdektol
fiiggetlentil az aramlés lehet stacionarius vagy nem-staciondrius.

Stacionarius az aramlas, ha a sebességtér fliggetlen az 1d6tdl, azaz ha adott helyen a sebesség
allando. Masként fogalmazva: ha a v(x,y,zt), p(x,y,zt), p(x,y,zt) figgvények csak a
helytdl fliggenek, vagyis ha a fiiggetlen valtozok kozott nem szerepel az id6. Ilyen dramlas
esetén a palyavonalak megegyeznek az aramvonalakkal.

A kovetkezdkben csak az 6sszenyomhatatlan folyadék stacionarius €s oérvénymentes aramla-
saval foglalkozunk.

Kontinuitasi egyenlet

Staciondrius aramlasban barmely aramlasi csO tetszOleges keresztmetszetén adott idO alatt
egyenld tomegli és az 0sszenyomhatatlansdg miatt egyben egyenld térfogati folyadék aramlik
at. Ahhoz, hogy ezt a megallapitast mennyiségileg is leirhassuk, valasszunk ki az dramlési cs6
két tetszOleges helyén az aramlasi sebességre merdleges A; €és A, keresztmetszetet. A valasz-
tott helyeken legyen a sebesség v, illetve v,. A megfigyelés id6tartama legyen At. Az el6bb
mondottak szerint

Allet = szzAt

illetve
Avy = Ay,
ahonnan
vy A
v, A

Eredményiink szerint tehat az aramlasi cs6 kiilonb6z6 keresztmetszeteiben az aramlasi sebes-
ségek forditottan aranyosak a keresztmetszetekkel. A fenti 0sszefiiggés a folytonossagi vagy
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kontinuitasi egyenlet, amelybdl kiolvashatd az 6sszenyomhatatlan folyadék stacionérius dram-
lasara vonatkozoan, hogy sziikiiletben a sebesség nagyobb. Nagyobb sebességli helyekhez a
kisérletek tantisaga szerint siiribb &ramvonalrendszer tartozik.

Az aramlédsokat az aramerdsséggel (aramintenzitassal) jellemezziik. Megallapodas szerint az
aramlési cs6 keresztmetszetén atfolyd AV folyadéktérfogat €s a At athaladasi id6

AV
At

hanyadosat aramerdsségnek nevezziik. Mivel At 1d6 alatt az aramlasi csé kiszemelt kereszt-
metszetén As hosszisagl, ill. AV = AAs = AvAt térfogatu folyadék aramlik at, igy

AV AvAt
At At
E legutobbi képlet alapjan az aramerdsség Sl-egysége: m3/s.

I

= Av

Bernoulli-térvény

Manométerekkel (Iégnyomasmérdkkel) ellatott tivegcsOben aramlo viz (abra), szélcsatornaban
aramlo levegd nyomasa a kisebb keresztmetszeti helyeken kisebb, amint ez a manométereken
leolvashato.

Az el6z6 pontban lattuk, hogy sziikiiletben a kozeg nagyobb sebességgel aramlik, mint a na-
gyobb keresztmetszetli helyeken. Kisérleti tapasztalatunk szerint tehat az aramlasi csében
nagyobb sebességli helyen a nyomas kisebb. Az adott helyen mérhetd nyomas és sebesség
kozotti mennyiségi kapcsolat meghatarozasara valasszunk ki az aramcsoben egy ABCD fo-
lyadékrészt (abra), amely At idé mtlva az A'B'C'D’ térfogatot foglalja el. Mivel az aramlas
staciondrius, az abran fehéren hagyott térben semmilyen valtozas nincs az d&ramlasban, annak
ellenére, hogy ebbe a tartomanyba mas folyadék érkezett. Az egész folyadékrész elmozdulasat
ugy targyalhatjuk, mintha az ABA'B’ folyadék, melynek tomege Am = pA,v,At, a CDC'D’
térfogatba jutott volna. A munkatétel szerint e folyadékrész mozgasi energidjanak megvalto-
zasa egyenld a rd hato er0k munkéjanak 6sszegével. Mivel az dramlas sarlodasmentes, a belsd
er6k munkdja nulla, ezért csak a nehézségi erd €s a p,, p, nyomasokbol szdrmazd nyomoerdk
munkajat kell figyelembe venniink. A nehézségi er6 munkaja az abra jeloléseivel:

Wy = Amg(hy — hy) = pAyv1At g(hy — hy)
a nyomoerdé pedig
W2 = plAllet - pzAszAt
Figyelembe véve a kontinuitasi egyenletet, amely szerint az (1) és (2) térfogat egyenld, azaz
AV = A v, At = A,v,At, a munkatétel alapjan
1 1
EAVPVZZ - EAVPWZ = AVpg(hy — hy) + AV (py — p2)
Egyszerisités és rendezés utan
1 L
P1+pghy +5pvi =Pz + pghs + 5 pv;

alakban irhato fel. Ezt az 0sszefiiggést Bernoulli-egyenletnek nevezziik. Eszerint 6sszenyom-
hatatlan folyadék surléddsmentes, stacionarius aramlasa kdzben barmely dramfonal (vékony
aramcs0) mentén a

1
p + pgh+ E'sz = alland6
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Alkalmazasok

Két, egymashoz kozel helyezett konnyl lemez kozé befujva a lemezek Osszecsapddnak. E
jelenség a Bernoulli-térvénnyel magyardzhato. Az aramlé kozegben torténd kiilonbozé nyo-
masvaltozasok jelenségei szamos gyakorlati alkalmazasra adnak lehetdségek.

Pitot-Prandlt-csd

Aramld gaz sebességét vagy a benne mozgd test sebességét példaul a Pitot-Prandtl-csdvel
mérhetjik meg (abra). Az aramlasi térbe helyezett cs6 abran jelzett 1. helyén a sebesség
v; = 0, a torlodas miatt, a nyomas p;; a 2. helyen v az aramlasi sebesség, p, az ehhez a se-
bességhez tartoz6 nyomds. A manométer bal oldali szara a ,,cs0” lireges részébe nyilik, az
tireg pedig a falon levé nyilasok miatt kapcsolatban van az aramlasi térrel. Bernoulli egyenle-
te alapjan

1

pL=p2+5pv

ahonnan a sebesség

2(p1 — p2)
p

Itt p a gaz strlisége, p; — p, = Ap a nyomaskiilonbség, ami a cs6hodz csatlakoz6 manométe-
ren olvashato le. (A csovet csepp alakuira készitik, hogy a mérdtest az dramlési viszonyokat
lehetdleg ne valtoztassa meg.)

Lllatszerszoro, vizlégszivattyu

Sokféle eszkdz mikddik a gyors dramlasok kornyezetében fellépd ,,szivohatas™ kihaszndlasa-
val. Az 4raml6 folyadékban (gédzban) a nyomds kisebb, mint a kdrnyezd kisebb sebességii
vagy nyugvo kozegben, ezért az a kisebb nyomasu hely felé aramlik. Ez a hatas érvényesiil az
illatszerszoroban (abra) €s a vizlégszivattytiban (dbra). Az illatszerszordban a szivohatas miatt
felemelkedd folyadékot a beftjt 1égaram magéval ragadja és porlasztja is. A vizlégszivattyu-
ban az aramlo folyadék a kornyezd gazt ,,szivja” be, s viszi magéaval, igy evakudlva a ritkitan-
do teret.

Surlodo folyadékok laminaris aramlasa

A bels6 sturlodas miatt a hengeres csében aramlo folyadék rétegei is kiilonbozé sebességgel
mozognak. A cséfallal érintkez6 réteg sebessége nulla, a c¢s6 kézepén mozgoké pedig maxi-
malis. Egyszerti kisérlettel megmutathaté az is, hogy a vizcsaphoz kotott, manométerekkel
ellatott, egyenletes keresztmetszetli tivegcsOben dramlo viz nyomasa a ¢cs6 mentén linearisan
csokken a tavolsaggal (abra). Ez a jelenség nem magyarazhaté Bernoulli torvényével, amely
szerint az aramlasi c¢s6 kisebb nyomasu helyén a sebesség nagyobb. A nyomascsdkkenés oka
a belso surlddasi erd. A csé [ hossza menti p; — p, nyomascsokkenésbdl szarmazo erd egyen-
sulyt tart a Newton-féle belsd surlodasi erdvel. Az eredd erd tehat nulla, a folyadék staciona-
rius, laminaris dramlast végez. Ezt az er6tani megfontolast felhasznalhatjuk arra, hogy megha-
tarozzuk az R sugarl csében aramlo, n dinamikai viszkozitasu folyadék sebességeloszlasat. A
részletes szamitasok azt adjak, hogy a cs6 szimmetriatengelyétdl r tavolsdgban az dramlasi
sebesség:
() = (p1 — p2) (R? — 12)
2nl

Az eredmény mutatja, hogy a staciondrius, lamindris dramlas sebessége a csé kozéppontjatol
mért tdvolsaggal négyzetesen csokken a cso fala felé, azaz a sebességprofil parabolikus.
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Hagen-Poiseuille torvény

A sebességeloszlas felhasznalasdval meghatarozhatjuk az dramlds erdsségét. Az R sugar
cs6ben a kozépvonaltdl r tavolsagban jeloljiink ki Ar szélességli cségytriit (abra). Ezen a
gyuriiszerii keresztmetszeten az atfolyo folyadékaram erdssége:

AV
I =—=v(r)AA

At
A sebességeloszlast felhasznalva ez az dramerdsség az
AV p1i—p;
] =—= R? —r?)2nrA
AL yo ( re)2nrAr

alakot olti. A cs6 teljes keresztmetszetén ataramld folyadék aramerdsségét ugy kapjuk meg,
hogy az elemi térfogatok dsszegét vessziik a teljes keresztmetszetre, tehat
V. (p1—

_r_ P2) E.[R 2 _ .2
I_t_—nl 20(R ré)r dr

Az integralast elvégezve

V_n(p1—p2) R

I =
t 8nl

A fenti Osszefiiggést Hagen-Poiseuille-torvénynek nevezziik. Eszerint stacionarius, laminaris
aramlas soran a csO keresztmetszetén athalado folyadékaram (pl. véraram) erdssége egyene-
sen aranyos a csO végei kozotti nyomaskiilonbséggel, a csé sugaranak negyedik hatvanyaval
¢s forditottan aranyos a cs6 hosszaval, valamint a folyadék dinamikai viszkozitasaval.

Stokes-torvény

Aramlési térbe helyezett goly6 kozelében réteges aramlas alakulhat ki. A belsé surlodas miatt
a kozeg a golyora er6t fejt ki, ami a szdmitdsok szerint egyenesen aranyos a kdzeg ¢és a golyo
relativ sebességével, a golyo sugaraval és a kozeg dinamikai viszkozitasaval:

F = énnrv

Ez a Stokes-féle surlodasi torvény. A Stokes-torvény sokféle kisérlet kiértékelésében jatszik
fontos szerepet. A kisméretli golyok esése surlodo folyadékban gyorsan egyenletessé valik. A
golyo sebességét megmérve kovetkeztethetiink a folyadék, vagy a golyora hatd erdk tulajdon-
sdgaira.
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9.) Elektrosztatika I.

Elektrosztatikai alapjelenségek

Thalész gorog filozofus, matematikus és csillagasz Kr. e. 600 koriil tett emlitést elészor arrol,
hogy a gyapjuval megdorzsolt borostyankdl apro testeket magahoz vonz, majd eltaszit. Ezt
kovetden szamos megfigyeld észlelte, hogy dorzsdléskor nagyon sok anyag a borostyank6hoz
hasonl6 tulajdonsagot vesz fel. A megddrzsolt anyagoknak azt a tulajdonsagat, hogy konnyt
testeket képesek magukhoz vonzani, borostyankderdnek nevezték el. A borostyankd gordg
neve nAektpov,s innen szarmazik az elektromos elnevezés. Azt az allapotot pedig, amelybe a
borostyankd, a kiilonb6zd iivegek és milanyagok dorzsoléskor keriilnek, elektromos allapot-
nak, a megdorzsolt testek kozott hato erét pedig elektromos erének nevezziik.

A megdorzsolt testek kozott hatd erdt a testeken levd elektromos toltésnek tulajdonitjuk, mas
széval: elektromos erd kifejtésére az elektromos toltés képesiti a testeket.

Az elektromos erdé vonzo és taszitd is lehet, ezért kétféle elektromos toltésnek kell lennie.
Ezeket pozitiv és negativ toltésnek nevezziik. Megallapodas szerint negativnak mondjuk a test
elektromos toltését akkor, ha a semleges allapothoz képest elektrontdbblete van, pozitivnak
pedig akkor, ha elektronhidnyos. A tapasztalat szerint az azonos eldjeli elektromos toltések
taszitjak, a kiilonbozd eldjelliek pedig vonzzak egymast. Az elektromosan semleges testek
kozott elektromos eré nem 1ép fel.

Coulomb-térvény, a toltés egysége

Coulomb az elektromos erék mérésére torzidos mérleget hasznalt, amely fiiggdleges torzios
szalra erdsitett vizszintes rud, végein egyenld méretii, pontszeriinek tekinthetd fémgémbokkel
Ha a rad végén levd Q4 toltési fémgdmb kozelébe vele egynemi (vagy ellentétes eldjellt) Q,
toltésti fémgdmbot vitt, a torzios szal elcsavarodott, mert a toltések kozott taszitoerd (ill. von-
zoerd) hat.

A mérések szerint vakuumban (légiires térben) — gyakorlatilag levegében is — a pontszerii
toltések (ponttoltések) kozott hatd erd nagysaga (F,) egyenesen aranyos a Q és a Q, toltések
szorzataval, és forditva aranyos r tavolsaguk négyzetével:

010>

r2

F():ko

ahol k, aranyossagi egyiitthaté (mértékegységes szam). Megallapodas szerint k, szamértéke a
c =2,99792458-108m/s = 3 - 108 m/s vakuumbeli fénysebesség négyzetet szamértéké-
nek 10~7-szerese:

{ko} = 1077{c?} =~ 9 - 10°

Az elektromos toltés skalar fizikai mennyiség (roviden: skalar); SI-egysége Coulomb tisztele-
tére a coulomb, jele: C. Meghatarozasa: az egyenletek alapjan 1 C az a toltés, amely a téle 1 m
tavolsagra levd és vele azonos nagysagu toltésre 9 - 10° N erét fejt ki. Az 1 C mint sztatikus
toltés igen nagy, a valdsagban tobbnyire csak tortrészei fordulnak eld.

A Coulomb-torvénybdl kdovetkezik, hogy a Q; ponttoltéstdl r tavolsagra végtelen sok pont
talalhato, amelyekben az oda helyezett Q, ponttdltésre ugyanakkora nagysagu erd hat. Ezek a
pontok r sugara, 4r?m nagysagl gombfeliileten talalhatok. Ebbdl kovetkezik, hogy a ponttl-
tések kozotti er6hatas gdmbszimmetrikus jellegli. Ezt hangstlyozva a k, egyiitthatot vaku-
umban (gyakorlatilag levegdben is)

irasbeli és szobeli vizsga 1419 62 /84 2014. jinius 26.



Klasszikus fizika informatikusoknak — PPKE ITK

1
47,

0

alakban szokas irni, ahol &, a vakuum permittivitasa (régebbi neve: vakuum dielektromos
allandoja) és éréke:
2

C
= 4.1 -12
8,85 0 N

En =
07 4k, - m?
A vakuum permittivitasanak bevezetésével a vakuumbeli Coulomb-térvény:
1
07 4me, 12

Ha a Q4, Q, ponttdltések végtelen kiterjedésli, mindeniitt homogén (egynemil) szigeteld ko-
zegben, Gn. homogén dielektrikumban vannak, akkor a koztiik haté F erd kisebb, mint az F
vakuumbeli erd. Ennek alapjan célszerli definialni egy, a kdzegre jellemzd alland6 szdmot, az
un. relativ permittivitast (jele: &,; régebbi neve: relativ dielektromos alland6), amely megmu-
tatja, hogy a ponttoltések kozott hato erd hanyszor nagyobb vakuumban, mint homogén szige-
teld kozegben:

Fo
& = —
" F

A relativ permittivitds értelmezésébdl kovetkezik, hogy a vakuum relativ permittivitdsa 1. A

tapasztalat azt mutatja, hogy a levegd relativ permittivitasa alig nagyobb 1-nél, de egyes die-
lektrikumok permittivitasa jelentds eltérést mutat.

A relativ permittivitds és a vakuumbeli Coulomb-torvény alapjan adoédik a homogén szigete-
16kben nyugvo ponttoltések kozott hatdo Coulomb-erd:

_R_ 1 0.0

F =
& Ameye, 12

ahol gy¢, = € a permittivitas (régebbi neve: dielektromos allando).

A két pontszert toltés kozotti elektromos kdlcsonhatds tovabbi fontos tulajdonsaga, hogy a
ponttoltések kozott hato erd irdnya az 6sszekotd egyenesbe esik. Ennek megfelelden a fellépd
elektromos er6 vektor fizikai mennyiség (réviden: vektor). Ertékét a Coulomb-torvény vektori
alakja fejezi ki: a Q, ponttoltés a tble |r| = r tavolsagra levé Q, ponttoltésre

1 00, T

er6t fejt ki, ahol r/r a Q, ponttdltéstdl a Q, felé mutatd egységvektor. Hasonloan adodik a Q,
ponttoltés altal a Q4 ponttodltésre hatdé Foq = —F 5 erd is. A két erd tehat — 6sszhangban New-
ton IIL. toérvényével — azonos nagysagu, de ellentétes iranyu.

Dipolus
Az elektromos dipolus két azonos nagysagu, de ellentétes eldjelii, egymastol [ tavolsagra levd
+Q pontszerl toltés. Jellemzésére a

p=0Ql
elektromos dipolusmomentum szolgal, ahol I megallapodas szerint a negativ toltéskozéppont-
tol a pozitiv toltéskozéppont felé mutat. Nagysaga: |p| = Q|l|, ill. p = QL. Sl -egysége a cou-
lomb-méter, jele: C - m.
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Szuperpozicio

A Coulomb-térvény szigoraan csak két pontszerli és nyugvo toltés kozotti er6hatas leirasara
alkalmas. Ha viszont valamely g ponttéltésre egyidejlileg tobb g; ponttoltés fejt ki erdt, akkor
az er6hatasok fliggetlenségének elve (szuperpozicid elve) szerint ezek egyiittes hatdsa egye-
nértéki vektori ereddjiik hatasaval:

. r—r.
Fr) =) ks ‘
i

ril? |r—r;

Elektromos térerdsség és potencial kapcsolata

Elektromos térerdsség

Fizikai mezdnek (fizikai térnek) neveziink minden olyan fizikai mennyiséget, amely a harom-
dimenzids geometriai tér kiilonb6z6 pontjaiban meghatarozott értéket vesz fel.

A tapasztalat szerint az elektromos toltésii testek kozvetlen érintkezés nélkiil is egymasra erét
fejtenek ki. Ezt a jelenséget gy magyarazhatjuk, hogy az elektromos toltésii test maga koriil
fizikai tulajdonsagokkal rendelkezd, Uin. elektromos mezé6t (elektromos erdteret) kelt, amely a
benne levd elektromos toltésti testekre erdt fejt ki. Eszerint a toltések kozotti erdhatast az
elektromos mez0 kozvetiti. Ennek megfelelden az elektromos mez6 altal a Q pontszerii toltés-
re hat6 erd

F = QE

alakban irhatd, ahol a Q toltés csak a test elektromos allapotara, E pedig csak az elektromos
mezore jellemzd fizikai mennyiség, neve elektromos térerdsség. Ezt a tapasztalati torvényt
elektromos erétdrvénynek nevezziik.

Az elektromos erdtorvény alapjan az elektromos mezd egy adott pontjat jellemzé elektromos
térerdsseég:

Az elektromos térer0sség megmutatja az egységnyi pozitiv toltésre hatd erdt; vektor fizikai
mennyiség, nagysaga: |E| = |F|/Q. illetve E = F/Q, irdnya pozitiv Q t6ltés esetén az F
eréével azonos, negativ toltés esetén ellentétes; SI-egysége a newton per coulomb, jele: N/C.
Meghatéarozasa: 1 N/C a térerésség az elektromos mezd azon pontjaban, ahol az 1 C pontszerii
toltésre 1 N erd hat.

Potencial

A potencial fogalménak meghatarozasdhoz el6bb meg kell hatarozni az elektromos mezd 4ltal
végzett munkat.

Homogén elektromos mezé munkadja

Ha a g ponttoltés a homogén elektromos mez0 altal kifejtett F = gE erd hatdsara egyenes
vonalu palyan mozog az A kezdépontbol a B végpontba, mikézben s elmozdulast szenved, ill.
|s| = s utat tesz meg, akkor a homogén elektromos mezé munkéja:

Wyg = |Flls| cosa = q|E||s|cosa = qE - s

Inhomogén elektromos mezé munkadja

A csak helykoordinataktol fiiggd, de idoben allandé inhomogén elektromos mezé munkéja is
kiszamithatd. Evégbdl a palyagorbét — amelyen a g ponttdltés mozog gondolatban felbontjuk
olyan kicsiny, A-t6l B felé mutatd As elemi elmozdulasokra, amelyek mentén az elektromos
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mez0 E térerGssége, s igy az altala kifejtett F = qE elektromos er6 is allandonak tekintheto.
Ezutan skalaris szorzassal az el6z6 képlet alapjan meghatarozzuk mindegyik As elemi elmoz-
dulas soran végzett AW = qE - As elemi munkat, majd az igy nyert elemi munkakat 6sszead-
juk A-tol B-ig:

B
WAquZE-As
A

Az elektromos mez6 munkdja pontosan is megadhat6. Ha ugyanis a As elemi elmozdulés
minden hataron tal tart nullahoz (As — 0), akkor

B
Wyg = lim qZE-Aszquds
As—0 -

A fesziiltég
Megallapodas szerint az elektromos mez6 A és B pontja kozolti Uyp fesziiltségen értjiik a me-
70 Q ponttoltésen végzett W,p munkajanak és a Q toltésnek a hanyadosat:

Wap
Upgp = —F—

Q

Sl-egysége a volt, jele VV, meghatarozasa: 1V = 1]/C az elektromos mez6 két pontja kozott a
fesziiltség akkor, ha az 1 C toltés 1 ] munka aran jut el egyik pontbdl a masikba.

Elektromos térerosség és potencial kapcsolata

Homogén elektromos mezében

w, E- s
UAB:ﬁ:QQ =FE-s=Escosa
Ebbél
U
F = 4B
scosa
illetve @ = 0° esetén
U
Ezﬂ

S

Inhomogén elektromos mezében
A fesziiltség definicidja és az elektromos mez6 munkaja alapjan:

WAB_foEdS_fB

E
0 0 das

Upp =
A

amennyiben As — 0.

Az elektrosztatikus tér konzervativ

Vegyiink egy I' zart gorbét, melynek legyen Py, P,, P; pontja, az ezekbe mutato helyvektorok
pedig 1y, 1y, 3. Ha kiszamoljuk, hogy mekkora az elektrosztatikus tér munkavégzése, mialatt a
q toltést e I' gorbe mentén P; — P, — P; — P; ttvonalon at korbemozgatja, az alabbi 6ssze-
fiiggést kapjuk. Az elektromos mezd munkéjat megado képletbe helyettesitve:

Wi, = Eq(ry —1q)
W3 = Eq(r3 —13)
Wi, = Eq(ry —13)
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A fenti egyenleteket 6sszeadva megkapjuk a teljes munkat:
W=Eq[(rg—r)+@3—12)+ (@1 —13)]=Eq-0=0

Vagyis barmely zart gérbe mentén az elektrosztatikus tér munkavégzése zérus, azaz az elekt-
rosztatikus tér konzervativ. Ez egyben azt is jelenti, hogy

fEdrzO

Kiterjedt testek elektromos tere (alkalmazasok)

minden zart gérbe mentén.

Térfogati toltéseloszlas
Ha Q elektromos toltés a V térfogatban egyenletes eloszlasu, akkor télfogati (térbeli) toltéssii-
riségen értjiik a
,-2
%4
hanyadost, amely megmutatja az egységnyi térfogatban talalhaté elektromos toltést. SI-
egysége a coulomb per kobméter, jele: C/mS3.

Ha a test AV térfogatelemeiben AQtSltés van, akkor nem egyenletes térbeli toltéseloszlas ese-
tén a térbeli toltéssiirtiség helyrdl helyre valtozik:

_ i AQ —dQ
P= %o AV av
Feliileti toltéseloszlas
Ha Q elektromos t6ltés A feliileten (pl. gdbmbfeliileten) egyenletesen oszlik el, akkor a
o = Z
hanyadost feliileti toltéssiitliségnek nevezziik, amely megmutatja az egységnyi feliilet toltését.

Sl-egysége a coulomb per négyzetméter, jele: C/m?2.

Ha a test AA feliiletelemein AQ toltés talalhato, akkor nem egyenletes feliileti toltéseloszlas
esetén a feliileti toltésstirliség helyrdl helyre valtozik:

o= lim =

Alkalmazasok

Siklemez elektromos tere

Egy adott sik altal keltett elektromos mez6 ereje a sikra felhalmozott toltések mennyiségétol,

vagyis a feliileti toltésslirtiségtdl fligg. A végtelen kiterjedési sik altal keltett elektromos mezd
o

E=—
2¢

tehat a térerdsség nem fiigg a siktdl valo tavolsagtol.

l:‘]reges gomb elektromos tere
Ureges gomb esetén a térerdsség meghatarozasat ugy végezhetjiik el, hogy a gdmbot Gvenként
kiintegraljuk. Ekkor azt kapjuk, hogy a gdbmb belsejében a térerdsség zérus, a gdbmb palastja-
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tol kifelé haladva pedig olyan, mintha a gdmbdn folhalmozott toltés pontszertien, a kozép-
pontban 6sszpontosult volna. Igy a gdmb térerdssége

k%, haR<r<ow
E(r): r
0, ha0<r<R

Tomor gomb elektromos tere

Tomor gomb belsejében csak abban az esetben halmozhat6 fel t6ltés, ha a ggmb anyaga szige-
teld. Ekkor a tomor gomb beliil feltolthetd, toltésstirliségét a p = AV /Aq térfogati toltéssiiri-
ség jellemzi. A térerdsség a tomor gomb belsejében linearisan ndvekszik,

(rn)e

E(r) =k 2

a gombon kiviil pedig a mar fent latott moédon csokken. Igy tehat

|{k<%>(£) ha0<r<R

E(r)z% QR

k—z, haR<r< o
r

Fluxus fogalma, meghatarozasa
A fluxus szemléletes jelentése a feliileten atdramlo ,,anyag” mennyisége.

Homogén elektromos mez6 fluxusa nyitott feliilet esetén

Ismeretes, hogy a homogén elektromos mezd E térerdsségére merdleges egységnyi feliileten
annyi elektromos erévonalat rajzolunk at, mint amekkora a térer6sség {E} szamértéke. Ennek
megfelelden merdleges viszonyok esetén az A sikfeliileten {EA} er6vonal halad at. Megalla-
podas szerint: ha az E = allando térerdsségvektorra az |A| = A feliilet merdleges, vagyis ha
E ¢és n azonos irdnyu (ébra), akkor a homogén elektromos mezd fluxusan értjiik a

® =FEA

szorzatot. Az igy definidlt elektromos fluxus szemléletesen az E térerdsségvektorra merdleges
2

A sikfeliileten athalado6 elektromos erdvonalak szamat mutatja meg. SI-egysége: cme.
Ha az A sikfeliilet nem merdleges a térerésségre, hanem E és A (ill. n) egymassal a szoget
zar be (4bra), akkor az elektromos mezd fluxusat az E térer0sségvektornak az A feliiletre me-
r6leges |E,| = E, = E cos a 0sszetevojével kell szamitani:

b =FE,A=EAcosa=E-A

Nyitott sik feliiletesetén tehat a homogén elektromos mez6 fluxusa az E térerdsségvektor és
az A feliiletvektor skalaris szorzata.

Inhomogén elektromos mezoé fluxusa nyitott feliilet esetén

Inhomogén elektromos mez6 és gorbiilt nyitott feliiletesetén az elektromos mezd fluxusat ugy
szamitjuk ki, hogy a feliiletet gondolatban felosztjuk olyan kicsiny, mar siknak tekintheté AA
feliiletelem-vektorokra, amelyeknek minden pontjaban az elektromos mezd homogénnek
(E = allando) tekinthetd. Ezutan a szoget bezar6 feliilet esetére adott képlettel skalaris szor-
zassal meghatarozzuk mindegyik AA feliiletelemen atmené AP = E - AA elemi elektromos
fluxust, majd ezeket 6sszegezziik a teljes nyitott feliiletre:
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nyitott
D= Z E-AA
feliilet
A fenti Osszefliggés szigoruan csak akkor érvényes, ha a AA feliiletelemet minden hatdron tal
csokkentjiik (A4 — 0).
Ekkor nyitott feliiletesetén az inhomogén elektromos mez6 fluxusa:
nyitott
® = lim E-AA=JE-dA
AA-0 - F
felilet

vagyis az elektromos mez0 fluxusa az E térerdsségvektor feliileti integralja.

Az elektromos mezo fluxusa zart feliilet esetén

Az elektromos fluxus fogalméanak ismeretében konnyen kiszamithaté a nyugvo Q ponttoltés
elektromos mezdjének fluxusa. Evégbdl gondolatban vegytik koriil az

1 0

4rtege, T

térerdsségli elektromos mezét keltd Q ponttdltést egy r sugarti, A’ = 4r2m feliileti koncentri-
kus gombbel (dbra). Ezen a gombfeliileten az elektromos erdvonalak merdlegesen haladnak
at, és a térerdsség nagysaga allando, s igy a Q ponttdltés elektromos mezdjének fluxusa:

Q Q

1
®=EA = c=4rim =
dmege, 12 E0Er

Pozitiv toltés esetén @ > 0, negativ toltés esetén ® < 0.

Az 4bra alapjan szemléletesen is belathato, hogy ha a Q ponttoltést A' koncentrikus gombfelii-
let helyett tetszOleges alakt, de véges térrészt hatarolo A zart feliilettel vessziik kortl, akkor a
rajta atmend elektromos fluxus valtozatlan marad. Ha viszont a zart feliileten beliil nincs tol-
tés, akkor ® = 0.

Gauss-torvény

Tekintsiik az elektromos fluxust zart feliilet esetén. Ennek kiszamolasahoz a mar fentebb
megadott feliileti integralt hasznaljuk:

1
CD=§EdA=—ZQi
F 50L.

ahol Y.Q; a zart feliileten beliili toltésmennyiség. Igy arra jutottunk, hogy a fluxus a zart felii-
leten beliili toltéssel aranyos.

Ha bevezetjiik a D = ¢, - E mennyiséget, akkor ez a fenti 0sszefliggés a kdvetkezd alakban
irhato:

j‘FDdA =ZQi=]Vp(r)dv

zart felileti térfogai
integral integral

ahol p(r) a térfogati toltésstirliség-fiiggvény.
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Elektrosztatikai alapelveken miikodé eszkozok

Kondenzator
Ha egy siklemezre toltéseket halmozunk fel, akkor (a mar emlitett szamitasok alapjan) a le-
mez kornyezetében uralkodé térerdsség
_a
ahol o = Q/A a feliileti toltéssiirliség. Ha ugyanezt az dsszeallitast két, egymassal szembefor-

ditott sikfeliilettel végezziik, melyekre ugyanakkora mennyiségben ellentétes eldjell toltése-
ket halmozunk fel, akkor a két lemez kozti térerdsség

E2 o a0
 T2e &
Ez az igy 1étrehozott eszk6z, melynek neve kondenzator, képes nagymennyiségli toltés tarola-
sara, igy az elektronikaban eldszeretettel alkalmazzak.

Elektroszkop, elektrométer

Az elektroszkop a testek elektromos allapotanak kimutatdsara hasznalhato eszkoz. Lelke a
szigeteldvel felfliggesztett vezetdbodl késziilt rad, és az annak végén (altalaban zart edényben
elhelyezett) konnyen mozgéd fémrudbol vagy kettéhajtott f€émfoliabol all. Ha az elektrométer
kivezetéséhez elektromos allapotban 1€évo testet érintiink, akkor a toltések az eszkoz vezetdjé-
ben szertevandorolnak, és (azonos nemiiségiikbdl fakado taszitd hatasuk révén) a mutatot ki-
lenditik illetve a fémfolia szérai széjjelhajlanak, eltdvolodnak egymastol.

Toltott részecske mozgasa homogén elektromos térben (katédsugarcsd)

A homogén elektrosztatikai mezd E térerOsségének iranyara merdlegesen, v, sebességgel
haladé pontszerii toltésre (pl. elektronra) F = QE er6 hat. Ennek az erének a v, iranyu kom-
ponense nulla, ezért a ponttdltés x irdnyt mozgasa egyenletes mozgas €s t 1d6 alatt

X = Uot
utat tesz meg. Ugyanekkor a negativ ponttoltés az y tengellyel ellentétes iranyban

F QE
aqa=—=—
m m

gyorsulassal mozog, és mivel y irdnyl sebessége az origoban zérus, ezért az y tengely mentén
a megtett ut:

a QE

y = — tz = — tz

2 2m

Katodsugarcsé

Az elektrosztatikai eltéritésti elektronsugarcso (katodsugarcsd) elektromos aram hoéhatasara
elektronokat kibocsatd katodbol, nyilassal ellatott anddbol, E —FE, eltéritd lemezparokbol és
az elektronok észlelésére szolgald fénykibocsatd rétegbdl (ernyébdl) all (abra). Az elektron-
nyalabot az eltéritdé lemezparokra vitt, a megjelenitendd informacidt hordozé elektromos jel
fliggbleges, ill. vizszintes iranyban tériti ki. Az igy mikodo elektronsugarcsé kivaldan alkal-
mas valtozd aramok, példaul biodramok (sziv- és agyi aramok) vizsgéalatara és elektromos
jelek kijelzésére.
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10.) Elektrosztatika II.

Kapacitas fogalma

Ha az egymas kozelében levo két vezet egyik tagjara +Q, a masikra pedig —Q toltést vi-
sziink, akkor kozottik U fesziiltségli elektromos mezd alakul k. A tapasztalat azt mutatja,
hogy a vezetérendszerre vitt Q toltésnek €s a rajta kialakuld U fesziiltségnek a hanyadosa egy
adott vezetOrendszer esetén allandd. Ezt a vezetdrendszer geometriai viszonyaitol (a vezetdk
alakjatol és térbeli helyzetététdl), valamint a vezetok kozotti kdzegtol fiiggd

pozitiv hdnyadost a vezetérendszer kapacitasanak nevezziik.

Kondenzatorok

Az egymas kozelébe helyezett két vezetdbdl allo rendszert kondenzatornak nevezziik, és ka-
pacitasa sokkal nagyobb, mint a kiilonallo egyetlen vezetonek. A szemben all6 fémtestek a
kondenzator fegyverzetei. Fontos jellemzdjiik, hogy kis térfogatban is nagy mennyiségii tol-
tést képesek tarolni. Geometriai alakjuk szerint sik-, gdmb- €s hengerkondenzatorokat kiilon-
boztetiink meg.

A kondenzétor fegyverzetei koz¢ keriilt Ag toltésnek a fegyverzeteken folhalmozott +q €s —q
toltések altal keltett U fesziiltséggel jellemezhetd elektromos tér ellenében torténd mozgatasa-
hoz munkat kell végezni. E munkavégzés

1
AW=U~Aq=Equ

Innen a munkékat 6sszegezve

W = ! f ’ dq = ! CU?
—c), 19773
Sikkondenzator
Az A lapfeliiletli és d laptavolsagu kétlemezes sikkondenzator kapacitasa

_Q__Q Ao 4
_U_l.gd—gogro_d—gogrd
A

Eoér

Hengerkondenzator
A hengerkondenzator fegyverzetei kozti térerdsség:

Az [ hosszusaghoz képest kicsin R, és R, > R; sugaru koaxialis hengereken 1évo +Q és —Q
toltések altal 1étrehozott elektrosztatiki mezd térerdssége R; < r < R, tavolsagban a Gauss-
torvény szerint

I Q

2megey r

A fegyverzetei kozti fesziiltség a fesziiltség és térerdsség képlete alapjan

ke Fa 1 R
sz Edrzf -Q < In—=

R, R, 2TM&E, lr  2mepel R,
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Igy ebbél a kapacitas

2megeyl n R, Ry

Kondenzatorok soros és parhuzamos kapcsolasa

Ha a Cy,C,, ..., C, kapacitasu kondenzatorokat az abranak megfeleléen kapcsoljuk egymas-
hoz, akkor kondenzéatorok parhuzamos kapcsolasarol beszéliink. A parhuzamos kapcsolas
folytan a Q,Q5, ..., Q,, t6ltésti kondenzatorok mindegyikére ugyanakkora U fesziiltség jut,
sebbdl kifolyolag a Cp eredd kapacitas, illetve a parhuzamosan kapcsolt kondenzatorokat he-
lyettesitd egyetlen kondenzator kapacitasa:

_Q_ Q1+ 0+ -+ 0y
U U

A (4, C,, ..., C, kapacitasu kondenzatorok az abran lathaté 6don sorosan vannak kapcsolva. A
soros kapcsolas fontos jellemzdje, hogy mindegyik fegyverzeten azonos Q abszolut értéki
toltés van, és ennélfogva a sorba kapcsolt kondenzatorokra juté U = Q/U fesziiltség az egyes
kondenzatorok U; = Q/C,,U, = Q/C,, ..., U, = Q/C,, részfesziiltségeinek sszege:

e_e. o .9

Cs Cl C2 Cn
Ebbdl C; eredd kapacitas reciproka, illetve a sorosan kapcsolt kondenzéatorokat helyettesitd
egyetlen kondenzator kapacitasanak a reciproka:

1 1 1

1
[

Cp

=CI+CZ++CTL

Energiasiiriség elektrosztatikus térben

Az elektromos mez0 a toltésre er6t fejt ki, képes elmozditani, rajta munkat végezni. Vagyis az
elektromos mezének munkavégzo képessége, mas szoval energiaja van.

Az elektromos mezd energidja a sikkondenzator példdjan keresztiil konnyen kiszdmithato.
Ugyanis, ha a +Q toltési fémlemez

_L e

T2 A
térerdsségli elektromos mezdjében a —Q toltésti fémlemezt végtelen kicsiny tavolsagrol d
tavolsagra tavolitjuk el, akkor az altalunk végzett munkanak az energia-megmaradas szerint
meg kell egyeznie a

- A

kapacitasu sikkondenzator energiajaval:
1 Q. 10* 10°
E-=Fd = 0OEd = — = =——
¢ ¢ ¢ 2¢ A 2_ AT 2¢C
Ha figyelembe vessziik, hogy C = Q /U, akkor a kondenzator energiéja

102 1 1
W_E?_EUQ_ECU =E,
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Homogén elektromos mezo energiasiiriisége
Az energiastiriség az elektromos mez0 ¢€s az altala kitoltott térrész térfogatanak hanyadosa:

1 1 A
_AE_ECUZ_ES()EEZdZ_]_ E2
YEavT ad T ad 2%
E fenti 0sszefiiggés tovabbvitelbdl adodik hogy

Loe-tep_tep
g fobT TP =S

Elektromos tér vezetdk és szigeteldk jelenlétében

Vezetok esetében

A vezetdre vitt egynemi toltések kozott fellépd taszitoerd hatdsara a toltések a lehetd legtavo-
labbi helyet, a vezetd kiilso feliiletét foglaljak el, a vezetd belseje pedig egyensulyban toltés-
mentes.

Mivel a vezetd belsejében nincs elektromos toltés, ezért itt- 6sszhangban a Gauss-torvénnyel
az E térer0sség zérus. A vezetd kiilso feliiletén talalhato toltés elektrosztatikai mezdjének E
térerdssége a vezetd kiilsd feliiletére mindig merdleges. Ha ugyanis a térerésségnek lenne a
feliilettel parhuzamos Osszetevoje, akkor a feliileten levo toltésekre a feliilettel parhuzamos
erd hatna, a toltések elmozdulnanak, nem allhatna fenn elektrosztatikai egyensulyi allapot.

Csucshatas

A nem gombszimmetrikus vezetd kiilsé feliiletén a toltéseloszlas nem egyenletes: a vezetd
¢lein és csucsain, vagyis a nagy gorbiiletli helyeken nagyobb a feliileti toltéssiirliség és a vele
aranyos térerdsség, mint a kisebb gorbiiletieken. Miiszaki szempontbol fontos ennek ismere-
te, mert pl. a csucsok kozelében a nagy térerdsségli mezOok hatasara, a kritikus térerdsség (at-
iitési szilardsag) folott a fém elvesziti toltését, kisiilések jonnek 1étre.

A csucsokon kialakuld nagy térerdsséggel kapcsolatos a csucshatas. Ez abban nyilvanul meg,
hogy a csucsnal fellépd nagy térerdsségii elektromos mez6 hatasara a kornyezé gaz (tobbnyire
levegd) egyes molekulai elektromos megosztas révén dipolusokka vélnak, a csucshoz mennek
és a csticesal ellentétes el6jelii toltésiik semlegesitddik. Igy a cstcs elektromos mezéje a most
mar vele azonos eldjelll gdzionokat eltaszitja, légaram, un. ,.elektromos sz¢1” keletkezik.
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Végiil vannak olyan szigeteldk is, amelyeknek egyes tartomanyait (doménjeit) kiilsé elektro-
mos mez0 nélkiil is egyiranyu dipolusok alkotjak. Ezeket a tartomanyokat a kiilsé elektromos
mezd kisebb-nagyobb mértékben a térerdsség irdnyaba forditja. Az ilyen tulajdonsagi anya-
gokat ferroelektromos anyagoknak nevezziik. Ferroelektromos tulajdonsagot mutat a kalium-
dihidrogén-foszfat ¢és a batium(I)titanat. Mindegyiknek igen nagy az &, relativ permittivitasa,
a 103 értéket is meghaladhatja, ezért elénydsen alkalmazhatok a kondenzatorokban szigetel 8-
anyagként.
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11.) Egyenaramok

Szabad toltéshordozok

Vannak olyan berendezések (pl. akkumulatorok), amelyeknek E térer6sségii elektromos me-
z6je a fémek konnyen mozgo (szabad-, vegyérték-, valencia-, vezetési, delokalizalt) elektron-
jait, az elektrolitok pozitiv és negativ ionjait F = QE er6vel halado (transzlaciés) mozgasra
kényszeriti. Ezeknek a toltéshordozoknak (elektronoknak, ionoknak) elektromos mez6 hatasa-
ra kialakulo rendezett mozgésat elektromos aramnak (pontosabban: vezetési elektromos
aramnak) nevezziik.

Aramerdsség, aramslriiség fogalma, egysége

Arameroség

Az elektromos dram hatédsai a tapasztalat szerint intenzivebben jelentkeznek, ha a vezetd bar-
mely keresztmetszetén egységnyi id6 alatt tobb toltés halad at. Ezt Gigy fejezziik ki, hogy az
intenzivebb hatdsoknak nagyobb dramerdsség (aramintenzitas) felel meg.

Megallapodas szerint a vezetd teljes keresztmetszetén athalado Q toltés és a t athaladasi id6

hanyadosat aramerdsségnek nevezziik. Ha értéke 1dében allandd, akkor az aramot egyena-
ramnak mondjuk.

Az aramerdsség megmutatja a vezetd teljes keresztmetszetén egységnyi 1d6 alatt atdramlo
toltést; skalar fizikai mennyiség, irdnya nincs, csak mérdiranya; egyenaramok esetén allando,
valtozd aramok esetén idoben valtozik; Sl-egysége az amper, jele: A. Meghatarozasa:
1A =1C/s az elektromos aram erdssége, ha a vezetd teljes keresztmetszetén 1 s alatt 1 C
toltés halad at.

A valtozo erGsségli aramot a pillanatnyi aramerdsséggel (jele: i) jellemezziik. Megallapodas
szerint i pillanatnyi aramerdsségen értjiik a vezeto teljes keresztmetszetén At nagyon kicsi id6
alatt athalado AQ toltés és a At id6 hanyadosat:

. AQ
Y

A pillanatnyi aramerésség pontosan is megadhat6. Ha ugyanis At minden hataron tul tart nul-
lahoz (At — 0) , akkor

= nim 29 dq
i=lim —=—
At—0 At dt
vagyis a pillanatnyi aramerdsség a toltés id6 szerinti differencialhanyadosa.

Aramsiiriiség
Ha a toltésaramlas egyenletesen oszlik el a vezetdnek az aramlas irdnyara merdleges A ke-
resztmetszetén, akkor aramstriiségen (jele: J) értjiik a
I
/=2
hanyadost. Az aramsiiriiség megmutatja az aramlas iranyara mer6legesen felvett egységnyi

keresztmetszeten atfolyd aram erésségét; vektor fizikai mennyiség, iranya minden pontban
megegyezik a pozitiv toltések valosdgos vagy elképzelt mozgasiranyaval; Sl-egysége az am-
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per per négyzetméter, jele: A/m?. Meghatarozasa: 1 A/m? az elektromos aramstir{iség, ha az
aramlas irdnyara merdleges 1 m? keresztmetszeten 1 A erdsségii aram folyik 4t.

Differencialis Ohm-térvény, Ohm-térvény
Georg Ohm német fizikus allapitotta meg, hogy elektromos mez06 hatasara a homogén vezeto-
ben kialakul6 aram erdssége egyenesen aranyos a vezetore jutd fesziiltséggel:
R U
o
ahol R a vezetd anyagi min6ségétdl és geometriai méreteitdl (hosszatol, keresztmetszetétdl)
fliggd fizikai mennyiség, a vezetd elektromos ellenallasa.

Mérésekkel megallapithatd, hogy az [ hosszahoz képest kis atmérdjii, A allando keresztmet-
szetll homogén vezetd (vezeték, huzal, vezetdszal, linearis vezetd) R ellenalldsa:

[
R=p 1
ahol a p aranyossagi egylitthato csak a vezeték anyagi mindségétdl fiiggo fajlagos (specifikus)
ellenallas (rezisztivitas).
difFERENCiais
Bos merda!

Vékony vonalas vezetd esetén a vezetd keresztmetszetét jellemz6 méret elhanyagolhaté a ve-
zetd hosszahoz képest, vagyis ugy tekintjiik, hogy az aramsirtiség (j) egy adott keresztmet-
szet (A) minden pontjaban ugyanakkora és a vezet6 hossztengelyének iranyaba mutat. A ve-
zeto két sarka kozott a fesziiltség U = E's. Ha a vezetot kisebb vezetddarabokkal kozelitjiik,
akkor e darabokra igazak az alabbi 6sszefiliggések:

o(s)E(s)A(s) =1

A vezetOn atfolyo dramerdsséget az dramsliriiség-vektorbol kapjuk:

I = f jdA=jA
A
Mindezekbdl
j=o0kE
melybdl kdvetkezik, hogy
I
E(s) = ————
&) = oA

A teljes vezetore teljesiil, hogy

()
f E(s)ds=AU=U
(1)

E két egyenletet folhasznalva

@ @ 4
V= fm coam “ = fm c®AE ©
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UZ
AW = UAQ = UIAt = ?At

Ellenallasok soros és parhuzamos kapcsolasa

Elektromotoros eré, belsé ellenallas fogalma

Az elektromotoros erd egy aramforras iiresjarati fesziiltsége, a két elektroda kdzotti maximalis
fesziiltség (potencialkiilonbség), amit akkor mérhetiink, ha az dramforrdson keresztiil nem
folyik aram. Jeldlésére € szolgal, mértékegysége a volt.

Az elektromotoros eré formalisan az az erd, amelyet a két nyitott elektroda kozott keletkezo
potencialkiilonbség hoz 1étre. A potencialkiilonbséget a szétvalasztott pozitiv €s negativ tolté-
sek okozzak, és ezaltal elektromos teret generdlnak. Ha az &ramforrasra egy aramkort kapcso-
lunk, akkor a két elektroda kozott aram fog folyni, tobbé nem mérhetd az iiresjarati fesziiltség,
hanem egy kisebb fesziiltség, amely azért csokken le, mert a zar6dé aramkoron keresztiil aram
folyik, mely atfolyva a telep belsd ellenallasan fesziiltségesést okoz.

A belsé ellenallas a telep szerkezeti kialakitasa miatt jelenlévo ellenallas, mely ugy modellez-
hetd, mintha a telep kivezetése kozott egy allandé tiresjarati fesziiltséget biztositd fesziiltség-
generator ¢s egy vele sorosan kapcsolt R, ellenallas lenne.

And things...
Random fact:
(9 = IRk + IRb

A teljesitmény maximuma ott van, amikor R, = R),
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Kirchhoff torvények

Osszetett aramkorben (héldzatban) altaldban egynél tobb fesziiltségforras és fogyaszto talalha-
td. A halozat jellemzdi a kettdnél tobb vezeték taldlkozasi pontjaban kialakuld aram eldgazasi
csomopontok, a csomopontokat Osszekotd agaknak nevezett szakaszok és az agakbol felépiilt
korok, az tn. hurkok.

A haloézatokban tobbnyire ismerjiik a fesziiltségforrasok elektromotoros fesziiltségét, a belsd
ellenallasokat és a fogyasztdi ellendllasokat. Ismeretlenek azonban az dgakban folyd aramok
erdsségei ¢s az egyes ellenallasokra jutd fesziiltségek. Ezek meghatarozasa szolgalnak a
Kirchhoff torvények.

Kirchhoff I. torvénye (csomoponti torvény)

A torvény a toltésmegmaradas torvényének egyenes kovetkezménye. Staciondrius aramlas
esetén ugyanis a halozatban sehol sem halmozddhat fel elektromos toltés. A csomdpontra
vonatkozdan ez azt jelenti, hogy a csomdpontba t id6 alatt bearamlo ; Qi(be) =D Ii(be)t tol-

tésnek meg kell egyeznie az ugyanezen id6 alatt a csomdpontbol kidramlo Y; Qi(ki) =i Il-(ki)t

toltéssel, vagyis a fentieket 6sszeadva t-vel valo osztas utan

z 149 = Z 1D
i i

A csomoépontba befolyd dramok erdsségeinek 0sszege tehat egyenld a csomopontbol kifolyo
aramok erdsségeinek 0sszegével.

Ha a csomopontba befolyd aramok erdsségét negativ, a kifelé folyokét pedig pozitiv eldjellel
latjuk el, akkor egy adott csomoOpontban az aramerdsségek algebrai dsszege zérus:

ZIL=0
i

Kirchhoff II. torvénye (huroktorvény)

E torvény tulajdonképpen az egyszerii aramkorre vonatkozd € = IRy + IR, Ohm-térvény
altalanositasa tetszoleges szamu fesziiltségforrast €s fogyasztot tartalmazo Osszetett aramkor-
re.

A huroktdrvény szerint barmely egyendramu korben az Ry, fogyasztoi ellendllasokra jutod IRy,
fesziiltségek ¢és az R, belsd ellenallasokra jutd IR, fesziiltségek Osszege egyenld a korben
levo fesziiltségforrasok € elektromotoros fesziiltségeinek dsszegével:

ZIRk+ZIRb=Z€
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12.) Idében allando és valtozo magneses erdterek

Magneses alapjelenségek

Konyorgom, ide most tényleg azt kell irni, hogy Magnesia varosanak pasztorai utaltak azokat
a koveket, amik hozzaragadtak a pasztorbothoz?

Oersted-kisérlete

Az elektromos és a magneses jelenségek kozott eldszor Hans Oersted dan fizikusnak és kémi-
kusnak sikertilt kapcsolatot teremtenie 1820-ban. Kimutatta, hogy az elektromos aramot szal-
litd vezetd kozelébe vitt magnestiire ugyanigy, mint a permanens magnes magneses mezojé-
ben erényomaték hat és ennek kovetkeztében eredeti észak-déli iranyabol kitér. E kisérleti
tapasztalatbol arra kovetkeztethetiink, hogy az elektromos dramnak mint mozgo toltésnek
magneses mezdje van. Ez a magneses mez0 nemcsak a magnestiire, hanem az aramtekercsre
is képes erényomatékot gyakorolni, az aramvezetdre és a mozgd toltésre erdt kifejteni.

Erdhatas magneses térben (Lorentz-ero)

Az F = Qv X B magneses er6 megnyilvanulasanak négy specialis, de gyakorlatilag fontos
esetét vizsgaljuk.

a) Ha a ponttoltés a magneses mezében nyugszik, vagyis v = 0, akkor magneses eré nem hat
ra.

b) Ugyancsak zérus a Lorentz-eré akkor, ha a ponttoltés v sebessége a B vektorral parhuza-
mos.

c) Ha a Q ponttdltés v sebessége a B indukcidra merdleges, akkor a ponttoltésre hatdo F mag-
neses erd nagysaga QuB, iranya pedig meréleges v-re is, meg B-re is. Mivel a v-re meréleges
F-nek v iranyaba es6 komponense zérus, ezért a magneses erd a ponttoltés sebességének csak
az iranyat tudja megvaltoztatni. Ennek kovetkeztében a ponttoltés r sugart palyan egyenletes
kdrmozgast végez. A kdrmozgashoz sziikséges mv?/r centripetéalis erét a QuB magneses erd
szolgaltatja.
2

m - = QvB
Innen a ponttoltés palydjanak sugara:
_mv
0B
d) Ha homogén magneses mezdben a ponttoltés v sebessége a B-vektorral tetszéleges a Sz6-

get zar be, akkor a mozgas leirasara célszerii a v sebességet felbontani egy B-re merdleges v
¢és egy vele parhuzamos v, komponensre.

r

A B-re mer6leges v4 komponens folytan a ponttoltés (pl. proton, elektron) palyajanak xz sik-

ba eso vetiilete
muv;
Yy = —
QB

sugaru korpalya, amelyet
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id6 alatt fut be, és ez az id6 fliggetlen a ponttoltés sebességétol. A B-vel azonos (vagy ellenté-
tes) iranyu v, sebességkomponenst viszont a magneses mez6 megvaltoztatni nem tudja, ezért
a ponttoltés palyajanak y iranyu vetiilete B-vel megegyez6 (vagy ellentétes) iranya egyenletes
mozgast végez. A két mozgas ereddje csavarvonalon torténé mozgas lesz, amelynek menet-
emelkedése:

m
s=v,T =v, 2mn—

QB
Toltott részecskék mozgasa magneses térben

Magneses eltérités, ciklotron

Ez mind ott van font, kivéve a ciklotront, ami a flizetemben van, de majd ide lesz irva valami-
kor (SOHAL)

” 4 ”

Gerjesztési torvény €s alkalmazasai
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13.) Maxwell egyenletek
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