Szamossagok

Az érai anyag a legjobb alap amire ennél a résznél épitkezhetsz, el6szor azt tanuld meg!!
Allapitsuk meg a kovetk® halmazok szamossagat!
(;,Alef null” = meszamlalhatoan végtelen, ,,c’= kontinuum)

1. A péaratlan természetes szamok halmaka, {1357,...}.
e . N . m-1
Az alabbi hozzarendelés bijekcié N és A kdzdtt: A— N;m— f(m) = .
2. A={harommal nem oszthat6 egész szamok]}.
Rendezzik sorba A elemeit igy: 1,-1,2,-2,4,-4,5,-. Ez egy bijekciot definial A és N kozott, tehat A
szdmossaga megszamlalhatdéan végtelen.

3. A={A 256 karakterb6l készithetd, 100 karakter hosszisagu sorozatok}.
A véges halmazlA = 256,

4. A valés szamok halmaza
Vegyuk fel a (0,1) intervallumot egy- sugarua félkérén a valés szamegyenes folétt, majd vetitsik a
Y4

félkdr pontjait a szamegyenesre a kor k6zéppontjabdl. Ez egy bijekcio (0,1) &R kzért az R
kontinuum szamossagu.

5. A[0,1) val6s intervallum.
Egy f(x) bijekci6 [0,1) és (0,1) kozétt: f(x)=0.5, ha x=0; f(x&*™", ha x=27% (k>1 és egész);
f(x)=x egyébként. Tehéat ez is kontinuum szdmossagu.

6. A [0,a) val6s intervallum.
Bijekci6: az el6z6 intervallum elemeit szorozzuk meg a-val.

Eléadasrél: Egységnyi oldalhosszusagu, (0,4)(0,1) négyzet pontjainak halmaza (legyen ez A).
Sejthetd, hogy a halmaz kontinuum szamossagu. (01) — A, ezértH > c. Megforditva, adott (x,y)

koordinataju ponthoz (ahok = 0, X;X,X;...6s Y =0,Y,Y,Y;...) rendeljika z= 0, X,y X,Y,X;Y;...
szamotEzek mind kiilonb6zok, ezért W <c. (A véges tizedes torteket is végtelenként kell kezelni az
egyértelmiiséghez, pl. 0,724= 0,7239999999.). A kett6t egyiitt véve A=c.

7. Egységnyi oldalhosszisagu kocka, A=(04) (0,1) x (0,1) pontjainak halmaza milyen
szamossagu?

Visszavezethetjiik az el6z0 feladatra. Barmelyik adott z koordinatdhoz a kockanak egy négyzet alaku

N(z) metszete tartozjkamelyikrél az el6z6 feladatbol tudjuk, hogy kontinuum szdmossagu, ezért
minden (x,y) koordinataju pontja megfeleltetheté egy v szdmnak a szintén kontinuum szamosséagu
(0,1) intervallumbdl. Vagyis egy adott (X,y,z) koordinataji ponthoz egyértelmiien rendelhetiink egy
(v,z) szampart a (0,%)(0,1) halmazbo6l, amelyrél viszont mar tudjuk, hogy kontinuum szamossagu,
ezért Ais az.

HF: Lassuk be (teljes indukciéval), hogy minden h egész szamra €01)" kontinuum szamossagu
halmaz!



8. A kétdimenzios sik pontjainak halmaza.

Ennek részhalmaza a 7. feladat négyzete, emiattlaggkabb kontinuum szadmossagu. A sik pontjai
ugyanakkor egy a sik f616tt elhelyezkedé egységsugaru félgomb segitségével a gdmb kdzéppontjdba
vetithetdk, azaz minden gombfeliileti ponthoz bijektiven rendelhetd a siknak egy pontja. A félgdmb

igy paraméterezhetd: ($,¢), ahol 9e (0,7)és ¢ < [027). Mivel mindkét halmaz kontinuum
szamossagu, ezért a 7. feladathoz hasonl6 indoklassal kaphatd, hogy Descartes-sz dyemtudzaz

a félgbmb pontjainak szamossaga kontinuum. A definiélt bijekcié ebbe a halmazba képezsizért
pontjainak szamosséaga is kontinuum.

HF: Haromdimenzids tér pontjainak halmaza.
HF: Lassuk be, hoggiz R" (n pozitiv egész) halmaz szamosséaga is kontinuum.

9. Irracionalis szamok halmaza.

Tekintstk azt az f(xX)R —> R—Q leképezést, amelyre f(X)'—£7Tk+l, ha X:£7Z'k , ahol p és q egész,
q q

k pedig természetes szam; f(x)=x egyébként. Kénnyen lathatd, hogy ez bijeabd® s irracionalis
szamok kozott.

10a) Természetes szamokbal allé rendezett parok halmaza.

©00) —» (0) - (10) — (20) > 1) — (02) —» (03) »> 1.2) —> (2D > B0) —> (40) —...
sorba rendezés definial egy bijekciot a halmaz és a természetes szamok HdlntdizaEzért
megszamlalhatdéan végtelen szamossagu. (cikk-cakk médszer)

10.b) A természetes szadmokbdl &ll6 rendezett n-esek szamossaga.

Az eléz6 feladat azt is igazolta, hogy altalaban két tetsz6leges megszamlalhat6an végtelen szamossagu
halmaz Descartes-szorzata is megszamlalhatéan végtelen szamossagu. (cikk-cakk atajajéamer

llyen médon teljes indukcioval kbnnyen lathatd, hogy n darab megszamlalhatéan végtelen szamossagu
halmaz, jelen esetben N, Descartes-szorzata is megszamlalhatéan végtelen szamossagu.

11. Hany egyenessel fedheto le a sik?

A sik lefedhet6 az origd koriili egységsugaru korre fektetett, origdn atmend egyenesekkel, amelyeknek

x tengellyel bezart szégex € [0,7), ez utébbi pedig kontinuum szamossagl halmaz, ezért
ugyanennyi egyenesre van szikség. (Vagy: a valds szamegyenesre merdleges egyenesekkel is
lefedhetd a sik, s ezek szamossdga megint csak megegyezik a szdmegyenes pontjainak
szamossagaval.)

12. Hany olyan pont van a sikon, amelynek mindkét koordinataja egész szam? (JxZ = Z

Kicsit hasonlo a 10. feladathoz. Induljunk ki az origobol:
©0)—»> 0)—»> 1) > 19> LD > O0-1)>(-1-)>(-10>(-1)>(-12 > 02 —...
Ez a sorozeegy ,,szogletes spiralt” definidl az origo koriil, amely igy egy bijekciot hatdroz meg N és a

vizsgalt egész koordinataju ponthalmaz kozoétt, vagyis a halmaz megBmtdan végtelen
szdmosséagu.

HF: Hany olyan pont van a sikon, amelynek mindkét koordinataja racionalis szam
(Tablazatba rendezve az 6ran tanult médo®aQ raciondlis szamparokat cikk-cakk médszerrel

rendezhetjik, ezzel megadhatd bijekci6 N és e halmaz kozott, igy belathatésAdmggssaguk
megszamlalhatdan végtelen.

13. Legfeljebb hany 8s helyezhet6 el a sikon gy, hogy ne messék egymast?



Megszamlalhatdéan végteleszamossagi biztosan elhelyezhetd, ehhez elég a koordinatahalozat
négyzetracsaba beirni aagkat. De ennél tobb nem is helyezheté el, mert barmekkora 8-asokrdl is
legyen sz, minden 8-as mindkét lyukaban van olyan pont, amelynek mindkét koordataalis
szam, vagyis az ilyen pontok szama (amely megszamlalhatéan vétitelenéz6 HF) biztosan> a
nyolcasok szdmanal, azaz a 8-asok szamossaga csak megszamlalhatéan végtelen lehet.

14. Hany olyan hdromszdg rajzolhato a sikra, amelynek terllete egész szam?
Legyen a hadromszdgek ezen halmaza H. Ekkor biztos, hd@yc, hiszen adott egész T teriiletti

haromsz6g ©nmagaV parhuzamosan eltolhato a sikon egy tetszéleges ae< R-nek megfeleld
tavolsaggal mondjuk az x tengely iranyaban. Ugyanakllt-df< c, mert adott haromszdghoz
hozzarendelhetjik a harom cslcs 6sszesen 6 koordinatéjat, ezzel definialva egy vdlassizéaz
az R®-nak eleme, amely kontinuum szamossagu. Ezért |H|=c.

15. Mennyi egy haromszog bels6 pontjainak szama?

Legfeljebb kontinuum, hiszen a haromszog része a kontinuum sok pontot tartalmaz¢ égknak
legfeljebb kontinuum sok, hiszen minden haromszégben van olyan szakasz, amely maga is kontinuum
sok pontbol all. A két korlat egyiitt azt eredményezi, hogy a belsé pontok szama is kontinuum.

16.

a, Hany olyan egység sugaru kor rajzolhaté a sikra, aminek a kdzéppontjanak kooedj@srai
szamok? ( metszhetik egymast a korok)

b, Hany olyan kor rajzolhaté a sikra, aminek a kézéppontjanak koordinatai, és a sugésa szém?
(metszhetik egymast a korok)

¢, Mennyi az origé kdzéppontu eggsigaru kor belsé pontjainak szamossaga? A bizonyitashoz add
meg a megfeleld bijektiv fiiggvényt!

d, Hany origd kdzéppontu kdrvonallal fedhetd le a sik? A bizonyitashoz itt is add meg a megfeleld
bijektiv fliggvényt!

M.o.:

a, A kérdés val6jaban annyi, hogy hany olyan pont van a sikon amelynek mindkét koardigasa;
szam! Ez ilyen pontok szamossaga megszamlalhatoan végtelen, egy lehetséges felsorolas: elso helyen
az origé all, aztan csigavonalban sorban a tébbi!

b, A sik egész koordinataju pontjait az 1,a, feladat szerint felsorolhatjuk,nermegyes ponthoz
tartozik a 0,1,2,3,... sugard korok megszamlalhatéan végtelen halmaza! Megszamlalhatoan
végtelenszer megszamlalhatéan végtelen is megszamlalhatd, példaul a tablazatba rendezds
modszerrel!

c, A kort felvetithetjiik egy félgdmbre, a félgdbmbot a gomb kézéppontjaboitréetgik a sikra, a sik
pedig kontinuum szdmossagll! Mas lehetdség: polar koordinatakkal!

d, Az dsszes orig6 kdzépponta korvonalra szikség van! Mindenkérhdz a sugarat hozzarendelve,

megadtunk egy bijektiv figgvényt a korok éEO&o) intervallum kozotta (O,oo) tartalmazza a (0,1)-
et vagyis legalabb kontinuum és benne van(-ao,0)-ben, tehat legfeliebb kontinuum. igy
kontinuum sok korre van szilkség.

17. Igazolja a megfeleld bijekcid megadasaval (rajzzal és vetitéssel), hogy az alabbi halmazok
szamossaga megegyezik! ( Ebbdl kis meggondolassal arra is tudunk kdvetkeztetni, hogy mindegyik
kontinuum szadmossagu)

a, (0,1) intervallum és az R valés szamok halmaza
b, (a,b) intervallum és az R valés szamok halmaza



c, (0,1) és (a,b) intervallumok

d, Egyetlen pontban kilyukasztott kdrvonal és a valés szamok halmaza

e, Korvonal és négyzet-vonal

f, Egyetlen pontban kilyukasztott gémbfelszin és asiR pontjai (sztereografikus projekcio)
g, Két kiilonboz6 sugart korfeliilet

h, Két tetsz6leges kiilonb6z6 oldalhosszisagh szabalyos haromszog (mint felllet)

i, Félgomb felszin és sik

18. Adja meg az alabbi halmazok szamossagat:

a, Komplex szamok

b, Azon komplex szamok melyeknek valos és képzetes része is egész szam

¢, Azon komplex szamok melyeknek valds és képzetes része is racionalis szam

d, Azon komplex szamok halmaza melyeknek képzetes része 3i.

e, Azon komplex szamok melyeknek valds és képzetes részének abszolut értéke is kisebb mint 2

M.o.:
a, a+bi komplex szan® (a,b) valés szampar
Ez egy bijektiv hozzarendelés C &kRzott, R-rol pedig tudjuk, hogy kontinuum.

b, a+bi-> (a,b) bijekcié azon komplex szamok melyeknek valGs és képzetes része is egész szam
és az egész szamparoK)(Kozott., Z pedig tudjuk, hogy megszamlalhatoan végtelen.
c, at+bi=> (a,b) bijekcié azon komplex szamok melyeknek valds és képzetes része is gmcionali

szam és a racionalis szamparoR)(kbzott., G pedig tudjuk, hogy megszamlalhatéan végtelen.
d,a+3i>a

Ez bijekcio a 3i képzetes részli komplex szamok és a valds szdmok kozott, R pedig kontinuum.

e, Véges halmaz, a valés és képzetes rési,bsl -értékeket vehet fel (3 lehetdség), az Osszes
lehetéségek szama és igy a halmaz szamossage: 39

Nagysagrendek

1, 2" =0(n!)

Biz: 2"=2.2.2..-2<2-(1-2-3---n)=2-n  mindenl< n természetes szam esetén
- Létezik n = 1 kiiszobindex és C = 2 konstans melyre teljesul, ®gs C - nl minden

n, < ntermészetes szam eseten.

(Mashogy: 2"=2.2.2...2<1.(1-2-3---n)=1.nl ha an > 4
- Tehat =4 kiszobindex és C = 1 konstans esetén is teljesil, AdgyC - nl minden a
kiiszbbindexnél nagyoblm, < n természetes szamra.)

2, Az alabbi allitasokrél dontse el, és igazolja, hogy igazak-e vagy sem!

a, 5n° +7=0(n%) b, 5n° +7 = Q(n?) c,5n° +7=0(n%)

d, 5n° + 7 =0(n?) e,5n° +7=Q(n?%) f, 5n° +7=0(n?%)

g, N +7n+3=0(n") h, N> +7n+3=Q(n") i, N> +7n+3=0(n")
j, ” +7n+3=0(n?%) k,n” +7n+3=Q(n%) l, n® +7n+3=0(n%)
m, n* =0(3n’) n,n* =Q(@3n’) o,n* =0(3n’)

p, N> =0(n® + 4n+1) g, n° =Q(n* +4n+1) r, n* =0O(n” +4n+1)



