Logika,

Gyakorlo feladatok

Nulladrendti logikéval kapcsolatos feladatot nem irtam, mert ezt tgyis tudni kell ahhoz, hogy
valaki az els6rendiit megértse. Aki pedig az elsérendd logikai feladatokat meg tudja oldani,
annak nem lehet gondja a nulladrendtivel sem.

1. Oldjuk meg rezoluciéval az alabbi feladatokat!

a)

1. Minden 2-nél nagyobb primszam péaratlan.
2. Paratlan szam négyzete paratlan.

3. A 7 primszam.

4. A 7 nagyobb, mint 2.

Ez alapjan déntsiik el, hogy a 72 paratlan szam-e.

b) . Séra Ferivel egytitt tanul.

1
2. Feri Debrecenben lakik.

3. Ha valaki egyiitt tanul valaki méssal egy adott helyen, akkor & is az adott helyen van.
4. Ha valaki egy adott helyen van, akkor elérhets az adott hely telefonjan keresztiil.

Ez alapjan dontsiik el, hogy elérhetd-e Sara valamilyen telefonszdmon.

2. Mutassuk meg, hogy a kovetkez6 kovetkeztetési szabélyok helyesek.

a) JzVyR(x,y) = VyIzR(x,y)
b) {Vz[P(z) — Q(2)],Vz[Q(x) — —R(z)]} F Va[P(x) — —~R(z)]

3. Hozzuk Skolem normalalakra a kovetkezé formulat:

Va{P(x) — [Vy(P(y) — P(f(z,y))) A ~Vy(Q(z,y) — P(y))l}

4. Formalizaljuk az aldbbi mondatokat:
a) Van olyan paciens, aki minden doktorban bizik.
b) A kuruzsloban egyetlen beteg sem bizik meg.

c) Egyetlen doktor sem kuruzslo.

5. Formalizaljuk az alabbi mondatokat, és dontsiik el a kérdést rezolucidval!

1. Mindenki, aki atment a DM vizsgan, és nyert a alottéon, boldog.



2. Mindenki, aki tanult vagy szerencsés, atmegy az 0sszes vizsgan.
3. Lus Tamara nem tanult, de szerencsés.

4. Mindenki, aki szerencsés, nyert a lotton.

Boldog-e Lus Tamara?

6. Adjunk olyan interpretaciokat a kovetkezs formuléara, amelyben igaz illetve hamis a mondat
értéke:

VaedyVz[K (a, z,y) — K(f(a), f(2),2)]

7. Ha az a feladat, hogy két formula ekvivalenciajat lassuk be, akkor altalaban az az eljaras, hogy
az egyikre rezolicioval kovetkeztetiink a mésikbol, majd forditva. Ha azonban annyira egyszeri
a két formula, hogy jozan ésszel belathatd az ekvivalencidajuk, akkor a kétiranyu kovetkeztetést
elég tgy véghezvinni, hogy kimutatjuk, hogy ha az egyik formula igaz, akkor a masik is, és
megforditva. Pl. lassuk be a kévetkezs formulakrol, hogy ekvivalensek:

a) VzP(x)VVzQ(zr) = VaVy[P(z) V Q(y)]
b) FzP(x) AVzQ(z) = JxTy[P(z) A Qy)]
c) VaP(z)— JzQ(z) = Jz[P(z) — Q(x)]

Megoldasok
1. a) Az univerzum legyen a természetes szamok halmaza. A formalizalt mondatok a kévetkezdk
(a predikatumok és fiiggvények jelentésének megfejtését ratok bizom):

1. VZ[N(z,2) A P(x) — PT(x)], 2. Vy[PT(y) — PT(f(x))], 3. P(7), 4. N(7,2), 5. konklazio
megfogalmazasa: PT(f(7)).

Skolemizacié itt nem is kell, nincs egzisztencialis kvantor. Az egységesité behelyettesités
lépései:

X,y7.

A végén megkapjuk, hogy a 72 paratlan szam.

1. b) Az univerzum legyen az emberek, helyek és telefonszamok halmaza. A formalizalt monda-
tok a kovetkezgk:

1. ET(Sara,Feri), 2. H(Feri,Debrecen), 3. VaVyVz{[ET (x,y)\H (y, z)] — H(x, z)}, 4VuVv[H (u,v) —
EL(u,tel(v))] , 5. A konkluzi6 megfogalmazasa: Jw EL(Sara,w).

A rezolaci6é ezen formalizalt mondatok és a konklizié tagadasanak ,0sszeéselésével” indul,
miutan SNF alakra hoztuk. Az egzisztenciélis faktor kikiiszobolése jelen esetben nem probléma,
mivel a negacié soran amugy is univerzalis kvantorra valtozik. Az egységesité behelyettesités
1épései:

x«Sara, y«Feri, z«Debrecen, u«Séra, v«—Debrecen, w—tel(v)

A végén persze kijon, hogy Sara elérhets egy megfelel§ telefonszamon. (Nyilvan a debrece-
nién.)

2. a) Kozvetlenil, szoban is megindokolhato, hiszen ha létezik olyan x, amely mellett minden
y-ra igaz R(x,y), akkor legyen pl, ez x=a, azaz ekkor tetszsleges y-ra igaz, hogy R(a,y). De



ekkor az is teljesiil, hogy minden y-ra létezik megfelel x, hiszen épp az imént lattuk, hogy az
x=a valasztis barmely y-ra jo, tehat a kovetkeztetés igaz.

Ez a bizonyitas egyébként azon alapul, hogy alatlaban o |= [ pontosan akkor, ha @ — [
tautologia. Mivel az implikacié igazsagtablajaban csak ott van ,H”, amikor igazb6l hamisra
kovetkeztetiink, ezért most egyszertien csak azt kell belatni, hogy ez nem fordulhat els, vagyis
ha JzVyR(z,y) igaz, akkor Vy3zR(z,y) is az. Ezt tettiik meg az el6bb széban.

2. b) Ezt egyszertibb rezolucioval megoldani. Ha kijon az eredmény, akkor a kovetleztetési séma
helyes ugyanigy, mint nulladrendben.

3. A maésodik Vy el6tti negéiciot at univerzalis kvantoron atemelve egzisztencialis kvantor jon
be, amely csak a formula legelején talalhatd Va-tol fiigg, ezért a legutolséd részformuldban a
skolemizacio soran a P(y)-ban y helyére egy g(z)-et helyettesitiink. A méasik univerzalis kvantor
kivihets a formula elejére, s a disztibutivitasi szabély tobbszori alkalmazésaval adodik, hogy a
formula SNF alakja:

VaVy{[-P(z) vV =P(y) V P(f(z,y))] A [-P(z) V Q(z, g(2))] A [~P(x) V =P (g(2))]}
4. P(x): x egy paciens, D(y): v egy doktor, K(y): y egy kuruzslo, M(x,y): x megbizik y-ban.
Ezek folhasznalasaval a mondatok:
a) Ja{P(z) AVy[D(y) — M(z,y)]}
b) Va{P(z) — Vy[K(y) — ~M(z,y)]}
¢) Va[D(z) — —K(z)]

5. A mondatok formalisan:

1. V2{[ATMEGY (z,dm) A NY (z)] — B(x)}

2. Va{T(z)V SZ(x) - VyATMEGY (x,y)}
3. —T(LusTamara) N SZ(LusTamara)
4. Vz[SZ(x) — NY (z)]

5. A konkluzié megfogalmazasa: B(LusTamara), de ezt tagadva kell hozzééselni a premisz-
szakhoz!

Els6rendii reoluciéval kijon, hogy Lus Tamara boldog.

6. IGAZ: Legyen az univerzum a pozitiv valos szamok halmaza, K (a, z,y) predikdtum jelentse
azt, hogy |a — z| < y, az f fliggvény pedig legyen a pozitiv valos szamokon értelmezett, a-ban
folytonos, valos értékii fliggvény. Ekkor a mondat éppen az a pontbeli folytonossagot definialja.
HAMIS: Minden ugyanaz, kivéve, hogy f ne legyen folytonos a-ban.
(Altalaban, ha mar talaltunk egy olyan interpretéciot, amelyben egy formula igaz, akkor elég
konnyt egy minimalis valtoztatassal hamisséa tenni.)

7. Pl. az a) esetben ha a bal oldal igaz, akkor ez azt jelenti, hogy a P(x) és Q(x) kijelentések
koziil legalabb az egyiknek minden x értéek mellett igaznak kell lennie. Ebbél kovetkezik, hogy
a P(x)V Q(y) kijelentés is igaz, ha x és y tetszdleges lehet. Ez pedig pont a jobb oldali formulat
jelenti. A gondolat menet a forditott irdnyban és a tébbi feladatban hasonl6 ehhez.



