ELSORENDU LOGIKA:

Elméleti 6sszefoglalis:

e Feltétel 1 Minden madar gerinces.
o Feltétel 2 Minden veréb madar.
o Kovetkezmény Minden veréb gerinces.

e Szintaxis:

o Jelkészlet: valtozok (x,y,z,...), konstansok (a,b,c,...), predikaitumok (=allitasok,
P,Q,RS,...), figevény (f,g,...), logikai mtveletek (A,v,—,—), kvantorok (3,V),
zarojelek

o Univerzum: nem tres halmaz, a valtozok ennek elemein futnak végig
o Predikdtum: univerzum elemei k6z6tti kapcesolatot fejezi ki,
pl: minden embernek létezik édesanyja: Vx dy P(xy),

interpretacio: univerzum= {emberek}, P(x,y)= x y-nak édesanyja

o Kvantorok hataskére: pl: 3x P(x,y) v Q(x), x P-ben kotott és Q-ban szabad

o Zart formula=mondat: amikor minden valtozé kétott(=kvantalt)

o Nyelv és tipusa: L(P1,Ps,..,Py; fi,f2,..,f) argumentumok szamat adja meg,
pl: L(P,,P; -), tipusa: (2,0; ), Pi(x,y), Pa()

o Term=kifejezés: P(_,_) predikitumok argumentumaiban szerepel,
pl: P(E(x.y),2)

o Formula:

= atomi: P(Xq,Xo,..,Xn)
* minden atom formula
* ha « és B formula, akkor —a, aAB, avB, o« —f is formula

* ha« és 3 formula, akkor Vx a(x), 3x «(x) is formula

o Példa: csoportaxiémak: f(f(a,b),c) = f(a,f(b,c)); f(e,a) = a; f(b, i(b)) = ¢;

e Szemantika: értéket adunk a valtozoknak
o Kiértékelés: az univerzum minden elemét behelyettesitem valtozokba,
pl: P(x,y), x-t és y-t konstansokkal helyettesitjiik, értéke: I v H

o Tautoldgia: ha minden interpretaciéban minden értékadasra igaz



o Kontradikcié: ha minden interpretaciéban minden értékadasra hamis (nincs olyan,

amire igaz)

o Egv valtozé kvantalasa:

Vx a(x): minden, barmely, tetszéleges x-re a(x)

Vx a(x) igaz: x értékét végigfuttatva az univerzum elemein mindig
rendelkezik o formulaban megadott tulajdonsaggal

Vx a(x) hamis: x értékét végigfuttatva az univerzum elemein legalabb egy
értéket talalunk, ami nem rendelkezik o formulaban megadott
tulajdonsaggal

Ix a(x): 1étezik, van olyan, talalhatd x-re o(x)

Ix a(x) igaz: x értékét végigfuttatva az univerzum elemein, talalunk
legalabb egy olyan értéket, ami rendelkezik o« formuldban megadott
tulajdonsaggal

Jx a(x) hamis: x értékét végigfuttatva az univerzum elemein, nem talalunk
egyetlen olyan értéket sem, ami rendelkezik o« formulaban megadott

tulajdonsaggal

o Kétvialtozd kvantalasa:

VxVy A(x,y) igaz: x-et rogzitve y-t végigfuttatjuk az univerzum elemein,
majd x-et megvaltoztatjuk és megint végigfuttatjuk y-t, ezt minden
lehetséges x értékre megtesszik és mindegyikre igazat kapunk

VxVy A(xy) < VyVx A(x,y) hamis: van olyan x,y par, amire nem igaz
Vxdy A(x,y) igaz: minden x-hez talalhaté olyan y, ami x-t8l fugg (azaz mas
x-hez mas y tartozhat), pl: x+y= 0

Vxdy A(x,y) hamis: van olyan y, amelyhez nem tartozik y, ami t6le figg,
pl: x*y= 1 (x=0-hoz nincs y)

IxVy A(xy) igaz: egy adott x érték j6 az Gsszes y-hoz, tehat ez az x nem
fiige y-tol (lehet t6bb x is, de az mindegy, mert mar talaltunk egyet),

pl: y+x=y (x=0 minden y-ra j6)

IxVy A(x,y) hamis: van olyan y, amelyre az x érték hamis



Ekvivalens formulék: igazsagértékiik minden interpretaciéban azonos

—'7xP(x)=3x—P(x) Ix Iv(A(x)vB(x))=3x A(x)vIx B(x)
—JxP(x)=vx—P(x) Ix(A(x)vB(x))=dx A(x)vdx B(x)
—Ix—P(x)=VxP(x) Vx(A(x)AB(x))=Vx(A(x)AVxB(x)
—Vx—P(x)=3xP(x) TxVy(A(x)AB(y))=VxAX)ATY B(y)

Prenex Normal Forma (=PNF):

o

Logikai jelek atirasa A,v,— -ra

De Morgan azonossagok alkalmazasa, amig — hataskore atomi nem lesz
Kvantor-kiemelési szabalyok alkalmazasa, amig kvantormentes nem lesz

ha PNF: KNF-ben van, akkor Prenex Konjunktiv Formula

ha PNF: DNF-ben van, akkor Prenex Diszjunktiv Formula

ha PNF: csak univerzalis kvantorok szerepelnek, akkor Skélem Normail Forma

=SNF), pl: VxiVx2...Vxi (Ki A KA AK)

Skélemizalas: egzisztencialis kvantorok kikiiszébolése

o

o

Vxdy Axy) = Vx Ax,f(x)) — v fugg x-t6l, ezért lesz x-nek fiiggvénye
VxVydz A(x,y,z) = VxVy Ax,y,f(x,y)) — x ésy egylitt hatarozzak meg z értékét
(annyi valtozoés fv, ahany univerzalis kvantor szerepel az egzisztencialis el6tt!)

.,

JyVx R(x,y) = Vx R(x,c) — altalanosan hasznalhat6 y érték, ami minden x-hez j6

Koévetkezmény: o1,0z,...,0. < 3 — 3 legalabb ott igaz, ahol a-k

o o <P < a—>p érvényes, azaz minden interpretacioban igaz (tudjuk: a—f =
—ovB)

o o <P < ar—f kontradikcié vagy kielégithetetlen, azaz minden interpretacioban
hamis (tudjuk: =(a—=8) = —(—avpB) = an—p)

Rezolicio:

o tfth SNF, mivel a valtozék univerzalisan kvantaltak, ezért a formula minden
helyettesitésre igaz—>alkalmazhatjuk az egységesitd helyettesitést

o alapelvei:

= valtozoba konstanst vagy valtozot helyettesitiink

= valtozoba fiiggvényt is helyettesithetink

_3.



Feladatok:

1.

4.

Formalizaljuk!

Feltétel 1 Minden madar gerinces. Vx P(x) = QX))
Feltétel 2 A veréb madar. P(v)
Kovetkezmény A veréb gerinces. QM)

Jelolés: P(x)... madar, Q(x)... gerinces, v... veréb

Nyelv: L(P,Q; -), tipusa: (1,1; -), U= {madarak}

Példa egységesits helyettesitésre: P(a,x,h(g(2)) és =P (z,h(y),h(y))
(tudjuk: a... konstans, x,z... valtozo, g,h... fuggvények)

a) helyettesités: z=a, x=h(y), y=g(a)

b) rezolicié:  P(a,h(g(a)),h(g(a))) o

—P(a,h(g(@),h(g@)) U

Alakitsd PNF-re az alabbi mondatot: ,,Nem mind arany, ami fénylik.”
a) formalizalas: A(x)... arany, F(x)... fénylik, L(A,F; -), tipusa: (1,1; -)
—Vx (Fx) > AX))
b) PNF-re alakitds:  Ix —(F(x) = A(x))

Ix —(—Fx) v A))

Ix Fx) A =AR))

Alakitsd normal formaral

—(VX3yP(x,y) v Q(X,¥)) A 3AXVYS(X,y) = T(X,y))

D AXVYIVVW=P(X, YY) A =Q(X,Y) A (=S(v, W) v T(v,w))

s —=(VXAyP(X,y) v Q(X,¥)) A (AxVYy—-S(X,y) v T(X,Y)) — Logikai jelek 4tirdsa
(@AxVY=(P(X,y) v Q(X, ¥))) A (AXVY=S(X,y) v T(X,y))  —De Morgan

a
b
¢ 1 (AXVY=P(X,y) A=Q(X,¥)) A 3XVY=S(X,y) v T(X,Y))
d:
e
f
g

(AxVYy=P(X,y) A =Q(X,Y¥)) A (AvVW=S(v,w) v T(v,w))

— Kvantor-kiemelési

szabalyok alkalmazasa

- VyvYw—P(a,y) A =Q(a,y) A (=S(b,w) v T(b, w))
1=P(a,y) A =Q(a,y) A (=S(b, w) v T(b,w))

— Skélemizalas

AyVx R(xy) = Vx R(x,0))



5. Egységesitsd!
P(f(g(x.2)),%) és P(z,b)
a) helyettesités: z= f(g(x,a)), x=b
b) egvségesités: P(f(g(b,a)),b) és P(f(g(b,a)),b)

0. Egységesitsd!
A barany egy allat. A farkas megeszi a baranyt. Az az allat, amelyik megeszi a masikat, az
husevé.
a) formalizalas: allat(barany)
megeszi(farkas, barany)
megeszi(x,y) A allat(y) — husevé(x)
b) egyszertsités: az elsé két mondat 6sszevonasa:
megeszi(farkas, barany) A allat(barany) — IGAZ
¢) helyettesités: x= farkas, y= barany
d) egyvségesités: megeszi(farkas, barany) A allat(barany) — husevé(farkas)

7. Egységesitsd!
P(x,kutya) A Q(ember,y) = R(z) v S(t,16,v)
P(macska,x) A Q(y,asztal) — R(tehén) v S(t,u,v)
a) helyettesités: a 2. mondatban x= kutya, y= ember, u= 16
b) egységesités: P(macska,kutya) A Q(ember,asztal) = R(tehén) v S(t,16,v)

8. Oldd meg rezoluciévall
Janosnak van egy kutyaja. Minden kutyatulajdonos allatimadé. Egy allatimad6 nem 6l
allatot. Az Ebi nevii macskat vagy Janos, vagy Bodri 6lte meg.
Kérdés: Bodri 6lte meg a macskat?

2) formalizdlds: 35\ ytva(x) A Birtokol(Janos, x)

vx (3yKutya(y) A Birtokol(x, y)) — Allatimadao(x)
vx Allatimado(x) A YyAllat(y) — —Megdl(x, y)
Megdl(Janos, Ebi) v Megdl(Bodri, Ebi)
Macska(Ebi)

Vx Macska(x) — Allat(x)
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b) PNF-re alakitas: kérdés negaltjat is hozzavesszik (tudjuk: —(a—>B) = —(—avp) =
O(/\—|F3)

Kutya(D)
Birtokol(Janos,D)

—Kutya(y) v —Birtokol(x,y) v Allatimadé(x)
—Allatimadé(x) v —Allat(y)v —Megdl(x,y)
Megol(Janos,Ebi) v Megol(Bodri,Ebi)
Macska(Ebi)
—Macska(x) v Allat(x)
—Megol(Bodri,Ebi)
¢) helyettesités: 3. mondat: x= Janos, y= D,
4. mondat: x= Janos, y= Ebi,
7. mondat: x= Ebi
d) egységesités és rezolucio:
Kutya(D)
Birtokol(Janos,D) O

—Kutya(D) v —Birtokol(Janos,D) v Allatimadé(Janos) [1 —Kutya(D) v Ai(Janos)
—Allatimadé(Janos) v —Allat(Ebi)v —Megdl(Janos,Ebi)

Megol(Janos,Ebi) v Megol(Bodri,Ebi) [l Megol(Janos,Ebi)
Macska(Ebi) 0

—Macska(Ebi) v Allat(Ebi) [ Allat(Ebi)

—Megol(Bodri,Ebi) O

Kutya(D) 0
—Kutya(D) v Ai(Janos) [ Ai(Janos)

—Ai(Janos) v —Allat(Ebi)v —Meg6l(Janos,Ebi) [1 —Ai(Janos) v —Allat(Ebi)
Megol(Janos,Ebi) O

Allat(Ebi)

Ai(Janos) O
—Ai(Janos) v —Allat(Ebi) [T —Allat(Ebi) [ o



Allat(Ebi)



9. Tudjuk azt, hogy a boszorkanyok elégnek, a vadlottunk pedig kénnyebb, mint egy kacsa.
A feladat az, hogy bebizonyitsuk, hogy a vadlott boszorkany néhany hattér-informacio
felhasznalasaval (pl. hogy a fa uszik a vizen).

a) formalizalds:
Eg(x) — Boszorkany(x)
Fa(x) = Eg(x)
Uszik(x) — Fa(x)
Kénnyebb(x,y) A Uszik(y) — Uszik(x)
Uszik(kacsa)
Koénnyebb(vadlott,kacsa)
kovetkezik, hogy: Boszorkany(vadlott) tautoldgia, tehat ellentettje kontradikcio
(tudjuk: =(—=B) = —(—avB) = an—B)
b) PNF-re alakitas:
—FEg(x) v Boszorkany(x)
—Fa(x) v Eg(x)
—Uszik(x) v Fa(x)
—Koénnyebb(x,y) v —Uszik(y) v Uszik(y)
Uszik (kacsa)
Koénnyebb(vadlott,kacsa)
—Boszorkany(vadlott)
¢) helyettesités: x= vadlott, y= kacsa

d) egységesités és rezolucio:

—FEg(vadlott) v Boszorkany(vadlott) [

—Fa(vadlott) v Eg(vadlott) [l —Fa(vadlott) v Boszorkany(vadlott)
—Uszik(vadlott) v Fa(vadlott)

—Kénnyebb(vadlott kacsa) v —Uszik(kacsa) v Uszik(kacsa) — —K(vadlott,kacsa)
Uszik (kacsa)

Koénnyebb(vadlott,kacsa)

—Boszorkany(vadlott)



—Fa(vadlott) v Boszorkany(vadlott) [

—Uszik(vadlott) v Fa(vadlott)

—Ko6nnyebb(vadlott,kacsa)

Uszik(kacsa)

Koénnyebb(vadlott,kacsa)

—Boszorkany(vadlott)

[

[

[ —Uszik(vadlott) v Boszorkany(vadlott)

/kiesik/

—Uszik(vadlott) v Boszorkany(vadlott) ]

Uszik(kacsa)

—Boszorkany(vadlott)

[ Boszorkany(vadlott) o
U

A fenti kovetkeztetés valéjaban nem tdnik tdl logikusnak. Mivel a rezoluciés eljaras helyes

és teljes, a probléma csak a kiindulasi informaciokkal lehet. igy is van: az els6 mondat

feltételezi, hogy minden, ami elég, az boszorkany, a harmadik pedig, hogy minden, ami

uszik a vizen az fabdl van.

Esztergar- Yiss Domokos (3. évfolyam)



