DISZKRET MATEMATIKA PPKE ITK

Elsorendii Logika
Volt (a helyes kovetkeztetéseknél):
Minden veréb madar. Feltétel 1l
Minden madar gerinces. Feltétel2
Minden veréb gerinces. Kovetkezmény

,Erezziikk”, hogy a leirt kovetkeztetés helyes. Azonban a nulladrendti logika eszkdztaraval nem
tudjuk formalizalni a kovetkeztetési sémat. A {A, B}|=o C séma nem fejezi ki a kdvetkeztetés
tartalmat, hiszen A, B, C ,,fiiggetlen ” itéletvaltozok. Az egyes itéletek belsé szerkezetét ily modon
nem tudjuk kifejezni, és az allitasok kapcsolatat sem. Sziikség van az daltalanos osztaly (madar.
gerinces) €és annak elemei kozotti kiilonbség (veréb, madar) jelolésére. Ennek egyik modja az un.
prédikatumok ¢és kvantorok bevezetése. Ezekkel egy lehetséges formalizalas:
VX (V(X)—>M(X))
VX (M(X)—>G(x))
VX (V(X)—>G(x))
A feltételek és a kovetkezmény is un. elsérendti formulak. V, M, G predikatumok, a V jel az Gn.
univerzalis kvantor. Az 'x’ valtozészimbdlum. A formulak értelmezéséhez azokat ,,interpretalni”
kell. Az interpretdlds azt jelenti, hogy megmondjuk, mi a jelentése a formuldban hasznalt
prédikdtumszimbolumoknak, a valtozok milyen értékeket vehetnek fel, stb. Pl. a valtozok az
értékeiket valamely eldre megadott halmazbdl, az Gn. univerzumbol vehetik fel, ezt az
univerzumot meg kell adni. Itt pl. ehhez a verebeket kellene alkalmas modon ,,azonositani”, €s
ezek az azonositok alkothatndk az univerzumot.
Ahhoz, hogy el tudjuk donteni, igaz-e vagy sem egy formula, hasonléan a nulladrendil
formulakhoz, interpretalni kell a formulat. Az interpretaci6é azonban itt nemcsak a konkrét igaz —
hamis értékek hozzarendelését jelenti az alapformuldkhoz, atomokhoz, hanem, mivel valtozdkat
is hasznalunk, azoknak is értéket kell adni, ennek fliggvényében ,kiosztani” az igazsagértékeket,
majd kiértékelni a formulat. A kiértékelési szabalyok a nulladrendii szabalyokon alapulnak, a
negacid, konjunkcid, diszjunkcio, implikacid értelmezése ugyanaz elsérendben is.  Konkrét
igazsagértéke azonban csak akkor lesz a formuldknak, ha vagy minden szereplé valtozoja
~kvantalt”, vagy minden valtozo helyén konstans szerepel. Egyébként pedig a formula
1gazsagértéke nemcsak az interpretaciotol, hanem a valtozok felvett értékeitdl is fiigg. Ezekkel
foglalkozunk az aldbbiakban.

Eldszor egyegyszerti példan bevezetjiik az alapvetd fogalmakat.

Meg kell modanunk, mikre vonatkoznak az 4llitasaink,vagyis meg kell adni egy iin. univerzum-ot.
Az univerzum nemiires halmaz, a valtozok (x,y) ennek elemein futnak végig. Ezek az n.
individuumvaltozok, masfjat valtoz6 nincs is.

Példa: Univerzum: Kiss, Nagy, Gauss, Bolyai

PPKE ITK els¢ évfolyamos(x)-mikor lesz igaz az értéke?
PPKE_ITK els6é évfolyamos(x)-mikor lesz hamis az értéke?
Vx PPKE ITK elsd évfolyamos(x) -mikor lesz igaz az értéke?
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DISZKRET MATEMATIKA PPKE ITK

Az igazsagérték itt is, akarcsak nulladrendben, fligg az interpretaciotdl, egyrészt attdl, mi az
univerzun, masrészt a valtozo felvett értékeitol.

Prédikatumok jelentése: az univerzum elemei kozotti kapcsolatot, relaciot fejez ki

Példak:

P prédikatum, P(x,y) jelentheti pl. azt, hogy x<y. Onmagaban a P(x,y) jelsorozat csak annyit jelent,
hogy az univerzumlemei k6zott egy kétargumentumos relacio van értelmezve. A kétargumentumos
predikdtumokat, illetve az interpretdldsukkor a relaciokat sokféleképpen lehet jeldlni, mi az Un.
prefix jelolést hasznaljuk.

Jel6lések : X<y, XPy infix (k6zben jelolt)
<X,y prefix (eldl jelolt)
P(x,y) vagy Pxy prefix
(x,y)P vagy xyP  postfix (hatul jelolt)

Hogyan szamithato ki egy formula igazsagértéke? 1 gaz-e, hogy (V x 3 yP(x,y))?

Ezt igy onmagaban nem tudjuk eldonteni, az el6zéek értelmében meg kell mondanunk az
interpretaciot is, vagyis azt, hogy milyen értékeket vehet fel az x és y valtozo, és mi a jelentése a
P prédikatumnak. A minden: V és a létezik, van olyan: 3 kvantorok jelentése tehat a kovetkezo:

vV P(x) formulaolvasasa: minden x-re P(x), barmely x-re P(x), tetszéleges x-re P(X).

Es ezt jelentheti: minden (barmely, tetszéleges) x —re, ami a megadott univerzumboél veheti fel az
értékeit, igaz az, hogy a P-vel jelolt tulajdonsaggal rendelkezik.

3 x P(x) formulaolvasasa: van olyan (létezik) x, amelyre P(x).

Es ezt jelentheti: van olyan (Iétezik legalabb egy) x —re, ami a megadott univerzumbol veheti fel
az értékeit, igaz az, hogy a P-vel jelolt tulajdonsaggal rendelkezik. Természetesen tobb ilyen x
individuum érték is lehet.

l. interpretacio:

Legyen az univerzum a természetes szamok halmaza, és P(x, y) jelentse azt, hogy x<y. Ekkor
aVv x3 y P(x,y) formula jelentése, interpretacioja:

Vv xeN 3 yeN x<y. Vagyis, minden x természetes szamhoz 1étezik egy nalanal nagyobb y
természetes szam. Ebben az interpretacioban tehat a formula igaz.

[I. interpretaci6: univerzum:= természetes szamok halmaza
P(x,y):= y<x, vagyis, igaz-e, hageN 3 yeN, hogy y<x?
Ez nem igaz, mert az x=1-hez nincs ilyeezyHamis

. interpretacio: univerzum: = raciondlis szdmok

crer
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DISZKRET MATEMATIKA PPKE ITK

IV. interpretacié: univerzum:= Racionalis szamok X, y € Q
P prédikatum jelentése: P(x,y) ~ x'y=1 (azaz P(x,y) igaz, ha x-y=1)

Ez hamis, mert 8Q-ra nincs ilyen y.

V. interpretacié: univerzum:= Emberek halmaza
P predikatum jelentése: P(x,y) ~ x-nek y az édesanyja.

Igaz-e, hogy Y x 3 yP(x,y)), vagyis, hogy (minden) embernek(létezik) édesanyja?
Ez igaz.
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DISZKRET MATEMATIKA PPKE ITK

Elsorendi logika:
Interpretacio és nyelv (formula)

" miveletek « . fiiggvények

—

{lgaz, Hamis} «—— Prédikatumok
(atomf formulak)

univerzum:
Individuumokbai all

Relaciok: individuumok kozti
kapcsolatok, v. tulajdonsagaik

ELSORENDU NYELVEK

Ahogyan a nulladrendii logik4ban is, meg kell adni, milyen jelkészletet hasznalunk, és ezen jeleket
milyen szabalyok szerint irhatjuk egymas utan. Az igy keletkezd jelsorozat a formula. ez alkotja az
elsérendli nyelv szintaxisat, mely joval dsszetettebb, mint a nulladrendii volt.

Szintaxis:
Egy lehetséges jelkészlet:

valtozoszimbolumok: x, y, z...

konstansszimbolumok: a, b, c,

prédikatumszimbolumok (allitas) — Jel: P, Q, S ...
fiiggvényszimbolumok: f, g

logikai 6sszekot6 jelek (logikai miiveletek jelel): A, v, -, >
kvantorok: Vv, 3

zardjelek: (,)

Formulaképzés szabalyai

A formulakban a fenti jelek nem sorolhatok fel tetszélegesen. A formula képzésének szabalyaihoz
fontos megkiilonboztetiink a formula két legegyszeriibb alkotdelemét, a kifejezés-t (term) és az
atomi formulat. Ezekbdl alkotjuk a bonyolultabb formulédkat. Fontos kiilonbség van a ketté kozott: a

4
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DISZKRET MATEMATIKA PPKE ITK

kifejezés nem formula, hanem fliggvényszimbolumok, valtozok és konstansok jeleibdl alkotott olyan
,valami”, aminek segitségével az univerzumban navigalhatunk: ugyanis a fliggvény mindig az
univerzum elemein, vagy rendezettesein értelmezett, és univerzumbeli elem az értéke. tehat
univerzumbeli elem(ek)bdl kiindulva univerzumbeli elemhez (pontosan egyhez) jutunk.

Ezeket a kifejezéseket, idegen szoval term-eket irhatjuk akar mas vagy ugyanazon termbe, rekurziv
modon, s a termeket az atomi formulak argumentumaiba. A kifejezések nem kotelezden vannak meg
az elsérendli nyelvekben, ugyanis bizonyos mértékig helyettesithetok, ha nem is egyenértékiien,
atomi formulédkkal.

Kifejezés (Term):
Minden individumvaltozé és konstans kifejezés.

Ha ty, to, ... , tn Kkifejezés, és f ,,n” valtozos fiiggvény szimbolum, akkor f(ty, ty, ... , t;) iS
kifejezés.

A fentiek szerint a fiiggvény argumentumaiba irhatunk valtozokat, konstansokat, de
beagyazhatok mas, vagy sajat fiiggvényértékek is. A kifejezések vagy prédikatumszimbolumok
argumentumaiban, vagy fiiggvények argumentumaiban fordulhatnak elé, 6nalléan nem.

Példa: Legyen x valtozo, a2 szimbolum egy konstans (interptélhato a 2 szamként is, de nem

kotelezd), f és g egy, illetve kétargumentumos fiiggvények. Ekkor f(2), f(x), X, 2, f(g(x,2)), g(x,x),
2(x,2), g(2,2), g(f(2), g(g(2),f(x)) mindegyike kifejezés, de nem formula.

A formulaképzés szabalyai

Atomi formulak:

Haa P ,,n” argumentumu prédikatumszimbolum, és ty, b, ... , ty termek, akkor P{i t,, ... , t;) atomi
formula.

A nulla argumentumos prédikatumszimbdlumot az itéletvaltozoknak feleltetjiik meg. Ily modon az
elsérendii logika a nulladrendii kiterjesztése.

Példa: Legyenek P, Q, Rrendre nulla, egy és kettd argumentumos prédikatumszimbolumok, x
valtozo, 2 konstans, f és g egy, illetve kétargumentumos fliggvények.

Feladat:
Melyek atomi formuldk az aldbbiak koziil?

P(9(x,2)), Q(P), Q(a(2.x)), R(9(2,2), 9(f(2), 9(9(2)) xR, P.

Formula:
1. minden atomi formula formula

Haa és B formulak, akkor
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2. anP, avp, o—p, -o is formuldk
3. ¥V xa(X), 3 xa(x) is formula
4. Minden formula 13. véges sokszori alkalmazasaval kaphato.

Kvantorok hataskore

Fontos, hogy Osszetett formula esetén meddig terjed valamely kvantor hatdskore. Megallapodunk
abban, hogy kvantor hataskore a mogotte allo valtozo utani atomi formula vagy zarojelben megadott
formula. Az ezekbn szerepplé valtozo eléfordulasokat kotottnek nevezziik, a valtozd egyéb
eléfordulésait szabadnak.

Példa: 3 x P(x,y)v Q(x)
X ,,kO0tott” P(x, y)-ban, de x ,,szabad” Q(x)-ben. Az y szabad.

Azt a formulat, amelyben minden valtozoé kotott, mondatnak neveziik. A mondat igazsagértéke
csak az interpretaciotol fiigg, a valtozok helyettesitésétdl nem. Zart formula=mondat=minden véltozo
kotott.

Egyszerlibb megadni a nyelvet tovabbi elemi fogalmak bevezetésével.

Nyelv tipusa:
L(P, F): Lu(Pu, P, ..., Py; fa, fo, ... )

P: Prédikdtumok halmaza; F: fiiggvények halmaza

Tipusa‘ (aP]_, &§) LRI aPK; a‘u az, cee ,a fJ)
ap= B — argumentum szama
a,= fj — argumentum szdma

Példa:
Li( Py -)

Tipusa: (2; -). ebbdl azonnal tudjuk, hogy a nyelvben egyetlen,kétargumentumos prédikatum van,
fiiggvény pedig nincsen.

Eeladat:
Ertelmezze az alabbiakat:
Lo(H; J;-)

Tipusa: (1, 2; -)

Az elsérendii nyelvben is valamely formula igazsagértékét csak ugy tudjuk megmondani, ha
interpretaljuk a formulat. Az interpretacio tobb részbdl all. Meg kell adni az alaphalmazt, aminek
elemeire vonatkoznak a formuldk. Ahogyan nulladrendben is tettiik, itt is meg kell mondani az atomi
formuldk igazsagértékét. Ezen tilmenden, a fiiggvényeket is interpretalni kell, meg kell mondani,
hogy az eges individuumokon mi a felvett fligvényérték (ami szintén az univerzum egy eleme,
vagyis egy individuum).

2012 ’
© Bércesné Novak Agnes
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Ezutan az elsérendben tanult kvantorok jelentése, ¢s a miiveletek nulladrendben tanult jelentése
alapjan kiértékelhet6 a formula.

Példa:
Iterpretljuk a P1(f1(f1(fo)),x)v V X (P(f(X))— Ps(x,y)) els6érendti formulat.

Tudjuk elére, hiszen nem minden valtoz6 eldfordulds van kvantalva, hogy a formula
igazsagértéke a helyettesitéstol is fiigg.

L1((P1, P2, Ps; fo, f1)
Tipus: (2,1,2;0,1)

Interpretdcio: univerzum megadésa, majd atomi formulék igazsagértékeinek ,.kiosztasa”
Elso interpretacio

|1 interpretacio:

Univerzum {0,1}

P; értelmezése: egyrészt valamilyen relécioval azonositjuk, ha egy meglévd struktirarél van szo (ez
itt az ) névben nyilvanul csak meg). Masrészt, a struktira tulajdonsagainak megfeleléen az
igazsagértékeket rogziteni kell, minden lehetséges argumentumra (mivel nem adtunk meg ,,igazi
struktarat, ezért ez most tetszdleges”, de pl. fejezze ki az atomok azonossagat).

P(0,1)=H P(0,0)=I P(1,1)=I P(1,0)=H

(Ha ugyanaz az individuum szerepel a P mindkét argumentumaban, akkor igaz a P, egyébként pedig
hamis. Ha R#él szerepelne olyan mondat, ami a szimmetriat, tranzitivitast is megadja, akkor akar az
egyenldség relacio is lehetne )

P, értelmezése: Po-nek feleltessiik meg a Q relaciot. Rogzitsiik a Q igazsagértékeit (most
tetszbleges):

Q(0)=H Q(1)=I

Ps értelmezése: P3-nak feleltessiik meg az S relaciot. Rogzitsiik az S igazsagértékeit (most
tetszOlegesen meghatarozhatjuk, mert nem kotottiik valds struktirahoz):

S(0,1)=I S(0,0=H  S(1,1)=H  S(1,0)=H (ha < akkor igaz)

A fiiggvényeket is interpretalni kell, most az egyszeriiség kedvéért ugyanazt a nevet hasznaljuk:
(«>: egyegyértelmii hozzarendelések)

fo(—)l

f(0)1

f(1)«<>0
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A formula kiértékelése:

P1(f1(f1(fo)),X) (Li-beli formula), a kiértékelés mindig az adott interpretaciora vonatkozik.

Pu(f(f(1)).x) v @0?9\%&3/)

x=1 x=0 x=1 x=0
Pu(f(f(1)),1)  R(f(f(1)),0) R(f(1)) R(f(0))
P(1,1)=I P(1,0)=H H I

tehat az implikacié x=1 esetén mindig igaz, mert
azelétag hamis

x=0 esetén az eldtag igaz, ezért fiigg y-tol:
RB(x,y) ha y=0 és x=0, akkor H

R(x,y) hay=1 és x=0, akkor H

Ezekben az esetekben tehat az implikacio
is hamis

Tehat x =1 esetén a formula igaz, x=0 esetén hamis, hiszen minden diszjunkcids tag hamis, akar 0 az

y, akar 1.

Feladatok:
1.
Dontse el, mi az igazsagértéke az alabbi formuldknak, a fenti interpretaciot feltételezve?

v x (Pu(fa(fa(fo)) X))V ¥ x 3 y(PaAf(x)) > Ps(x.y))

3x (Rufa(fa(fo)). X))V v x 3 y(Po(f(x)) > Ps(x,y))

2. Adjon meg egy masik interpretaciot a Pi(fi(fu(fo)),x)v v X (P:(f(x))—> Ps(x,y)) formulara, és
értékelje ki! Ertékelje ki az el6z6 feladatban szerepld formulat is ebben az 0j interpretacioban!

Példa: Tekintsiik a kovetkez6 elsérendii nyelvet:
Predikatum: az egyenldség, jele: =

Figgvények: e i, f. Az e valtozdinak szama legyen 0, az | fliggvényé 1,
azf figgvényé pedig 2.

Ezzel a nyelvvel a csoport definicioja megadhat6:

Az e valasztja ki az adott nemiires halmazbol az egységelemet, | a

baloldali inverzet, f pedig az a csoportmivelet, amely az adott H nemiires
halmaz minden a, b eleméhez hozzarendel egy masik H-beli elemet, c-t.

Ez utobbit igy jeldljiik: f @b =c.

A csoportelmélet axiomai ezen az elsérendi nyelven megfogalmazva:
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1./1 ¢ (i,b:C:: f@ f Cj ( asszociativitas )
2./ € a:: a (bal egység)
3/f@i0 =e (bal inverz)

Feladat: Egészitse ki a fenti axiomakat a kommutativ tuladjonsdg megadasaval!

Az elsorendii nyelv szokasos hasznalata

Az elsérendil nyelv tulajdonképpen matematikai strukturak leirasara jott 1étre. Hasznalata kétiranyu:
Lehet, hogy adott formuldnak keresiink modellt. Ekkor a 4. oldalon latott példa alapjan jarhatunk el.

Lehet azonban, hogy meglévo elméletet vagy matematikai strukturat szeretnénk formalizalni. Ekkor
fel kell tarni a struktaraban hasznalt miiveletek (Oket fiiggvényekkel irjuk le) és relaciok (Oket
prédikatumokkal irjuk le) tulajdonsagait, és ezeket az elsérendii nyelven megfogalmazni.

Az elsérendii nyelv és a nulladrendii nyelv kapcsolata

Az els6érendli nyelvben a nulla argumentumos predikéciok azonosak a nulladrendii nyelv
itéletvaltozoival. Tehdt a nulladrenddi formulak a szikitett szintaxissal leirhatok: csak nulla
argumentumos predikatumszimbolumokat, zarojeleket és a logikai 6sszekotd jeleket engedjiik meg.

Elsérendii formula szemantikija: INTERPRETACIO + KIERTEKELES

Interpretacio:
- univerzum megadasa
- miveletek megadasa-ez felel meg a fliggvényeknek, a fliggvényértékek ennek
alapjan adhatok meg
- relaciok konkrét értelmezése - ez felel meg a prédikatumoknak, ennek alapjan
mondjuk meg az atomi formuldk igazsagértékeit. Az igazsagérték megadasa csak a
valtozok értékadasa utan lehetséges, tehat az értékadas is hozzatartozik az
interpretacidhoz.
Kiértékelés:

Ugyanazok a szabalyok a szabalyok mint a Lo-ban, ehhez hozzavessziik a Vxou(x) kiértékelését: x-be
az univerzum 06sszes elemét behelyettesitve ha o(x) mindig igaz, akkor a formula igaz. (Hasonldéan
az egzisztencialis kvantorra is)

Jelolések:

= p[x<«1]

1 =[x <1]
=1 ¢[S]
[>-beno hamis
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Ertékadas (konkretizacié): a termek valtozoinak helyébe a lehetséges univerzumbeli elemeket
helyettesitjtik.

A ¢ formula érvényes (tautologia) az ,,I” interpretdcioban, ha minden értékadasra értéke igaz. Jel:
[=,f

A o formula kontradikcié ,,I”’-ben, ha nincs olyan értékadas, amiben igaz.

Ervényes formula (nulladrendben: tautolégia): minden interpretacié minden értékadéasara igaz.
Azonosan hamis formula: minden inerpretacié minden értékadasara hamis.

Mondat: zart formula, minden valtozé kvantalt =igazsagérték csak az interpretaciotol fiigg, a
valtozok feltett értékektdl nem.

Részletesebben a szemantikarol:
Ebben a részben megadjuk a szintaktikai leirast, és a hozz4 tartozé szemantikat.

Formula (szintaxis): Minden atom formula
Jelentése (szemantika):

PL.. P(x, y): x és y valtozokat konstansokkal helyettesitjiik az univerzumbodl. Ezaltal nulladrendii
kijelentést kapunk. A helyettesitéstdl fiiggéen értéke igaz vagy hamis. Hogy melyik éppen, az az
adott interpretacioban ROGZITVE VAN! (Csak a predikatumszimbélumok hasznilatiaval kapunk
atomi formulat!)

Formula (szintaxis):

Haa és f formulak, akkor oA, avp, o—f, —a is formulak
Jelentése (szemantika):
A nulladrendben megadott szemantika szerint

Formula (szintaxis):
V xa(X), 3 xe(x) is formula

Jelentések (szemantika):
¥V xo(x): minden Xx-rex(x), barmely x-re a(x), tetszéleges x-re a(X)

V xo(X) IGAZ, ha az x értékét (gondolatban) végigfuttatva az interpretacioban megadott univerzum
elemein MINDEGY K rendelkezik az: formulaban megfogalmazott ,,tulajdonsaggal”.

V Xo(X) HAMIS, ha az x értékét (gondolatban) végigfuttatva az interpretacioban megadott
univerzum elemein, talalunk legalabb egy olyan értéket, ami NEM rendelkezik azx formulaban
megfogalmazott ,,tulajdonsaggal”.

3 xou(x): létezik x Ja(X), van olyan xu(x), talalhatdé x o(X)
3 xo(X) IGAZ, ha az x értékét (gondolatban) végigfuttatva az interpretacioban megadott univerzum
elemein, talilunk LEGALABB EGY olyan értéket, amely rendelkezik az o formuldban

megfogalmazott ,,tulajdonsaggal”.
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3 xa(X) HAMIS, ha az x értékét (gondolatban) végigfuttatva az interpretacioban megadott
univerzum elemein, NEMalalunk EGY olyan értéket SEM, amely rendelkezne az formulaban
megfogalmazott ,,tulajdonsaggal”.

Példa:
Mi az igazsagértéke a V xQ(X) formulanak, ha Q(x) jelenti azt, hogy x?<10?

Legyen az univerzum az 1, 2, 3 szamok halmaza. Ekkor x értéke 1, 2, 3 lehet csak, ezek négyzete
legfeljebb 10, igy a formula ezen interpreticioban igaz. E példa kapcsan konnyen lathatd, hogy
VEGES univerzum esetén a ¥V xQ(x) formula ekvivalens a Q(1)AQ(2) AQ(3)-hoz hasonlo
formulaval. Tehat az univerzalis kvantor értelmezésekor hasznos, ha gondolatban az x valtozét
végigfuttatjuk az univerzum elemein, és minden lehetséges értékre atgondoljuk, igaz-e a
prédikatum.

Mi az igazsagértéke a IxQ(X) formulanak, ha Q(x) jelenti azt, hogy 10< x2?

Legyen az univerzum az 1, 2, 3, 4 szamok halmaza. Ekkor x értéke 1, 2, 3, 4 lehet csak, ezek koziil a
4 négyzete 16, igy a formula ezen interpretacioban igaz. E példa kapcsan koénnyen lathato, hogy
VEGES univerzum esetén a 3xQ(x) formula ekvivalens a Q(1)vQ(2) vQ(3) v Q(4) -hoz hasonlé
formulaval. Tehat az egzisztencialis kvantor értelmezésekor is hasznos, ha gondolatban az x
valtozot végigfuttatjuk az univerzum elemein, és minden lehetséges értékre ellendrizziik, igaz-e
a prédikatum. Ha talalunk egyet, amelyre igaz, tovabb nem kell folytatni az ellendrzést, hiszen
ekkor ezzel az értékkel a formula igaz.

Fontos, hogy minden formula 1.13ges sokszori alkalmazasaval kaphato.

Két valtozo kvantalasa:
VXVYA(X,y) IGAZ:

ha az univerzunbdl kivalasztott barmely parra igaz. Gondolatban &-rogzitve futtassuk y értékeit az
univerzun dsszes elemein, és ellendrizziik, igaz-e az allitas. Aztan x értékét valtoztassuk egy masik
univerzum elemre, rogzitsiik, majd y értékeit megint futtassuk végig a lehetséges értékeken. Ezt
végezzik el minden lehetséges x értékre.

VXVYA(x,y) HAMIS:

ha az univerzumbdl kivalaszthatd egy olyan par, amelyre A(X,y) hamis.
Fentiek miatt, hiszen az értelmezésbdl adodéan mindegy, milyen sorrendben vélasztjuk ki x-et és y-t,
aVvxVyA(Xx,y) jelenése egyenértékii (ekvivalens )VyVx A(x,y) jelentésével.

Vx3ayA(x,y) IGAZ:

minden x értékhez taldlhatd olyan y, amely az x értékkel part alkotva A(x, y) igaz. Ez tehat x
értekétdl fliggd, mas x értékekhez mas y érték tartozhat. Példaul a valds szdmok esetében ha A(X,y)
jelenti azt, hogy x ellentettje yak, vagyis x+y=0, akkor ez minden szamparra igaz, barmely valos
szamhoz taladlhatdé egy masik valos szam, hogy Osszeglik 0. Ebben az interpretacidban ha x
kiilonbozik, y is kiilonbozik, tehat az y fiigg az x értékétol.

Vx3ayA(x,y) HAMIS:
11
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Ha van olyan x, amelyhez nem taldlunk olyan y értéket, ami az A(x,y)-t igazza teszi. P1. ha A(x,y)
azt jelenti, hogy a valds szdmok korében x.y=1, akkor ez hamis, mert az x=0 valds szdmhoz nem
talalhato ilyen tulajdonsaggal rendelkezé masik valos szam.

AxXVyA(X,y) IGAZ:

Van egy olyan x érték, amelyet az Osszes y értékkel parba allitva az A(x, y) igaz. Itt x egy adott
érteke jO az Osszes y értékkel kombindlva. Ilyen értelemben ez az x érték nem fligg az y értékektol.
Lehet persz tobb ilyen tulajdonsagu x érték is, de a formula mar akkor igaz ha egy ilyet talalunk.
Példaul A(x,y) azokat a valds szdmparokat jelenti, amelyekre y+x=y, akkor az x=0 nyilvan j6
minden y valos szamra.

AxXVyA(x,y) HAMIS:
Van egy olyan y, amelyre a kisnelt x érték ,,nem mikodik”, ezzel az y értékkel parba allitva
A((x,y) hamis.

Ekvivalens formulak: minden interpretacioban igazsagértékiik azonos.
Fontosabb elsérendii ekvivalens formulak:

De Morgan:

- VXP(X)EIXx=P(x)

—3IXP(X)=VX—-P(X)

—3AX=P(X)EVXP(X)

- VX=P(X)=3axP(x)

Ixi3Ax; AXi, X, .. )=3X3Xi AXi, X, ..)

Ix (AX)vB(x))=3x A(X)vIx B(x) (mivel igaz lesz egyik teljesiilése esetén is, nem fontos
»egyszerre” igaznak lenni. De éppen emmiatt A-re nem igaz!)

Ix Fy(A(X)vB(y))=3x A(X)vIy B(y) kvantor kiemelési szabaly: kiillonb6z6 valtozora von. kvantor
akkor emelhetd ki, ha a masikban nem szerepel.

VX VXAXi, X, ... )= VX VXi AXi,Xj,...)

VX(AX)AB(X))=VX(A(X)AVXB(X) mindkét tulajdonsagnak (,,egyszerre”)teljesiilnie kell, v -ra ezért
nem igaz!)

VXVY(A(X) AB(Y))=VXA(X) AVY B(y) kvantor kiemelési szabaly: kiilonb6z6 valtozora von. kvantor
akkor emelhet6 ki, ha a méasikban nem szerepel.

Atnevezés : Q1 és Q2 a V¥ vagy3 kvantorok valamelyike
QIXA(X)AQ2yB(y) = Q1x Q2y(A(X)AB(Y))
QIXA(X)vQ2yB(y) = Q1x Q2y(A(X)vB(y)

KONJUNKTIV NORMALFORMA KIALAKITASA (KLOZ alak)
(A prenex formaba valo atiras algoritmusa.)

1. A logikai 6sszekotdjelek atirdsa —, A, v-ra.

2. A DeMorgan szabalyok alkalmazasa addig amig a — hataskore atomi formula nem lesz.
3. A véltozok standardizélésa (kvantoronkénti atnevezése).

Példaul a YX(P(x) v 3xQ(x)) formulabol VYx(P(x) v 3yQ(y))
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A kvantorkiemelési szabalyok alkalmazasa addig, amig minden kvantor a formula elejére nem keriil.
A kvantorok €s az azokat kozvetleniil kovetd valtozé sorrendjét meg kell tartani.

4. A formulakonjunktiv normalformara hozasa disztributiv térvények alkalmazasaval

Példa

VX (VYP(X,y)A3y— (Q(Y)—>P(X,)))> = VXx3y(=P(x,y)>R(X,y))
1. 1épés
= VX (VYP(X,Y)AFY=(=Q(Y)VP(X,a))) =VX3Iy(=P(X,yVR(X,y))

2. lépés.

IX=(VYP (X, Y)AIYy—(=Q(Y)VP(x,a)))IX=3Iy(=P(X,y)VR(X,y))
IX(~VYP (X, yMa 3Y (= Q(Y)VP(X,2)))VIXVYa(=P(X,yVR(X,y))
IX(Fy—P X,y MY (=Q(Y)VP(x,)))vIXVY(P(X,y) AaR(X,Y))
MEY-P(x.y)V MY (-Q)vP(x,a)))MEVy(P(x,y) A ~R(X,Y))

3. lépés. kvantorkiemelési szabalyok

dx-re
B(Fy-P(x.yV VY (-QU)VP(x,a))v FY(P(X.y) A=R(X.y)))

dy-reelészor végrehajtjuk az y/y; helyettesitést a Vy-al kezd6do els6 részformuldban és az y/y»
helyettesitést aVy al kezd6dé masodik részformuldban

IX@AY-PX,y)M Vy1 (=Q(y1)vP(x,a))v Mya (P(%¥2) A—R(X.¥2)))
IXIY(=PXYV VY1 (=Q(Y)VP(X,a))v VY2 (P(X,)) A=R(X,Y2)))

¢és végiil a formula elejére mozgatjuk a kvantorokat:
IX3YVy1 VY2 (PN (Q)VP(Xa)v (P(Xy2) A =R(X.y2)))
Megkaptuk a preneformulat.
4.1épés: KNF-re hozas a torzson beliil - disztributiv szabalyok -HF
Ha a prenex formula torzse KNF-ben vagy DNF-ben van, akkof@mula prenex konjunktiv /
prenex diszjunktiv formula.
SKOLEM NORMALFORMA
A masik specialis (normal) formula egy 1. rend{i formula Skolem formaja.

A VX1, VX2, ...,VXpA formulét , ahol a prefixumban csak univerzalis kvantorok vannak Skolem
formulanak nevezzik.
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Eldszor atirjuk a formulat prenex formaba, az el6zéekben mar ismertetett moédon. Az egzisztencialis
kvantorokat a in. Skolemkonstansok, illetve Skolem fiiggvények segitségével kikiiszoboljiik.
Tekintsiik az elsé egzisztencialis kvantort a prefixumban, legyen ez 3%;. Ha a formula igaz, akkor az
elétte allo, univerzalisan kvantalt X1, Xp, ..., %1 valtozok minden értékkombinacidjahoz 1étezik
legalabb egy értéke az x; valtozonak amelyre a formula értéke 1. Ezt a tényt az

f(X1, X2, ooy Xj-1) =X

fliggvénnyel fejezziikk ki. Ha az els6 kvantor éppen egzisztencialis, akkor ez a fiiggvény nulla
valtozds, vagyis konstans.

Ez az ffiiggvény formalisan megadja, melyik az az X; objektum az univerzumban, ami a formulat
1gazza teszi.

Ezt a formalis fliggvény képzést végrehajtjuk a soron kdvetkezd egzisztencialis kvantorra is. Addig
folytatjuk, amig minden egzisztencialis kvantort nem eliminaltunk. Természetesen tigyelni kell arra,
hogy a fiiggvény szimbolumok kiilonbozék legyenek.

Az igy kapott formulak az eredeti formula logikai kovetkezményei. Azonban az atalakitas NEM
ekvivalens, hiszen visszafelé nem jutunk el az eredeti formulahoz. A gyakorlati alkalmazasok
szempontjabol azonban ez elegendd, hiszen mi csak azt akarjuk eldonteni, lehetséges-e a formulat
igazza tenni, vagyis, mas szavakkal: Kielégithet6-e a formula.

Két- és haromargumentumos prédikatumokra a skoélemizalas a kovetkezéképpen végezheto el.

»Skolemizalas” — fiiggvények bevezetése

Skélem konstans

Példa:

Ha az univerzalis kvantor az egzisztencialis UTAN all, akkor az értelmezés szerint van egy olyan
altalanosan hasznalhat6 y érték, amely minden x-hez ,,j0”, vagyis valdjdban nem fiigg az x lehetséges
értekeitdl, ekkor un. Skoélem konstans, az univerzumban egy rogzitett eleme irhaté az
egzsiztencialisan kotott valtozo helyett:

Jy Vx R(x,y) = VXR(X, €)

Ha példaul az univerzum a valds szamok halmaza, és R azokat a szamparokat jeloli, amelyekre igaz,
hogy x+y=x, akkor a fenti formula jelentése: talalhaté egy olyan y valos szdm, amelyet barmely
valds x szamhoz hozzaadva a kapott érték az x. Ez ebben az interpretacioban igaz, hiszen az y=0 ezt
teljesiti.

Megjegyzés: Altalaban a konstansokat, mivel nem fiiggnek valtozotol, szokas nulla véltozos
fiiggvényeknek tekinteni.

Példa:
Vx3dy Q(x,y) jelentése: 1gaz, ha (gondolatban) végigfutva x lehetséges univerzumbeli értékein
(mintha egy kiilsé ciklusvaltoz6 lenne), egy rogzitett x-hez végigfutunk y lehetséges univerzumbeli
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értékein (mintha y belsd ciklusvaltozo lenne), talalunk egy olyan y4, amire Q(x,y) igaz értéket vesz
fel. (Az nem baj, ha tobb ilyen is van, de elegendd az elsé ilyennél megallni.) Nyilvan, ez az y fligg
az x161, mas x értékekre kiilonbozo y értékek lehetnek alkalmasak. Megegyezhetiink pl. abban, hogy
az elso talalt értéket fogjuk mindig hasznalni.

Ha a Q(X,y)t az emberek halmazan interpretaljuk, és rogzitjiik, hogy jelentése: x az y sziil6je, akkor
a formula jelentése: minden embernek van sziildje. Nyilvan, a Q prédikdtumnak megfeleld
(anya_neve, gyek neve) par a prédikatumnak megfelel relacidban a prédikatumot igazza teszi, és
ugyanigy az (apa neve, gyerek neve) par is. Sokszor elég csak egy ilyen eset megtaldldsa. Az is
igaz, hogy a gyerek neve konstanshoz egyértelmilen hozzarendelhetd az apa neve vagy az
anya_neve. Ezt pl. a kovetkezOképpen jeldlhetjiik a rogzitett elsérendli nyelviinkben:

WX3y Q(x.y) [FvxQ(x, (X))
Az f(x) az egzisztencialis kvantor helyett bevezetett Skolem fiiggvény.

Példa:
A fenti példahoz hasonléan, ha tobb valtozé is van, attdl fiiggden, hogy a kvantorok milyen
sorrendben helyezkednek el, fliggvényeket vezethetiink be:

VXYY3z A(X,y,z) IEvxvy Ay, F(%Y))

Itt, mivel az univerzalis kvantor mind az x, mind az y valtozéra vonatkozik, ezért e két érték
egylittesen hatarozza meg azt a z értéket, amelyre a formula igazza valik, igy kétvaltozos fliggvényt
kell bevezetni. Altalaban a bevezetett fiiggvény annyi valtozés, ahdny univerzalisan kvantalt valtozo
szerepel az egzisztencidlisan kvantalt valtozo ELOTT. Ekkor az egzisztencialisan kvantalt
valtozo(kat) alkalmas fliggvények bevezetésével ki lehet kiiszobdlni.

Példa:
De ha példéaul a

X3z Vy A(X,Y,2) = VxVy A(X,y,f(X)
Logikai kovetkezményt tekintjiik, akkor, ahogyan a jobboldalon lathato, az f Skolem fiiggvény csak

az egzisztencialis kvantort megel6z6 valtozotol -jelen esetben x1- fligg.

Elsdrendben is osztadlyozhatjuk a mondatokat aszerint, hogy igazsagértékiik minden interpretacidban
igaz, vagy van, amelyikben igaz, van, amelyikben nem, ill. nincsen olyan interpretacio, amelyikben
igaz lenn.
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Tétel: Minden elsérendii formulahoz talalhat6 olyan Skolem normal formaban 1év6 formula, amely
az eredeti formula logikai kovetkezménye.

Bizonyitas:
A Skélem normalformara hozas lépései:

1.implikaciok, ekvivalencidk kikiiszobolése, hogy csak —, A, v miiveletek szerepeljenek

2. negaciok hataskorének atomra vald csokkentése a De Morgarezonossagok segitségével

3. standardialas: a kvantorok elérevitele el6tt az azonos nevii valtozokat atnevezziik ugy, hogy
minden egyes kvaor hataskdrében mas nevi valtozo szerepeljen

4. minden kvantomondat elejére mozgatasa

5. disztributiv szabalyok alkalmazasa a zarojelek felbontasara

6. Skolemizacid: az egzisztencialis kvantor kikiiszobolése konstans- vagy fliggvénybevezetéssel
(5 és 6 felcserélhetd)

Definicio. A ¢ elsorendd mondat kielégitheto, ha van olyan interpretacid, amelyikben
igaz. Ezt az interpretacidt a formula modelljének nevezziik.
A @ elsdorendli mondat érvényes, ha minden interpretacidoban igaz.
A @ elsdrend mondat kontradikcio/kielégithetetlen, ha minden interpretacioban hamis.

Az eldzdekben mar lattunk példat kielégithetd, de nem érvényes formulara.
Az alabbi formula érvényes:

Az alabbi formula nyilvan kielégithetetlen:
PP (X) AFHy—P(y).

Kovetkezményfogalom elsérendii nyelvben
01,02, ... , on =P, ha |50 akkor [=p W I interpretacioban.

Modell: Az az I interpretacid, amelyre =0 (o modellje ).
Kévetkezmény: Mod(c) = Mod(B), hao |= B
f legalabb ott igaz, ahol a, uu. mint nulladrendben

A nulladrendii esethez hasonl6 tételek igazak:

Tételek:
o1, 02, ... ,0n |= [3 < OLIAORA ... AOp |: [3
o l=p < |= a—p Ervényes
(nulladrendben tautologia)
o = p < av—p Kontradikcié
Ut a PROLOG-hoz
16
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PROgramming inL OGic roviditése. Elsérendi, linearis input rezolicioval miikodik. Csak HORN-
klézokra teljes.

Hor n-kléz: legfeljebb egy nem negalt literalt tartalmaz: -Pv—Qv—RvZ, ami ekképpen is irhato:
(=Pv—Qv—-R)VZ=—(PAQAR)WZ=(PAQAR)—>Z. Vagyis, a Prolog program nem mas, mint
ha...akkor szabalyok gytijteménye. P, Q, R, Z elsérendli predikatumok (itt az argumentumok az
egyszerliség kedvéért nincsenek jelolve. Akarhany argumentum lehet. ) Ezek a szabalyok alkotjak a
programot. A tények (vagyis, hogy a szabalyok feltétel része mikor igaz) is a program alkotorészei,
ezek az igaz prédikatumok felsorolésai.

A Prolog nyelvhez tartozik egy motor, kovetkeztetd gép, amely a rezoluciét végrehajtja. Az
elsdrendii rezolicid 1ényegében az alabbi szabalyok alapjan torténik.

Az elsérendii rezolucio alapjai

A Skoélem normalformat feltételezve, prenex elhagyhatd, csak megjegyezziik, hogy valoban, minden
valtozo univerzalisan kvantalt volt. Tehat a maradék részre, az un. a matrixra lehet alkalmazni a

rezoluciot. Azonban még két probléma all eld, amely nulladrendben nem okozott gondot. Az egyik,

hogy mikor rezolvalhat6 két literal? Nulladrendben egyértelmiien valamely atomot és ¢s tagadasat,

vagyis a komplemens literalpart tartalmazoé klozok rezolvalhatok. Ha pl. Q(x,y) és Q(f(a),z) alaku
literalok szerepelnek - vagyis az argumentumok nem azonosak-vajon helyes-e , ha pl. a P(x)vQ(X,y)
¢és az R(w) v =Q(f(a),z) klozok rezolvaltjanak a P(x)vR(w) klozt tekintjiik?

POOVQUXY)
> POOVR(Y)
R@) v-Q(f(@) 2

Igen, ugyanisa valtozok univerzalisan kvantaltak, ezért a formula minden helyettesitésre igaz kell
hogy legyen, példaul a helyettesitésre is.

P(x)vQ(f(a).2)
P(X)VR(w)
R(w) v-Q(f(a).2)
Igy az alkalmazhatosag sikere az Uin. egységesité helyettesitésen mulik. Anélkiil, hogy részeletekbe

bocsdjtkoznank, a f6 elveket és néhany példat mutatunk.

EGYSEGESITO HELYETTESITES

Feltételek: Formalizalva:

1. Minden ember halando. Vx(Ember(x)}>Halando(x))
2. Szokratész ember. Ember(Szokratész)
Kovetkezmény: 3. Szokratész halando. Halando(Szokratész)

(Szokratész (gordg filozofus, pedagdgus, ie. 469-399, apolitikus filozéfus, mégis bortdonbe juttattak,
ott halt meg. Jora torekvés...))

Az 1. mondatnak megfelel6 formula az univerzum minden elemére igaz kell legyen. Az univerzum
itt legyen az Osszes valaha ¢lt, jelenleg €16 (jovOben ¢€l6) emberek halmaza. Ennek egy eleme
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Szokratész. X-be Szokratészt helyettesitva NULLADRENDU allitasokat  kapunk:
Ember(Szokratész), Halando(Szokratész), a nulladrendii modus ponens alkalmazhato:
Ember(Szokratész)

Ember(Szokratész)—>Halando(Szokratész)

Haland6(Szokratész)

Ennek a nyelvenk a tipusa (P, Q;-) (1,1;-), U= emberek halmaza

HELYETTESITES:
A valtozo/term rendezett parokat tartalmazo a={v1/t1, ..., vn/tn} halmazhelyettesitésnek nevezziik,
ha v1, ...yn egymastol kiilonb6z6 valtozokat jelolnek, és ti =vi (1< i< n).

Példak helyettesitésre:
-A=PX(x)y) o ={xly, yIf(y)} Ao =P(y.i(y).f(y))
-A=PX,f(x)y) B ={xlb, yIh(c)} A3 =P(b,f(b), h(c))

L egaltalanosabb egységesité helyettesitésnek nevezziik az Al, A2, ...,An kifejezéseknek egy o
egységesité helyettesitését, ha barmely o egyesitd helyettesités eldallithatd a=a’d formaban. (o' egy
alkalmas helyettesités)

Bonyolultabb nyelvnél, kiilondsen azoknal, amelyek fliggvényt is tartalmaznak, nehéz megtalalni az
alkalmas helyettesitést, ez meg is haladja e targy (idobeli :) kereteit,csak utalunk a fébb szabalyokra.

(Legaltalanosabb) egységesité helyettesités alapelvei:

Vialtozoba szabad konstanst vagy masik valtozot helyettesiteni.

Véltozdba szabad olyan fliggvényt is helyettesiteni, amelynek argumentuméban mas valtozo, vagy
konstansok szerepelngiiggvénybe is, a termek képzésének szabalyai szerint helyettesithetok
valtozok, illetve konstansok, illetve tjabb fliggvények.)

Példak egységesité helyettesitésre:

1. Tegyiik fel, hogy a rezolvalandé par:

P(a, x, h(g(2))) és =P (z,h(y), h(y)).

Hasonlitsuk 6ssze a P argumentumaban szerepld termeket balrol jobbra, és alljunk megazon a
pozicion, ahol eltérést tapasztalunk :

(&, x, h(g(2)))
(z,h(y), h(y))

Az elsé ilyen: a és z. Igy a z valtozoba az a konstans behelyettesithetd. A z valtozé mindegyik
eléfordulasaba be kell helyettesiteni, ezért a kapott literalok:

P(a, x, h(g(a))) és ~P(a,h(y), h(y)).

Most a kovetkez6 szimbolumokat, x-et €s h(y)-t sszehasonlitva azt talaljuk, hogy x-be h(y)
beirhatd. Ennek oka, hogy a h(y) az y univerzumbeli elemhez hozzéarendelt mésik univerzumbeli
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elem. Mivel x végigfut az 6sszes elemen (minden valtozo univerzalisan kvantalt!), speciel ezt a
h(y) elemet is felveszi. Ezért ez x-be beirhato. A kapott literalok:

P(a, h(y), h(g(a))) és —P(a,h(y), h(y)).

Az utolso helyeken all6 szimbolumok: h(g(a)) €s h(y). Az el6bbi gondolatmenetet most g(a)-ra €s
y-ra alkalmazva, érthetd, hogy az univerzalisan kvantalt y valtozoba a g(a) behelyettesithetd. Itt is
minden eléfordulasaba az y valtozénak be kell irni a g(a) konstanst, igy a kovetkezot kapjuk:

P(a, h(g(a)), h(g(a))) és —P(a,h(g(a)), h(g(a))). Igy valoban ellentett literalpart kaptunk, amiken a
rezoluco elvégezhetd.

2. Tegyiik fel, hogy a rezolvens par:

P(f(a), g(x)) s —P(y.y).
Hasonlitsuk 6ssze a P argumentuméban szerepld elsé termeket: f(a) és y. Az elsObe semmit
sem lehet helyettesiteni, hiszen a konstans, f fliggvényszimbolum. De y valtozo, ezért az
y<«—f(a) helyettesités elvégezheto.
Az igy kapott literdlok: P(f(a), g(x)), —P(f(a), f(a)). Tovabbhaladva a mésodik argumentumokat
hasonlitjuk: g(x) és f(a). Mivel g és f kiilonb6z6 szimbdlumok, ugyan az x-be behelyettesithetd az

f(a), de g sosem lesz ugyanolyan alak, mint f, hiszen mas a neviikk. Ez a két literal NEM
EGYSEGESITHETO!

3. Tegyiik fel, hogy a rezolvens par:
P(f(g(x, A)), x) és —P(z, B)

Megprobaljuk ket egységesiteni. Kezdjiik balrol az elsé argumentummal. Itt a 2.-ban &y valtozd
szerepel, ebbe behelyettesithetjiik az 1.-ben szerepld fliggvényt:

z<« f(g(x, A)

A masodik argumentumban a 1.-ben szerepel valtozo, ennek a helyére behelyettesithetjiik a 2.-ban
1év6 konstanst:

X<«B

Természetesen ezt a valtozo Osszes eléfordulasi helyén meg kell tenni, a tobbi argumentumban is:
f(9(B, A)

igy a helyettesités: w = { x<-B , z« f(g(B, A)}

A két atom egységesitése pedig: P(f(g(B, A), B)

REZOLUCIO ELSORENDBEN
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A formulat és a kovetkezmény tagadasat Skolem normalformara alakitjuk. Praktikus, ha az
univerzalis kvantorokat elhagyjuk, €s a konjunkcios jeleket is (ahogyan nulladrendben is), és csak
a klozhalmazt irjuk le.

Nevezziik at a valtozokat ugy, hogy a valtozonevek kiilonbozoek legyenek a klozokban — ez
megkonnyiti a helyettesitést (elvi oka is van, melyre itt nem tériink ki)

A rezoltcid6 tehat csak akkor alkalmazhato, ha az egységesités elvégezhetd. Ekkor pedig
rezoluci6 alapelvét add kovetkeztetési sémat alkalmazzuk:

PC.)vQ( ., ..oy )

> PC, - VRC, )
R(C,..)v=Q(, ,..., )
Példa (Fekete és tarsai: Mesterséges intelligencia c. konyvbél):

Al: Van olyan péaciens, aki minden doktorban megbizik

A2: A kuruzslokban egyetlen paciens sem bizik meg.

Bizonyitsuk be rezolicidval, hogy az Al és A2 allitasoknak logikai kovetkezménye a
B : Egyetlen doktor sem kuruzslo.

F1:3x {P(x) A Vy [D(y) - M(x,y)]}
F2: vx {P(x) —> Vy [K(y) = =M(x, y)]}
F3: Vx [D(X) = —=K(X)]

F3 negaltja: = VX [D(X) — —K(X)]

kloz forma:

K1: P(a)

K2: =D(y) vM(a, y)

K3: =P(X) =vK(z) =vM(X, z)

K4: D(b)

K5: K(b)

Rezolucio:

K6: K1 és K3: —K(u) v "M(a,u) {x|a}
K7: K2 és K4: M(a, b) |}

K8: K6 és K7: —K(b) {ulb}
K9: K5 és K8: NIL

Példa kloz alakra hozasra:

vx (P(x) > {Vy [P(y) 2 P(f(x.,y)] A ~Vy [Q(xy)2P¥)})
vx @EPX) v VY [=P(Y) vP(E(x. V)] A3y = [2Q(Xy)v P(Y)T)

VX (=P(X) v {vy [-P(y) vP(f(x,y)] A3y - [-Q(X.y)v P(Y)]})

Skoélemizalas:

2C
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¥X (=P(X) v {7y [=P(y) VP((x,y))] A = [=Q(x,9(x) P(G())]})
Kvantorkiemelés:

VX (=P(X) v {88 [-P(y) VP, )] A = [-Q(x,g(x) P(@()]})

vx 8l (=P(X) v { [=P(y) VP(x,Y))] A= [=Q(x,9(x)V PG}
Disztributivitas:

2% Vy.v {[-P) vPEX)] A = [-QX,9(x)V P@@)I})

vXvy v [=P(y) vP(f(x,Y))] }A{ BBV = [=Q(x,g(x)v P(g())] }

Disztributivitas még egyszer:

VXYY {=P(X) v [-P(y) vP(f(x,y))] }A{ v [Q(X,9(X) A = P(g(x))] }

IXVY {=P(X) v =P(y) vP(f(x,y)) }{ v Q(X,9(X) } A {=P() v = P(g(x))] }

K16z alakra irva:

vx vy { BPE)VSPHVPERY)) 3A{ —P(X) v Q(x,9(x) } A {=P(X) v = P(g(x)) }
cl: =P(x) v [-P(y) vP(f(x.y))

c2: —-P(x) v Q(x,9(x)
c3: {=P(X) v = P(g(x))

A rezolucidhoz az azonos nevi individuum valtozokat atnevezzik:

cLi=P(xD) v [P(y) VP(f(xL.y))
c2:-P(x2 v Q(x2,g9(x2)
c3: {=P(x3 v = P(g(x3))
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Példa formalizalasra és Skolem normalformara hozasra:

A nagy hazakat nehéz rendben tartani, hacsak nincs bejaroénd, és kertje sincs a haznak.

¥h ((Nagy(h) AHaz(h) =>Munkas(h)) V (3b Takaritja(b,h) A=k Kert(k,h)))
1. Az implikacio6 kikiiszobolése
¥h((=(Nagy(h) AHaz(h)) ¥ Munkas(h))V (( 3b Takaritja(b,h) A=kKert(k,h)))
2. De Morgan

Yh((=(Nagy(h) AHaz(h)) ¥V Munkas(h)) V (( b Takaritja(b,h) A=IkKert(k,h)))
¥h ((= Nagy(h) ¥ =Haz(h) Vmunkas(h)) V (3b Takaritja(b,h) A¥k = Kert (k,h)))
Viltozok atnevezése nem kell, mert mindegyik mas betiivel van jeldlve.

3. Egzisztencidlis kvantor kikiiszobolése skdlemizacidval:
Yh((=Nagy(h) V =Haz(h) Vmunkas(h)) V ((Takaritja(t(h),h) A¥k =Kert(k,h)))

4. Kvantorok kiemelése

Yk ¥h(-=Nagy(h) V =Haz(h) V¥ Munkas(h)) V ((Takaritja (t(h),h) A=Kert(k,h)))

3. A kvantaokat igy mar nem kell leirni, csak emlékezni, hogy mindegyik univerzalisan volt
kvantalva:

(=Nagy(h) V =Haz(h) VMunkas(h)) V ((Takaritja (t(h),h) A—Kert(k,h)))
4. Disztributiv szabaly, hogy KNF legyen:

(=Nagy(h) V =Héz(h) VMunkas(h)) V ((Takaritja (t(h);h) A—Kert(k,h)
A v(BAC)= (A vB)A (A vC)

(=Nagy(h) V =Haz(h) VMunkés(h) V Takaritja(t(h),h))
A
((=Nagy(h) V =Haz(h) V¥ Munkas(h) V =Kert (k,h))

5. A klozok:

K1: - Nagy(h) ¥V =Haz(h) VMunkas(h) V Takaritja(t(h),h)
K2: - Nagy(h) ¥V = Haz(h) ¥ Munkas(h) V =Kert (k,h)
Példa formalizalasra, Skolemizalasra és rezoluciora

Aki valaha is olvasott, az irastudo. A delfinek nem irastudok. Vannak intelligens delfinek. Igaz-e,
hogy vannak olyanok, akik intelligensek és nem tudnak olvasni?

1. vx (O(X)~>1(x))
2. Vx (D(x)—>—I(x))

3. IX(D(X)AlInt(x))
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4. A kérdés: Ix(Int(x)A—=0 (x)), tagadasa: —3x (Int(x)A =O (X))=Vx—= (Int(x) A~=O (x))=
VXx—= Int(x) AO (X))

K16z alakban (kvantorokat elhagytu K):

1. —|O(X)VI(X) Y.=X, —|O(X)V —|D(X)

. =D(y)v —i(y) \ x:=a,—0(a)
3. a.) Skolem konstanssal: D(a/
b. Int

) /ﬁ,>’ z:=a, O(a =
4. =Int(z)vO (2))

Példa formalizalasra, Skolemizalasra és rezoluciora
Kockavilag (robotika/MI kedvenc bevezeté feladata)

A c kocka az &ockan van. Az a kocka az asztalon van. A b kocka az asztalon van. A ¢ kocka ures.
A b kocka tires. Ha a kocka fires, akkor nincsen rajta masik kocka. A kérdés, igaz-e, hogy a ¢ kockan
nincsen masik kocka?

Formalizalas:
Rajta(c, a)

Asztalon (a)
Asztalon (b)
Ures(c)

Ures(b)

vx(Ures(x)—>—3y Rajta(y,x):¥xVvy —Ures(x)v— Rajta(y,x ):=Ures(x)v— Raijta(y,x)

A 4

Kérdés: —3z Rajta(z,c). Tagadasa: Rajta(d,c) y:=d, x:=C

—Ures(c)

Példa formalizalasra, Skolemizalasra és rezoluciora

Akik allatot esznek, azok husevok. A barany allat. A farkas megeszi a baranyt. Husevo-e a farkas?

Allat(barany)
Megoldas: Formalizalas: MegesZzifarkasbarany)
MegesZix, y) ~ Allat(y) = Hisew (X)
Kérdés: Husev (farkag?
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1.
Megeszx, y) A Allat(y) = Husew (x) kloz formara hozésa:

—(MegesZix, y) A Allat(y)) v Husew (X)
—MegesZix, y) v —Allat(y) v Hisew ()

2. Célallitas tagadasa: —Husev (farkas
3. Rezolucid menete:

Allat(barany)

Meges4ifarkasbarany)
—HuseV (farkas —Megesfarkas y) v —Allat(y)
—Megeszix, y) v —Allat(y) v Hisew (x) x«farkas

Hozzavéve a rezolvenst a klozhalmazhoz (hiszen MINDEN x-re, igy erre az x= farka&tékre IS
igaznak kell lennie):

Allat(barany)

Meges4ifarkasbarany) M .

—MegesHifarkasbaran
—Husev (farka3 gesd| $ y
—Megeszix, y) v —Allat(y) v Hisew (X) y<barany

—MegesZifarkas y) v —Allat(y)

Hozzavéve a rezolvenst a klé6zhalmazhoz :

Allat(barany)
MegesZifarkasbaran
—Husev (farka3
—MegesZix, y) v —Allat(y) v Hlisew (X)
—MegesZifarkas y) v —Allat(y)
—MegesZifarkasbarany)

NIL

Tehat valoban, a MegesZifarkasbarany) logikai kovetkezménye a kiindulasi kl6zhalmaznak.

Példa formalizalasra, Skolemizalasra és rezoluciora

Janosnak van egy kutyaja. Minden kutyatulajdonos allatimado. Egy allatimado nem 61 allatot. Az Ebi
nevi macskat vagy Janos, vagy Bodri 6lte meg.
Kérdés: Bodri 6lte meg a macskat?

Az ismert mondatok ¢és néhany hattérinformacio elsérendii formalizmussal:

24

2012 ’
© Bércesné Novak Agnes



DISZKRET MATEMATIKA PPKE ITK

Ix Kutya(x) A Birtokol Janosx)

vx(3yKutydy) A Birtokokx, y)) = Allatimaddx)
vx Allatimaddx) A vyAllat(y) = -Mego(x, y)
MegolJanosEbi) v Megd(Bodri, Ebi)
Macsk&E bi)

vxMacsk#x) = Allat(x)

A mondatokat konjuktiv normalformara alakitjuk, és hozzavessziik a kérdés negaltjat:

1.KutyaD)

2.BirtokolJanosD)

3-Kutyay) v —Birtokokx, y) v Allatimad§x)
4-Allatimad@x) v —Allat(y) v -Megolx, y)
5.MegdlJanosEbi) v Megol(Bodri, Ebi)
6.Macsk&EDbi)

7.-Macsk#x) v Allat(x)
8—-Meg0ol(Bodri, Ebi)

Es alkalmazva a rezoluciét - masképpen leirva, mint el3bb:

9(7 —{x: Eb}). =Macsk&Ebi) v Allat(E bi)

10(9 - 6). Allat(Ebi)

11(3—{x: Janosy: D}). —Kutya D) v —Birtoko(JanosD) v Allatimad§Jano3
12(11-2-1). Allatimad@Janos

13(4—{x: Janosy: Eb}). —Allatimad¢Janos v —Allat(Ebi) v —Megd(JanosEbi)
14(13—-12-10). -Megd[(JanosEbi)

1514-5). Meg0[(Bodri, Ebi)

16(15-8). ellentmonds

Példa formalizalasra, Skélemizalasra és rezoluciora

Tamas, Sadndor és Eszter az Alpesi Klub tagjai. Minden klubtag vagy sield, vagy hegymaszo, vagy
mindkettd. A hegymaszok nem szeretik az esdt, a siel6k viszont szeretik a havat. Eszter mindent
szeret, amit Tamas nem szeret, €s semmit sem szeret, amit tamas szeret. Tamas szereti az esot és a
havat.

Kérdés: Van olyan klubtag, aki hegymaszo, de nem siel6?

Megjegyzés: ez esetben az univerzum magaban foglalja a klubtagokat és a természeti jelenségeket,
de a helyettesitéseknél érdemes az értelmes kombinacidkra torekedni.

A tudasbdézis formalisan, ¢és a kérdés negaltja:
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vx Sie[x) v Maszik x)

—3IxMasziKx) A Szeret{x, ES})

vxSielx) = Szeret{x, HO)
VxSzeref{Eszterx) = —SzeretfTamasx)
Vx—SzerefiEszterx) = SzeretTamasx)
SzeretfTamasEsy)

SzeretfTamasHo)

—3Ix Sielx) A Maszik x)

A normélformaji mondatok:

1.Sielx) v MasziK x)

2—-Maszix) v —Szeret{x, Es})
3-Sielx) v Szeretfx, HO)
4—SzeretfTamasx) v —SzeretfEszterx)
5.SzeretfTamasx) v SzeretfEszter x)
6.SzeretfTamasEsy)
7.SzeretfTamasHo)

8-Maszikx) v Sie[x)

A rezolvens mondatok:

9(1-8). Sielx)
10(9-23). Szeretfx, HO)
12(10—{x: Eszte}). SzeretjEszterHo)

12(4—{x: HG}). —SzeretfTamasHo0) v —SzeretjEszterHo)

1312-11). —SzeretfTamasHO0)
14(13-7). ellentmonds

A rezoltcid nem csak arra alkalmas, hogy eldontend6 kérdésekre valaszoljunk vele, hanem
megadhatjuk a kérdést kielégitd konstansok halmazat is. Ehhez most formalizaljuk a kovetkezd
mondatot is: Minden klubtag vagy sield, vagy hegymasz6, vagy mindketto.
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15. —MasziKx) v Sielx) v (MasziK x) A =Sielx))

16(15-1). Sielx) v (MasziKx) A =Sie[x))

17(16-3). Szeretfx, HO) v (MasziKx) A —Siel[Xx))

18(17—-{x: Eszte}). SzeretfEszterHo) v (MasziK Eszte) A —Sie[Eszte))
19(4—{x: HG}). —SzeretfTamasHO0) v —SzereffEszterHo))

20(18-19). —SzeretfTamasHO0) v (MasziK Eszte) A —SielEszte))
21(20-7). MéasziK Eszteh A —Sie(Eszte)

Megkaptuk, hogy Eszter biztosan valasz a kérdésre. A 18. mondat megalkotasakor végig lehet
proébalni a tudasbazisban szerepld 6sszes konstanst, de a tobbinél nem jutunk hasznalhatd
eredményre. A véalaszhalmaz tehat Eszter.
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Példa formalizalasra, Skolemizalasra és rezoluciora

Egy tudos a majmok tarsadalmaban a kovetkez6 megfigyeléseket tette.

A) Minden majom, amelyik szereti a banant, egészséges.
B) Amelyik majom sokat alszik, az is egészséges.

C) Amelyik majomnak rémalmai vannak, az keveset alszik.
D) Mindegyik majom szereti a banant vagy sokat alszik.

Ezekbdl a megfigyelésekbdl a tudos azt a kovetkeztetést vonta le, hogy a nem egészséges
majmoknak rémalmaik vannak. Helyesen okoskodott-e?

Megoldas:

1. formalizacio: SZB = ”’szereti a banant”, SA = “sokat alszik”, R = “rémalmai vannak”, E =
“egeszséges”

2. Mondatok atirasa:

A)SZB->E=~SZBVE

B)SA->E=~SAVE

C)R->~SA=~RvV~SA

D) SZB v SA

E)~E->R=EVR

3. Rezolucios allitas: (~SZB v E) * (~SA v E) * (~R v ~SA) * (SZBy SA) * ~E " ~R

SZBVE

SZB

nil

28

2012 ’
© Bércesné Novak Agnes



DISZKRET MATEMATIKA

PPKE ITK

2012

© Bércesné Novéak Agnes

28



