Sikba rajzolhato6 grafok

Elmélet

Definicid: egy G grafot sikba rajzolhatd grafnak neveziink, ha az felrajzolhaté a sikra anélkil, hogy az

sz

(Ahhoz, hogy belassuk, egy G graf sikba rajzolhaté, elegendé sikba rajzolni az élek keresztezése
nélkdl. Persze nem minden graf sikba rajzolhatd, Kuratowski tétele mondja ki, hogy melyek ezek a
grafok)

Euler sik grafokra vonatkozo tétele:

Legyen G = G(V,E) egyszer(, 6sszefliggs sikba rajzolhato graf, amelynek e db éle, v db szoge van és a
sikbeli reprezentacidja a grafnak a sikot r db tartomanyra osztja (beleértve a végtelen nagysagu
terliletet is). Ekkor

r=e-v+2

A tétel kovetkezményei:

1. Ha az 6sszefligg6, egyszer( sikba rajzolhatd graf csdcsainak szama legalabb 3, akkor
es3v-6
(Ebb&I kévetkezik az, hogy Ks nem sikba rajzolhato graf.)
2. Ha az Osszefliggd egyszerli sikba rajzolhato graf csucsainak a szama legaldbb 3 és nincs 3 hosszu
kore, akkor
es<2v-4

(EbbdI kovetkezik az, hogy Ks 3 nem sikba rajzolhaté graf.)

Tétel:

Ha G egyszer( sikba rajzolhaté graf, akkor a minimdlis fokszama legfeljebb 5 lehet.

Kuratowski tétel:

Egy G graf akkor és csak akkor nem sikba rajzolhat6. ha tartalmaz Ks-tel vagy K; 3-mal homeomorf
részgrafot.

Homeomorf:
- az élekre beilleszthetiink Uj pontot
- ha a G gréafnak van olyan részgrafja, amelyben minden cstdcspont fokszama kett6, de nem
alkotnak kort, akkor ezeket a pontokat tordlhetjiik



Fary-Wagner tétel:

Ha G egyszerd, sikba rajzolhaté graf, akkor van olyan rajza, ahol az élek egyenes szakaszok.



Feladatok:

1. Mutassuk meg, hogy az alabbi grafok sikba rajzolhaték:




2. Sikba rajzolhatd-e az alabbi graf?

0

A grdf dtrajzolhatd a kévetkezé mddon:

Megoldds.:

Ez pedig K33, azaz az eredeti grdfunk izomorf K3 3-mal, azaz nem sikba rajzolhatd.

3. Sikba rajzolhaté-e az alabbi graf?

Megoldds.:
Igen:




4. Legyen G egy egyszer(, 6sszefliggd graf, amelynek 6 csucsa van és mindegyik csucs fokszama 4.
Tudjuk tovabba azt is, hogy G sikba rajzolhatd. Hany tertletre osztja a sikot a graf sikbeli
reprezentdcidja?

Megoldds.:

Minden grdfban a fokszamok ésszege az élek szamdnak kétszeresével eqyenlé: 6 - 4=24=2 - 12.
Azaz a grdfnak 12 éle van. Alkalmazzuk az Euler poliéder tételt a tartomdnyok szamdnak
meghatdrozdsdhoz: r=e-v+2 =12 -6+ 2 = 8 tartomdny jon létre.

5. Tegylk fel, hogy egy G egyszer(, 6sszefliggd sikba rajzolhaté grafnak 30 éle van. Tudjuk tovabb3,
hogy a graf sikbeli reprezentdcidja a sikot 20 tartomanyra osztja. Hany csuicsa van ennek a grafnak?

Megoldds.:
Behelyettesitve az Euler-féle poliéder tételbe: 20=30-v+2 > v=12

6. Vizsgdljuk meg, hogy az alabbi graf homeomorf-e K3 3-mal.

Megoldds.: Nem homeomorf K3 ;-mal. A G és H csucspontok fokszdma 4, ezek nem hagyhatdk el a
grafbol.

7. Sikba rajzolhaté-e az alabbi graf?

Megoldds.:

Az Euler tétel kévetkezményeit probaljuk meg felhaszndini.
v=_8

e=12



e<3v-6- 12<24-6 =18 teljesiil

Ldthatd, hogy a grdfunknak nincs 3 hosszu kére, tehdt alkalmazhatd az Euler tétel mdsodik
kévetkezménye: e<2.v-4 - 12<16-4 =12 teljesiil

Ahhoz viszont, hogy beldssuk, hogy a grdfunk sikba rajzolhatdo, nem elégséges a fenti két feltétel
teljesliilése. Ezek szlikséges, de nem elégséges feltételek. Ehhez meg kell adnunk a grdf sikbeli
reprezentdciojat:

8. Sikba rajzolhaté-e az alabbi graf?

v=7

e=18

e<3-v-6->18<3-7-6=15 ellentmonddsra jutottunk, nem teljesiil egy sziikséges feltétel, tehdt
a grdf nem sikba rajzolhato

9. Alabb az uUn. Petersen graf lathatd. A Kuratowski tétel segitségével igazoljuk, hogy ez a graf nem
sikba rajzolhaté.




Megoldds.:
Keresniink kell egy olyan részgrdfot, amely Ks-tel vagy K3 3-mal homeomorf.
Képezziink ugy egy részgrdfot, hogy elhagyjuk a B cstucsot a rd illeszkedd élekkel egyiitt:

A G csucsot elhagyva a fentivel homeomorf grdfot kapunk.

Hagyjuk el a D csucsot:



Hagyjuk el az A csucsot:

Ez pedig izomorf K3 3-mal:

Tehdt az eredeti grafunkbdl egy €l és a rd illeszkedd cstcsok elhagydsdval kapott graf homeomorf
Ks33-mal, azaz a Petersen grdf nem sikba rajzolhatd.

10. A Kuratowski tétel segitségével igazoljuk, hogy az aldbbi graf nem sikba rajzolhaté.




Megoldds.:
Hagyjuk el a {C,G} élt:

A keletkezett részgrdffal homeomorf grdfot kaphatunk, ha elhagyjuk a C és a G csticsokat:

Ez pedig izomorf K3 3-mal:

Azaz az eredeti grdfunk nem sikba rajzolhatdo.
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