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Tétel

Bizonyitas

Egy grafot egyszerti grafnak neveziink, ha sem hurokélt, sem tobbszoros élt nem tartalmaz.
Ha egy grafban barmely két csucs uttal elérhetd, akkor a grafot dsszefiiggének nevezziik.

(Handshaking tétel) Minden grdfban a fokszamok dsszege az élek szamdnak kétszeresével
egyenlo.

Tegylik fel. hogy az e €l az u és v csucsokhoz illeszkedik, azaz u és v az e él két végpontja. Ekkor,
ha u # v akkor az e élt ¢ (u)-ndl és ¢ (v)-nél is szamoltuk. Ha pedig u = v, akkor az e él hurokél,
és igy @ (u)-nal szamoltuk kétszer. Tehat a graf 6sszes csticsainak fokszamat 6sszeadva az élek
szamanak kétszeresét kapjuk.

Részgrafok, izomorfia
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Fak
Definicio
Tétel
Priifer kod

Az R graf egy G graf részgrdfja, ha R megkaphat6 G-b6l pontok és élek elhagyasaval.

Két graf izomorf, ha egyikiik pontjai és élei kdlcsondsen egyértelmii és illeszkedéstarto modon
megfeleltethet6k a masik pontjainak és éleinek.

Legyenek G = (V, E) és G' = (V’, E’) grafok. A két graf homeomorf ha létezik f:V-V' fliggvény,
melyre, ha {u, v} € E = {f(u),f{v)} € E', mindezt ugy, hogy ha két cstics szomszédos G-ben, akkor
f-szerinti képeik is szomszédosak G'-ben.

Ha egy graf 6sszefliggd és nem tartalmaz kort, akkor azt fagrdfnak (fdnak) nevezziik.

Az n csucsu, n — 1 élii dsszefiiggd grdfok fak.

A Priifer kdd fak tarolasara alkalmas. A fa n csucsat k = 1,2, ...n szamokkal tetszdélegesen cimkézziik. A Priifer
kod alkalmazasahoz tudjuk, hogy minden legalabb két csticsu faban van legalabb két csucs, amelyek

fokszama 1.

Algoritmus (A Priifer kod eldallitasa) Kiindulasként meg van adva egy fa (abraval, matrixszal stb.) Elsé

lépésként sorszamozzuk a csucsokat 1-t6l n-ig. A kovetkezd 1épésben megkeressiik a
legkisebb sorszamu csucsot a (maradék) fan. Hagyjuk el ezt a csucsot a ra illeszked6 éllel
egyutt és flizziik a lista végéhez az él masik végén talalhatd csucs sorszamat. Ezt a 1épést addig
ismételve, mig a fabol csak egy csucs marad, kapjuk a Prifer kodot.

Minimalis feszitofa keresése

A probléma lényege, hogy egy élstlyozott dsszefiiggd egyszerii grafban keresstik a legkisebb élsulyosszegl

feszitofat.
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(Prim algoritmus) Valasztunk egy kiindulasi csucsot. Az ebbdl kiindulo élek koziil a legkisebb
sulytl mentén valasztjuk a kovetkez6 csucsot. A legkisebb sulyu élhez tlizziik a ra illeszkedd
legkisebb sulyu élet, ha az nem alkot kort az eddig vizsgalt élekkel. Ha mar van (n - 1) éL
akkor készen vagyunk.

(Kruskal algoritmus) Az éleket sulyuk szerint névekv6 sorrendbe rendezziik. A legkisebbtdl
kezdve vessziik 6ket (nem feltétleniil illeszked6en) ugy, hogy ne képezzenek kort. Ha mar van
(n - 1) él, akkor készen vagyunk.



Adott csucsbol a legrovidebb ut keresése a tobbi csucsba

Algoritmus (Dijkstra algoritmus) Valasztunk egy kiindulasi csticsot. Mindegyik csucshoz rendeljik hozza

azt, hogy mekkora volt az élsulyok 6sszege, amik mentén a cstcsba eljutottunk. Kezdetben
mindegyik végtelen. Valasszuk a kiindulasi csicsunkhoz illeszked6 éleket, és az élek masik
végén 1évo csucsokhoz rendeljiik hozza az élsulyok 0sszegét, amin eljutunk a csticsba. Ezt
kovet6en minden lépésben a legkisebb 6sszegli csucsbol indulunk ki, és nézziik meg a tobbi
csucsba vezet6 élek sulyosszegét. Ha ez kevesebb, mint az adott csicshoz hozzarendelt érték,
akkor erre mddositjuk, ha nagyobb, akkor valtozatlanul hagyjuk. Végiil, ha mar nem talalunk
semelyik csucshoz sem kisebb 6sszeget, végeztiink.

Grafbejarasok

Adott grafban keresiink szisztematikusan adott tulajdonsagu (pl. cimkéji) csucsot. A szisztéma sokféle

lehet, a két alap a szélességi és a mélységi keresés.

Szélességi keresés (Breadth-First Search = BFD)

Algoritmus Meglatogatjuk az els6 csucsot, majd ennek a csicsnak az 0sszes szomszédjat. Aztan e

szomszédok 0sszes olyan szomszédjat, ahol még nem jartunk, és igy tovabb. Berakjuk az épp
meglatogatott csucsot, hogy majd a megfeleld idoben a szomszédjaira is sort kerithessiink.
Altalanos lépés: vessziik a sor elején levé x csticsot, toroljiik a sorbél, meglatogatjuk azokat az
y szomszédait, amelyeket eddig még nem lattunk, majd ezeket az y csucsokat a sor végére
tesszik.

Mélységi keresés (Depth-First Search = DFS)

Algoritmus Tetszés szerinti csucstol elindulva egy uton addig megyiink ,mélyre”, ameddig lehet: vagy

nincsen tovabbi szomszédos csucs, vagy mar jartunk ott. Ha igy megakadunk, akkor
visszalépiink (backtrack) az el6zd csucshoz, ha onnan tudunk tovabbmenni, akkor megint
elindulunk, és a lehetd legmélyebbre egyiink, ha nem, akkor visszalépiink.

Euler-kor, Euler-ut

Definicio

Tétel

Tétel

A G graf Euler-kore olyan zart él sorozat, mely G 6sszes élét pontosan egyszer tartalmazza.
Euler-utrdl akkor beszéliink, hogyha az élsorozat nem feltétleniil zart.

(Sziikséges és elégséges feltétel Euler-kor létezésére) Eqy Osszefliggd G grdfban akkor és csak
akkor létezik Euler-kor. ha minden cstcsdanak fokszdma pdros.

(Sziikséges és elégséges feltétel Euler-ut létezésére) Eqy osszefiiggd graf akkor és csak akkor
tartalmaz Euler-utat. ha a pdratlan fokszamii csucsok szama 0 vagy 2.

Hamilton-kor, Hamilton-ut

Definicio

Tétel

Tétel

Tétel

Egy P kor egy G = (V,E) grafban Hamilton-kér, ha P a V Osszes elemét (a graf csucsait)
pontosan egyszer tartalmazza. Hamilton-utrdél akkor beszéliink, ha P kor helyett ut.

(Sziikséges feltétel Hamilton-kor létezésére) Ha eqy grdfban k pontot elhagyva k-ndl tobb
komponens keletkezik, akkor nem tartalmazhat Hamilton-kért.

(Ore tétele) Ha a G grdfra teljestil, hogy barmely két nem szomszédos u, v csucs fokdnak dsszege
nagyobb egyenlé G fokszamdndl (deg(u) + deg(v) = n), akkor G-nek van Hamilton-kore.

(Dirac tétele) Ha az n = 2k csticspontu G egyszert grdf barmely pontjdnak a foka legalabb k,
akkor van G-nek Hamilton-kére.



Sikgrafok és szinezésuk
Definici6 Egy graf sikba rajzolhat6 graf, ha lerajzolhat6é ugy a sikba, hogy élei csak a szogpontokban

metszik egymast. Ezt az igy lerajzol grafot sikgrafnak nevezziik.

Tétel (Fary-Wagner tétel) Ha G eqy sikba rajzolhaté grdf, akkor létezik olyan sikbarajzoldsa.
amelyben minden él egyenes szakasz.

Tétel (Euler-féle poliéder tétel) A G Osszefliggd, eqyszert sikgrdf esetében, ha p a grdf szogpontjainak
szama, e a grdf éleinek szdma és t a grdf dltal létrehozott terliletek szadma a végtelen terliletet is
szdmolva, akkorp - e + t =2.

Kovetkezmény Ha G 6sszefliggo, egyszer( sikgraf pontjainak szdma legalabb 3, akkore <3p -6

Kovetkezmény Ha a G 0sszefiiggd, egyszeri sikgraf pontjainak szama legalabb 3, és nincsen 3 hosszu Kore,
akkore < 2p - 4.

Tétel (Kuratowski tétel) Valamely graf akkor, és csak akkor sik graf, ha nem tartalmaz Ks-tel vagy
K33-mal izomorf/homeomorf részgrafot.

Tétel A G graf akkor, és csak akkor sikba rajzolhatd, ha gombre rajzolhatd.

Grafszinezések

Definici6 A x(G) a G graf kromatikus szama, vagyis az a szam, amely megmutatja, legkevesebb hany
szin kell a graf cstcsainak olyan ki szinezéséhez, hogy a szomszédos cstucsok mas sziniliek
legyenek.

Hal6zati folyamok

Definicio Adott egy G = (N, E) iranyitott graf, és ennek két kiillonb6z6 pontja, s és t, melyeket forrasnak
és nyel6nek neveziink. (A forrasbdl csak kifelé, a nyel6be meg csak befelé mutatnak élek.)
Adott tovabba az éleken értelmezett c: E— R* nemnegativ értékii kapacitasfiiggvény.

Ekkor G = (N, E) grafot a c fiiggvénnyel egylitt (G, c) hdalézatnak nevezzik.

Definicio Az f:E- R fiiggvényt folyamnak hivjuk, ha teljestilnek a kdvetkezdk:
filny, n2) =-f(n2,n1), V(ny,nz) €E, n,nz €V
f(ni,nz2) < c(nm,n2), V (n;, nz2)eE

Definicio Legyen H = (G, c) egy halozat s forrassal és t nyel6vel. Legyen N;, N : € N egy particidja N-
nek, vagyis N; U N2 = N és N N Nz = @. Legyen tovabba s € N1 és t € N2. Ekkor az N1, N2 halmazt
s,t-vdgdsnak hivjuk. Az N; N; kapacitasan

c(N,,N,) = z c(ni,nj)

n; e Nl,nj € Nz
szamot értjiik.

Definicio Adott H = (G,c) halézat s forrassal és t nyel6vel. Jelolje r:A—R a maradék-kapacitas-
fliggvényt, ahol Vni, n; € V eseténr(ni, nz)=c(ni, nz) — f(ni, nz).
Az f folyamhoz tartozd javité grdf a G = (V, Ef) az élein értelmezett maradék-kapacitas-
fliggvénnyel, ahol = {(n1, nz): n1, n2 €N, r(m, nz) >0}

A Gr-beli iranyitott s, t utakat javité utaknak hivjuk.



