Sikgrafok

Kuratowski-tétel: egy graf akkor és csak akkor sikba rajzolhaté graf, ha nincs olyan részgréafja, ami a
Ks -el, vagy a Kss -altopologikusan izomorf (homeomorf).

Euler sikgrafokra vonatkozo tétele: ha G 6sszefiiggé sikgraf, akkor: p-e+t = 2. (Jelolés: e=élek szdma,
t=tartomanyok szdma, p=pontok (csucsok) szama.)

Euler tétel kdvetkezménye 1:ha G osszefliggé sikgraf és legalabb 3 pontja van, akkor: e<3-p—6

Euler tétel kovetkezménye 2:ha G 6sszefliggd sikgraf, legalabb harom pontja van, és nem tartalmaz
harom élhosszu kort, akkor: e<2-p—-4

Vigyazat a kdvetkezmények szlikséges, de nem elégséqges feltételeket adnak ahhoz, hogy egy graf
sikgraf legyen!

1. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd graf ( Ks ) nem lehet sikgraf:
Megoldés:
Kuratowski tétel segitségével is lathatd, mert a grafnak van részgrafja ami
topologikusan izomorf Ks -el.
Nézzik meg azonban az Euler-tétel segitségével is:
e < 3- p—6sziikséges, hogy teljesiiljon ahhoz, hogy sikgraf lehessen.
Esetlinkben: e=(6*5)/2=15, c=6
30<3-6-6
30 <12, amibdl kovetkezik, hogy nem sikgraf.

2, Dontse el az alabbi grafrdl, hogy sikbarajzolhat6-e?
Mo.:

e Kuratowski tétel alapjan nem sikbarajzolhato,
merthomeomorf Ks -el.

o Az Euler tétel els6 kovetkezménye alapjan nem tudnénk valaszt adni,
mert a grafra teljesil: e<3-p—6 hiszen 11<3-6—-6=12

e A mésodik kdvetkezmény pedig nem hasznalhat6, mert van harom
élhosszusagu kor.

3.a, Melyik graf rajzolhato sikba a kovetkezok koziil? Amelyik nem, indokolja meg miért nem. Amelyik
sikbarajzolhat6, annak adja meg egy lerajzolasat!
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a, Adott a G véges egyszerii 6-regularis (minden csucsara 6 él illeszkedik) graf. Dontse el, hogy
sikbarajzolhat6-e ez a gréf!

b, Sikba rajzolhat6-e az az n cstcsu graf, amelynek n-2 csucsara 6 él illeszkedik, két csucsara pedig7?

Euler és Hamilton

1. Van Euler-kor az alabbi grafban?

Megoldas:

Euler-korhdz sziikséges és elégséges feltétel, hogy minden csucs foka paros.
Ez alapjan a fenti grafban van Euler-kér. Adjunk is meg egyet:

Nyillal megjeldlt csucsbdl indulva, szamozott nyilak mentén haladva, minden élt érintve visszajutunk a
kezddOcsucsba.

2. Van Euler-ut az alabbi grafban?

Megoldas:
Euler-Uthoz sziikséges és elégséges feltétel: egy grafban 4 a 3
akkor és csak akkor van Euler-ut, ha

pontosan kettd paratlan fokszamu csucsa van. W
7 2

Ez a két csucs az indulé- illetve a befejez6 csticsok lesznek.
Tehét ebben a grafban van Euler-ut: A

3. Van Hamilton ut az alabbi grafban? Van benne Hamilton kor?



Megoldas:

Hamilton Ut van, az dbrén a nyillal jel6lt

csucsbol a nyilakkalmegjel6lt ttvonalon -

haladva minden cslcsot pontosan egyszer

érintlink (és a palcikaemberrel jel6lt csucshoz

érlink:).Hamilton kor nincs, mert van benne

elvago él, és ezt keétszer kellene hasznalni, hogy W
az egyik részbol atjussunk a masikba, majd vissza.

4. Van Hamilton-ut a kovetkezd grafban? Van benne Hamilton-Kor?
Megoldas:

Van Hamilton-kér, barmely cstcsbdl indulva

a nyilakkal megjel6lt atvonalon haladva minden

cstcsot pontosan egyszer érintiink, és ugyanoda
érkezlinkvissza.Mivel van benne Hamilton-kor,

van Hamilton-ut is, a kor valamely élének

elhagyasaval Hamilton-utat kapunk.

5. Melyik grafban van Euler-at, Euler-kor, Hamilton Gt, Hamilton kér?
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Prim és Kruskal

Kruskal-algoritmus:
Koltség szerint novekvd sorrendben tekintjiik az éleket €s mindegyikrdl eldontjiik, hogy bevessziik-e a
feszit6faba. Ha a korabban bevalasztott élekkel nem alkot kort, akkor bevalasztjuk, ha kort alkot, akkor nem.

Prim-algoritmus:
Itt az élek koziil valasztjuk mindig a legkisebb koltséglit, amelynek egyik csticsa a mar meglévo faban van, a
masik azon kivil. (Igy kort nem alkot a felépitett grafban.)

1. Hatarozza meg az alabbi graf minimalis feszitofajat:

Megoldas:

Kruskal algoritmus: Mindig a legkisebb értéki €lt vessziik,
ami nem alkot kort az el6z6kkel

n=6 csucs e=n-1=5 éle lesz a fanak.

142+3+4+7=16

Prim algoritmus: A legkisebb értékii éllel kezdiink, vessziik 9 10
a hozza csatlakozo legkisebb értékii élt, ha nem alkot kort

az el6zokkel

1+3+2+4+7=16

2. Keresse meg eldszor a Prim majd a Kruskal algoritmussal az alabbi grafok legkisebb sulyu feszitdfajat!

Megoldas:
Sulyok 5:2+4=14 2:1+2-2+3+4+5=18
Szélességi és Mélységi kereses

1.Vélasszon a korabbi témakdrokbél tetszéleges grafokat és keresse meg egy-egy feszitGfajukat a szélességi és
mélységi kereséseket hasznalva!

2. Példaul: SzélességiiA cslcshol: Mélységi A csucshol: A
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Dijkstra

1. Hatarozza meg az alabbi grafokban a legrévidebb utakat az A csucsbol a tébbi csucsba aDijkstra

algoritmus segitségével!

>
@
WK

F 1 G 5
e) 2427 a 4
_ A/B TVl_) > E. 3 , 7
3 |4 5 /
[S]
L .
B C
£)

Megoldas - els6 graf esetén a 1ényeges 1épések:

A=0 atobbi végtelen

A-bdl indulva az Gj értékek: E= 8 B=2

B-bdl tovabb javitva: E=6 D=8 F=4 C=4
E-bol: nincs javitas

D-bél: G=10 Z=13

F-bdl: G=6

C-bdl: Z=6

Minimalis ut példaul A-bdl Z-be: A-B-C-Z 6sszesen: 6 egység



Szinezés

Gréf szinezése: Minden cslcshoz hozzarendellink egy szint Ggy, hogy ha két cstcs kdzott
van él, akkor a csucsok nem lehetnek azonos szintiek.

Kromatikus szam y(G): A cslcsok szinezéséhez minimalisan szlikséges szinek szama

Kromatikus szam becslése: o(G) < y(G) < A(G)

w(G) - Klikkszam, vagyis a legnagyobb teljes részgraf mérete
A(G) - maximalis fokszam

;
1.Példa: , 2
o(G)=3 o(G)=3

A(G)=5 A(G)=4 6 3
x(G)=3 x(G)=4 . y

1.Adja meg az alabbi grafok kromatikus szamanak becslését, majd pontos ertéket!




