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Sikgratok

Egy graf sikgraf=sikba rajzolhaté graf, ha lerajzolhaté tgy a sikba, hogy élei csak a

szogpontokban metszik egymast.
G sikgraf, mert a vele izomorf H a sikba van rajzolva.

Ha egy graf lerajzolhato a sikba, akkor lerajzolhato ugy is, hogy minden ¢le egyenes szakasz

legyen. (K)

Fary-Wagner tétel: Ha G egy
sikbarajzolhato graf, akkor

— létezik olyan sikbarajzolasa
amelyben minden ¢l egyenes
szakasz.
Nem sikgraf Atalakitva sikgrafnak

Elei egyenes szakaszok

[ZOMOREF grafok



Sikgraf jellemzo adatai

A sikbarajzolt graf a sikot teriiletekre/tartomanyokra bontja.

Belso tartomany

13 €1, 8 csucs, 7 tartomany

Kiilso tartomany



Euler-féle poliéder tétel (Euler formula)

EULER sikgrafokra vonatkozo tétele: ¢lek szama, csucsok szama, tartomanyok szama kozti 6sszefiiggest allapit
meg.

Tétel:

A G osszefluiggo, egyszerl sikgraf esetében, ha p= graf pontjainak (cstcsainak szdma), e=graf ¢leinek szama, t= a sik
graf altal 1étrehozott teriileteinek szdma, a végtelen teriiletet is szamolva, akkor: p-e+t=2

Biz.: a(z adott sikgrafot)grafot 1épésenként (Gjra) lerajzoljuk:

1.1épés: 1 csucs: igaz az allitas: 1-0+1=2 2. 1épés: 2 csucs: igaz az allitas 2-1+1=2

n. lépés: Tegyiik fel hogy az ( n-1) Iépésig igaz a formula: p-e+t=2. A kdvetkezo 1épés kétféle lehet:

a.) vagy megleévo csucsokat kotiink 6ssze egy 1y éllel,: ekkor €lek szama eggyel, terliletek szama eggyel novekszik,
pontok szam a valtozatlan: igaz-¢ az allitas? p-e+t=2 <-> p-(e+1)+(t+1)=2

b.) egy Uj csucsot rajzolunk be (a ra illeszkedo éllel egyiitt), amelynek szomszeédja mar a meglevo lerajzolt grafban
van : ekkor a cstucsok szama eggyel nd, ¢lek szama eggyel no, teriiletek szama valtozatlan: igaz-e az allitas?
p-e+t=2 <-> (p+1)-(e+1)+t=2



Tétel:

A G 0sszefliggo, egyszeru sikgraf esetében, ha

p= graf pontjainak (csucsainak szama),

e=graf ¢leinek szama,

t= a sik graf altal 1étrehozott teruleteinek szama, a végtelen
teriletet 1s szamolva, akkor:




Euler tétel kovetkezménye: e<3p-6, ha min. 3 pontja van

1. Kovetkezmény:

Ha az osszefiiggo, egyszeri sik graf pontjainak szama legalabb 3, akkor e<3p-6
Bizonyitas:

Mivel egyszerli grafrol van szo, ezeért minden teriletet legalabb 3 ¢l hatarol (legalabb 3
a fokszama)

A teriileteket hatarolo éleket 6sszeadva az élek szamanak kétszeresét kapjuk, hiszen
minden teriiletet hatarold €l két terlilethez tartozik, igy kétszer szamoljuk Oket 6ssze.
Vagyis: 2e23t, hiszen ha MINDEGYIK teriilet haromszog lenne, akkor lenne a

fokszama 3. Igy t<2/3e
p-e+t=2-bdl e-t kifejezve: e=p+t-2>p+2/3e-2, ebbol e<3p-6

t '\ 1 két tartomanyhoz tartozik

egy tartomanyhoz tartozik




Kuratowski-graf

Ks nem sik graf:

5 csucsa, 10 ¢le van:

e<3p-6

10=>3.5-6=9



Euler tétel kovetkezménye: minimalis fokszam MAX 5

2. Kovetkezmény
Ha G egyszerl sikbarajzolhato graf, akkor a minimalis fokszama legfeljebb 5.

Bizonyitas — indirekt:
Tegyiik fel, hogy a minimalis fokszam legaldbb 6. A fokszdmok Osszege az élek
szamanak kétszerese (kézfogas-Handshaking ), igy 6n<(fokszamok 0sszege) <2e.

Az elozo tétel: e<3p-6 vagyis: 2e <6n-12, ez ellentmondas.



Euler tétel kovetkezménye: szabalyos poliéderek

3. kovetkezmény
Ha egy sikbarajzolhaté grafban a minimalis fokszam 5, akkor legalabb 12 db 5-6d
foku pontja van.

Bizonyitas

M legyen a minimalis fokszamu pontok szama, vagyis, amelyek fokszama 5. A
fokszamosszeg akkor legalabb SM + az ennél nagyobb, legalabb 6 fokszamuak:
5M+6(n-M) < 2e <6n-12(1.kovetkezmény). Ebbdl:

12 <M

Az ikozaéder csucs-¢€l grafjanak 12 csucsa van, melyek mindegyike 6todfoka.






Euler tétel kovetkezménye

4. kovetkezmeny:

Ha az 0sszefiiggod, egyszerl sik graf pontjainak szama legalabb 3, és nincsen 3 hosszu
kore, akkor e<2p-4.

Bizonyitas:

A feltételek miatt most minden tertletet legalabb 4 ¢l hatarol, fokszama legalabb 4,
tehat:

2e>41, vagyis e>2t, 1/2ext.

p-e+t=2-bol e-t kifejezve: e=p+t-2<p+1/2e-2, ebbdl: e<2p-4



Masik Kuratowski-graf

Ks 3" (3-3 csucsu teljes paros graf):
harom haz-
villany,gaz, elektromos vezetekek.
Kovetkezmény: K, ; nem lehet sik graf:
pontok szama =6, éleinek szama=9, és
e<2p-4
9>2.6-4=8

K;; sikbarajzolasanal nem lehet 3 oldalu
tartomany! Ekkor a 3 csucs kozt vagy két haz,
vagy két kut lenne, de azok nincsenek éllel
osszekotve.



Kuratowski- tétel

KURATOWSKI: Valamely graf akkor és csak akkor sik graf, ha nem tartalmaz K;-tel vagy K ;-mal
izomorf részgrafot.

KURATOWSKI: Valamely graf akkor és csak akkor sik graf, ha nem tartalmaz K;-tel vagy K; ;-mal

homeomorf részgrafot.
Homeomorf: élre szabad pontot beiktatni. Ha a grafnak van olyan részgrafja, amelyben minden pont foka
kettd, de nem kor, ezeket a pontokat szabad torolni: uv €lbol uw, wv ¢lek keletkezhetnek, €s forditva (u,

Vv, W pontok)

Fary-Wagner tétel: Ha G egyszerl sikba rajzolhat6 graf, van olyan rajza, hogy az élek egyenes
szakaszok.
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A dodekaéder
grafjanak
sikbarajzolasa csupa
egyenes szakasz éllel.



Tétel: A G graf akkor és csak akkor sikba rajzolhatd, ha gombre rajzolhato.
Biz.: sztercografikus projekcio (bijekcio)

http://www.youtube.com/watch?v=6JgGKVi1Qzbc

A Fold szeterografikus projekcioja:

http://www.youtube.com/watch?v=Utj1gsrBLdE&feature=related



http://www.youtube.com/watch?v=6JgGKViQzbc
http://www.youtube.com/watch?v=Utj1qsrBLdE&feature=related

Bizonyitas

Sztereografikus projekcio. A gémbot a sikra helyezziik, (déli polus), majd az északi
polusbol egyeneseket huzunk a graf pontjaihoz (éleinek pontjaihoz), ezen
egyeneseknek a gombbel levo masik metszéspontja lesz a vetitett képpont.
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Eszaki pélus




Az eljaras megfordithatd, ha gémbot a rarajzolt graffal egyiitt ugy
tessziik le a sikra, hogy a graf egyetlen pontja vagy éle se menjen at az
északi poluson. (annak a képe ugyanis a végtelenben lenne).

A gombon a kiilso €s belso tartomany kozti kiilonbség eltinik.
Allitas

Egy sikbarajzolhatdo graf barmely tartomanya lehet (egy masik)
sikbarajzolasnal kiilso tartomany.



Klein-palack

http://mathworld.wolfram.com/KleinBottle.html



http://mathworld.wolfram.com/KleinBottle.html

Torusz

http://mathworld.wolfram.com/Torus.html



http://mathworld.wolfram.com/Torus.html

Rajzolas toruszra

Felvagjuk a toruszt keresztben: a
két hatarkor ugyanaz.
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A hengert hosszaban
A felvagjuk. Szemkozti
oldalak megfelel6 pontjai

ugyanazok.
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K’ ; toruszra rajzolhato:
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K toruszra rajzolhato:




Irodalom: www.renyi.hu/~sali/bbsz1204.ppt (3,10, 13 abrak, 14,16-18, 22,23 diak)



