FEJEZET 3

Euler-grafok, Euler-utak, Hamilton-utak és Hamilton-korok

"Az 1t drok és tétlen
mégis mindent végbevisz észrevétlen...”

Lao-Ce, Tao Te King: Az Ut és Erény kényve,
Weoéres Sandor forditasaban, Tericum Kiado, 1994. (37 vers)

1. Euler-grafok

By,

= —~dobp part

1. abra.

Leonard Euler (1707-1783) nevéhez kapcsolodik az elsé grafelméleti munka, mely 1736-ban
jelent meg a Szentpétervari Tudomanyos Akadémia kozleményeiben. Az értekezését Euler az
un. Konigsbergi hidak problémajéval kezdte. A Pregel foly6 A, B szigeteit hidak kototték
Ossze egymassal és a partokkal is. Az A szigetet két parhuzamos hid koétotte Gssze a jobb
parttal, egy hid a B szigettel, s ugyancsak két parhuzamos hid vezetett az A-rél a bal partra
is. B-t egy-egy hid kototte Ossze a bal és a jobb parttal is és B-rél vezetett egy hid A-ra is,
melyet az el6bb mér emlitettiink. A kérdés az volt, be lehet-e jarni a hidakat valamely fix C'
pontbdl oly mdédon, hogy minden hidon &tmegyiink pontosan egyszer. Euler 1ényegében teljes
altalanossdgban megoldotta a feladatot.

3.1. DEFINICIO. A G=(E,¢,V) graf L =uvgejv1ea0s ... v,—1,0, vonalat (p(er) = (vo,v1),
w(ea) = (v1,v2),. .., 0(en) = (Vn_1,v,)) Euler-vonalnak nevezziik, ha E minden élét pontosan
egyszer tartalmazza. S zdrt Euler-vonalnak mondjuk, ha vy = v, egyébként pedig ha vy # v,
akkor L-et nyilt Fuler-vonalnak hivjuk.

Ha valamely grafnak van zart Euler-vonala, szokéas azt Euler-graf névvel illetni. Nyilvan egy
Euler-graf osszefiiggs és barmely cstcspontjanak a foka paros, mivel ha az Euler-vonala betér
valamely cstcspontba, mind annyiszor ki is megy onnan. Megjegyezziik, hogy van, aki Euler-
grafnak nevez olyan grafot, amelynek barmely cstucsfoka paros. A kovetkezs tétel lényegében
Eulertsl szarmazik.
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Bal part

Jobb part

2. 4bra.

1,3,4,7,3,2,5,6,1 1,3,2,5,6,1,4,7,3,4
Zart illetve nyilt Euler-vonal.

3. abra.

3.1. TETEL. A G grdf akkor és csak akkor Fuler-grdf, ha dsszefiiggd és barmely csiucsdnak
a foka pdros.

A tételre két kiillonb6zd bizonyitast adunk. Az els6 egy konstruktiv bizonyitas, amely
lényegében algoritmust ad Euler-graf Euler-vonalanak a megkeresésére. A mésodik bizonyités
rovid, s tomor, de csak az Euler-vonal 1étezését igazolja, s nem ad 6tletet arra, hogyan lehet
talalni egy konkrét Euler-vonalat.

I. Bizonyitas: Az, hogy egy Euler-graf sziikségképpen Osszefiiggé és minden csticspontja-
nak a foka péros, az remélhetGen vilagos a tétel el6tti sorokbol. A feltétel elégséges voltahoz
tekintsiik a G graf valamely zart vonalat. Zart vonala van G-nek, mivel G valamely vy pontjabol
elindulva egy vo-ra illeszkeds e; élen' eljutunk vi-be, s v1-bél eo mentén vo-be, és igy tovabb
Vpe1V1€2Vs . . . Vi—1€0;...0_1€5V). Végil ey elvisz vy = v;-be (j < k), ahol a v; olyan cstcsot
jelol, amelyben mar jartunk. Nem mehetiink mindig 4j cstcsba, mivel G-nek véges sok csticsa
van csupan. Legyen ez a létezd zart utja G-nek Li-gyel jelolve. A cstcsok és élek esetleges
ujraindexelése utan feltehetjiik, hogy L = vgeqjvieavs . .. v;_1€;0;...05_1€5V9. Ha az Ly élsorozat
tartalmazza a G graf valamennyi élét, akkor kész vagyunk. Ha nem tartalmazza példaul az
e’ élt és uy,uy ezen él végpontjai, akkor u;-bdl indulva az el6bbiekhez hasonloan talalunk egy

1A vy cstcs foka d(vo) > 2, egyrészt G Osszefliggdsége miatt d(vg) > 0, masrészt a csicsok fokszamainak
paros volta miatt §(vg) > 2, s ezért 1étezik legalabb egy ey él, mely illeszkedik vo-ra.



3. EULER-GRAFOK 37

ugyancsak ui-ben végz&ds Lo zart vonalat. Természetesen tligyelniink kell arra, hogy L; éleit
ne valasszuk be Lo élei kozé. Ha wu; az Ly zéart vonal valamely élére is illeszkedett (vagy Lo
valamely masik cstcspontja illeszkedett Li-re), akkor az Lq, Ly zart vonalakat lehet egyetlen
zart vonalnak tekinteni. Megtehetjiik ugyanis azt, hogy az Li, L, vonalakat valamely kozos u;
pontjukbdl jarjuk végig. Elészor Li-et, majd ugyancsak u;-b6l Lo-t jarjuk be. Ha az L; ill.
Ly vonalaknak nem volna k6zos csticspontja, akkor Lo-t cseréljiik ki oly moédon, hogy el6szor
vezessiink u;-b&l olyan utat? L, valamely csiicspontjaba, amelynek nincs kozos éle Li-gyel, s
ezt az utat egészitsiik ki az L}, zart vonalla az el6bbi moédon. Ha nem maradt ki él, akkor kész
vagyunk. Ha maradt ki él, akkor megismételjiikk az elébbi eljarast és mivel a grafunk véges,
el6bb vagy utobb az eljarasunk véget ér és megadja a G graf egy zart Euler-vonalat. [

Reméljiik, a Tisztelt Olvaso felfigyelt arra, hogy az elmondott bizonyitasunk lényegében al-
goritmust ad a G graf Euler-vonaldnak meghatarozaséara. Le lehet roviditeni a fenti bizonyitast,
de akkor elvész az algoritmikus jelleg. Nézziik most a latszolag elegansabb, "révidebb" bi-
zonyitéast.

I1. Bizonyitas: Legyen G-nek L = vgejvieqvs ... v;_1€;v;...u5_1€x0; a leghosszabb vonala.
Ha L tartalmazza G minden élét, kész vagyunk. L Euler-vonala G-nek. Ha L nem tartalmazza
példaul G-nek az f élét (ez az indirekt feltevésiink), akkor G 6sszefiiggs volta miatt feltehetd,
hogy f egyik végpontja mondjuk w egybeesik L valamely csticspontjaval. Az L vonal maximalis
voltabol és abbol, hogy G-nek minden cstics foka paros, kdvetkezik, hogy L zart, azaz vy, = vy.
L zartsaga miatt bejarhatjuk L éleit w-bol indulva, s mikor utoljara visszaériink w-be, menjiink
tovabb f masik végpontjaba. Az igy kapott L’ vonalnak eggyel tobb éle volna, mint L-nek, s
ez ellentmondana L maximalis vonal voltanak. Az ellentmondas oka, hogy feltettiik, hogy L
maximalis és van olyan éle G-nek, amely nincs L-ben. [J

2. TETEL. A kovetkezd dllitasok a G=(FE, @, V) osszefiiggd grifra ekvivalensek:
=(E,,V) Euler-grdf, azaz van zdirt Euler-vonala.

=(E,,V) minden csicsanak a foka pdros.

3. G=(FE,p,V) élidegen korok unidja.

Bizonyitas: A bizonyitést az 1 = 2 = 3 = 1 séma alapjan érdemes elvégezni.

1 = 2. Ahhoz, hogy az elsé allitasbol kovetkezik a masodik, elegendd azt észrevenni, hogy
tetszéleges L zéart vonal, tetsz6leges u csticspontjara igaz, hogy ha L bejarasa sordn A esetben
kimentiink u-bol, akkor L végigjarasa sordn A esetben wu-ba be is tértiink. S ezért u foka
d(u) = 2\. Azaz G-nek valéban barmely csticspontjanak a fokszama péros.

2 = 3. A G graf osszefliggGségébdl és cstucsai fokszamanak paros voltabol az adodik, hogy
Vv € V(G) : d(v) > 2. Ha a G graf tetsz6leges v cstucspontjara teljesedik, hogy d(v) > 2, akkor
v-bdl elindulva kapunk G-nek egy L zart vonalat. Zart vonal mindig tartalmaz legalabb egy
kort. Ugyanis a zart vonal L = vge1vieavs . . . V;—1€;0;€;...€j_1V;€;...Vs—1€;V;, valamely pontjabol
elsétalva a séta soran az elsének megtalalt ismétléds pont v; = v; kozti rész C' = vieiqq...€_1;
kort ad. Tetszbleges kor barmely pontjanak a fokszama paros. Ha a G grafunk valamely C
korének éleit toroljiik, akkor G barmely csicspontjanak a foka tovabbra is paros marad. S
mindaddig talalunk djabb élidegen koroket, amig az élek torlése utan megmaradé grafnak van

3
1. G
2. G

2A G GsszefiiggGsége miatt ui-bol Ly barmely pontjéba vezet ut.
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olyan v cstcspontja, melynek foka d(v) > 0. S az eljaras miatt a korok éleinek a halmazai
diszjunktak.

3 = 1. Valoban, ha a GG graf osszefiiggs és élidegen korck unidja, akkor be lehet jarni a
graf éleit oly moédon, hogy minden élen csak egyszer megyiink végig. Bizonyitsunk mondjuk a
korok szama szerinti teljes indukcioval. Ha csak egy élidegen korbdl all a graf, akkor az az egy
kor onmagaban lesz egy zart Euler-vonal. Ha mar k£ — 1 kort bejartunk s a k-adik korrel a zart
vonalunknak az u pontja kozos® | akkor jarjuk be a k—1 kor alkotta zart vonalat u-bol elindulva,
majd ha mar visszatértiink u-ba, folytassuk a bejarast a k-adik kor éleinek a bejarasaval. [

3.3. TETEL. Ha a G egyszeri dsszefiiggd grifnak, 2k darab pdratlan foki csicspontja van,
akkor élei lefedhetdk k darab nyilt vonallal.

Bizonyitas: Egészitsiik ki a G grafot k darab éllel G'-vé, oly médon, hogy G’ minden csu-
csanak a foka paros legyen, ez nyilvan megtehetd, ha tigyeliink arra, hogy az 1j élekkel mindig
paratlan foku csicsokat kossiink dssze. G'-re ekkor teljesedni fog a 3.1. tétel feltétele, s ezért
lesz egy zart Euler-vonala is, mely trividlisan tartalmazza az "aj" k darab élt is. Ha a k darab
4j élt toroljiik, k darab nyilt vonalat kapunk. (Miért nem kaphatunk kevesebbet k-nal?) S a
bizonyitas ezzel kész. [

2. Hamilton-koérok, Hamilton utak

Sir Villiam Rovan Hamilton* (1805-1865) 1859-ben egy olyan jatékot hozott forgalomba,
melynek a lényege az volt, hogy egy el6re megadott graf csticspontjait kellett bejarni, oly
modon, hogy barmely csticsban pontosan egyszer kellett jarni. Allitolag a jatéknak nem volt
atiits sikere Hamilton kortarsai kozott.

3.2. DEFINICIO. A G = (E,p,V) graf H = vgejvieavs ... v, 16,0, Utjat (w(er) = (vo,v1),
p(es) = (v1,12),...,0(en) = (Un_1,v,)) Hamilton-itnak mondjuk, ha a wvg,v1,va, ..., V1, 0p
csticsok mind kiilonbozsk és e csiicspontokon kiviil mas cstcspontja nincs G-nek.

3Vegye észre a Kedves Olvaso, s még jobb ha meg is indokolja, hogy ha a G Gsszefiiggs graf éleit valamely
u pontbol végig lehetett jarni egy zart vonal mentén, oly moédon, hogy minden élen csupan egyszer ment végig,
s végiil u-ba futott be, akkor a graf barmely masik v pontjabol elindulva is végig jarhatja G éleit (s mindegyik
élen csak egyszer menve végig) oly modon, hogy a bejarast v-ben fejezi be.

48ir Villiam Rovan Hamilton (1805-1865) Dublinban sziiletett, csaladja
Skociabol szarmazik. Nyelvi és matematikai tehetsége nagyon koran megmu-
tatkozott. 15 éves koraban mar Newton és Laplace irasait olvasta. Sajat
maga a kvaterniok felfedezését tartotta legfontosabb eredményének. Ma e
véleményével kevesen értenek egyet.
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3.3. DEFINICIO. A G=(F, p,V) graf K korét Hamilton-kérnek mondjuk, ha K tartalmazza
G minden cstcspontjat.

Latszolag nagyon hasonlé probléma, hogy valamely grafnak az éleit jarjuk be pontosan
egyszer, vagy a csucspontjait. Az utobbi azonban joval nehezebb. S az altalanos esetben
Hamilton-utak illetve Hamilton-korok keresésére ma sem ismert igazan j6 algoritmus. Operéa-
ciokutatas teriiletéhez tartozik az utazo tigynok probléméaja. Az utazé ligynok problémaja azt
jelenti, hogy a kereskedelmi utazénak adott varosokat kell bejarnia, oly médon, hogy min-
den varosba csak egyszer megy el, és végiil visszatér a cégének a székhelyére. Ez esetben a
graf csucspontjai az utazo altal meglatogatand6 varosok, az élek pedig a varosokat Osszekotd
utvonalak. Természetesen egy-egy ttnak jol meghatarozott utikoltsége is van, s tobb 1t ese-
tén célszert azt az utat valasztani, melynek a koltsége minimélis. Ha valamely G graf éleihez
valos szamokat rendeliink, akkor halozatokrol, folyamokrol beszéliink. S nagyon természetesen
vetddik fel miniméalis koltségd ill. maximaélis nyereségii utak esetleg korok keresése. Az el6bb
emlitett feladatok a kombinatorikus optimalizalas targykorébe tartoznak. A kovetkezds tétel
megfogalmazésa el6tt emlitjiik meg, hogy egy kor ill. Gt hosszan a benniik szerepld élek szamat
értjiik.

3.4. TETEL. Ha a G egyszerd grdfban barmely csicspont foka legaldbb k (k > 2), akkor van
a grafban egy legaldbb k + 1 hosszusdgi kor.

4. abra.

Bizonyitas: Legyen a G grafnak az L ut a leghosszabb utja. S ezen Ut cstiicspontjait a kezdd
ponttol indulva jeldlje rendre vy, vy, va, ..., Vk_1, U, Ugt1, ---, Un- Az, hogy vy foka legalabb k,
azt jelenti, hogy a vyp-t vi-gyel 0sszekdtd ey élen kiviil még legalabb k& — 1 ¢l indul ki vp-bol.
Ezen élek masik végpontjai sziikségszertien szerepelnek L csticspontjai kozott, mert ellenkezd
esetben Gsszetitkozésbe kertilnénk azzal, hogy az L ut a leghosszabb. Legyen e}, méasik végpontja
mondjuk vy, €5 végpontja vs és végil e} végpontja vg. Ekkor az L ttnak a vp-tol vg-ig tarto
rész utjanak két végpontjat koti ossze e}, ezért egy kort kapunk, melyben legalabb k+ 1 él van,
s ezzel a bizonyitéas kész.

3.5. TETEL. Ha a G = (E,p,V) egyszert grdf barmely v csicsdnak fokdra teljesil, hogy

d(v) > % = g, akkor G dsszefiiggd.

Bizonyitas: Legyen u és v két kiilonb6z6 csticsa G-nek. A feltétel szerint u-val és v-vel is
legalabb —, — pont van Osszekotve az u-bol illetve v-bdl induléd élek éltal, a fokszam feltétel

miatt. Az el6bb emlitett u-val, illetve v-vel kdzvetlentil 6sszekotott pontok kozott van olyan,
mely u-val is és v-vel is Ossze van kotve, (ha nem lenne ilyen, akkor G csucsainak a szama
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n o on
nagyobb egyenlé volna, mint 5 + 5 + 2) azaz u és v kozott vezet ut. O

Ha adott a G=(F, ¢, V) graf, a cstucsainak a szamat |V| = n szokas G rendjének, s éleinek
szamét |E| = g a G graf méretének mondani. Ha az u-t az e ¢l 6sszekdti a v cstucesal, akkor u-t
ill. v-t az e él végpontjainak nevezziik és u-t ill. v-t szomszédosnak mondjuk. Az u cstcsponttal
szomszédos csucsok halmazat N(u)-val jeloljik.

3.6. TETEL (O. Ore® , 1960). Ha a G grdfra teljesiil, hogy rendje n > 3 és barmely két nem
szomszédos u, v csicspont fokdnak az dsszege nagyobb egqyenld G rendjénél (0(u) + 6(v) > n),
akkor G-nek van Hamilton-kore.

Bizonyitas: Indirekt bizonyitunk. Azon grafok koziil, melyekre a tétel feltételei teljesednek,
de az &llitds nem, tekintsiik valamely G’ gréafot, mely éleinek a szdma maximalis. Maximalis
abban az értelemben, hogy ha G’-h6z hozzavesziink egy olyan e élt, mely a nem szomszédos u
és v csucsokat koti Ossze, akkor az igy kapott G graf méar tartalmazni fog Hamilton-kort. G’
minden Hamilton-kore tartalmazza az e élt, ezért van olyan L Hamilton-utja G’-nek, mely u-t
és v-t koti Ossze, legyen ez az ut megadva ¢(eq)= (v, v1), p(e2) = (v1,v2),. ... p(en) = (Vn-1,0n)
(u = vo,v = v,) altal. A vy, v1,v9,...,V05_1, Vk, Ukt1, ..., U, csucspontokkal kapcsolatban ve-
gyiik észre, hogy ha vy, szomszédos u-val, azaz vy eleme N(u)-nak, akkor vy nem eleme
N(v)-nek. Ellenkez6 esetben a vg, Ug11, Ukt2, -+, Un, Uk, Vk_1, --., Vg Hamilton-kore volna G'-nek.

u=v, v, v, v,

Vk+] vk+2 V,=V

5. abra.

Tehat a V' — {v} pontok koziil az u-val szomszédos pontok nem szomszédosak v-vel, ezért
d(u) < (n—1) — 0(v) s ez utdbbi egyenldtlenség ellentmond a tétel feltételeinek. [

Ore tételének specialis esete Dirac tétele:

0. Ore 1899.X.7. Kristiania-ban a (a mai Oslo-ban Norvégiaban) sziiletett
és ott is halt meg 1968.VIIL.13. Fiatal kordban algebrai szamelmélettel foglalko-
zott, kés6bb héaloelmélettel, grafelmélettel. 1927-ben professzori kinevezést kapott
a Yale egyetemre, 1931-ben a Yale egyetem kiting professzora cimet kapta, s 37
évvel kés6bb 1968-ban onnan is ment nyugdijba. Tébb konyvet irt a matematika
kiilénbozé teriileteirsl, szamelmeéletrdl, négyszinsejtésrol, grafelméletrsl.
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2.1. KOVETKEZMENY (G. A. Dirac, 1952). Ha az n = 2k (2 < n) cstcst egyszerd G graf
barmely pontjanak a foka legalabb k, akkor van G-nek Hamilton-kore.

Valoban, G-ben létezik Hamilton-kor, mivel a kovetkezmény feltételei lényegében szigorib-
bak, mint a 3.6. tétel feltételei.

Az idérendben vald jobb tajékozodas végett egységes jelolés mellett felsoroljuk a Hamilton-
korokre vonatkozo érdekesebb eredményeket. Jelolje a G=(F, ¢, V') graf cstcspontjainak fok-
szamait rendre d; < dy < ... < d, (|[V|=n).

3.7. TETEL. Ha a G=(E,p,V) egyszeri grifra (2 < n) a kévetkezd feltételek valamelyike
teljesedik, akkor van G-nek Hamilton-kére:

1. G. A. Dirac (1952): 1 <k <n=dj > %n
2. 0. Ore (1961): u,v €V, de (u,v) ¢ E = §(u) +0(v) >n
3. Pdsa Lajos (1962): 1 <k < %n =dp >k
4. J. A. Bondy (1969): j < k,dj,d, <k—-1=d;+d,>n
5. V. Chvdtal (1972): dp < k < %n =d,_r>n—Fk
3.4. DEFINICIO. A G graf G’ részgrafjat G k-adfoku faktoranak mondjuk, ha

(i) G’ cstcsainak halmaza megegyezik G csucsainak halmazaval,
(ii) G’ barmely cstcsa azonos k fokszamu.

A definiciobol lathato, hogy valamely G grafnak a K Hamilton-kore egyben masodfoku faktora
G-nek. A 6. abran lathato grafnak vastag, szaggatott, illetve pontozott vonallal jelltiik egy-egy

. ®
-““
-“‘ ~
.
/ L
Vs *
. \\ &
7/ H D
V2 .
.
.
.
.
.
.

6. abra.

elséfoku faktorat. Ellendrizze le a Kedves Olvaso, hogy a harom els6foku faktor koziil barmely
ketts "szorzata" az abran lathato grafnak egy-egy méasodfoku faktorat adja, de a grafnak nincs
Hamilton-kore, ugyanakkor a keletkezd kordk természetesen lefedik G cstcsait.

3.8. TETEL. Ha a G egyszerd dsszefiiggd grdafnak van olyan k csicsa, melyek torlése utdn
k + 1 komponensére esik szét, akkor G-nek nincs Hamilton-kore.

Bizonyitas: Indirekt bizonyitunk. Elegend§ arra gondolni, hogy egy kor k darab pontjanak
torlése utan legfeljebb k részre eshet szét. [
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3.9. TETEL. Ha a G egyszerd 0sszefliggd grdfnak van olyan k pontja, melyek torlése utdn
k + 2 komponensre esik szét, akkor G-nek nincs Hamilton-itja (s persze még kevésbé van
Hamilton-kére).

Bizonyitas: Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy G-nek az L Hamilton-ttja, azaz L-re
illeszkedik G minden cstucspontja. Barmely tut, igy persze L is, k darab pontjanak a torlésével
legfeljebb k + 1 részre bomlik, s ez ellentmond a tétel feltevésének, mely szerint legalabb k + 2
részre kellene bomolnia. [

3.5. DEFINICIO. Legyenek Gy, G, ..., G rendre mq, mo, ..., mg-ad foku faktorai a G grafnak,
ha
(i) barmely i, j esetén G;-nek illetve G,-nek nincs kozos éle,
(i) a Gy, G, ..., G, részgrafok egytittvéve tartalmazzak G Gsszes élét,
akkor G-t ezen k szamu faktor szorzatanak mondjuk.

3. Az utazoé ligynok problémaja

Nem negativ élstlyozott (E(K,) — R, w(e) > 0) K, teljes grafban keresiink minimalis
salya Cy Hamilton-kort, azaz min =~ > w(e).
CH ec B(Cy)

3.1. A "legké6zelebbi szomszéd" algoritmus.

1. Valasszuk ki K, tetsz6leges x csticsat. S az x csicsra illeszked§ élek koziil valasszunk egy e
minimalis sulyut.

2. A kivalasztott e él méasik cstucspontja legyen y, jeloljiik meg y-t is kivalasztott pontnak. Az
y-ra illeszkedd azon élek koziil, amelyek nem illeszkednek korabban kivéalasztott pontra (ill.
pontokra), valasszunk egy minimaélis sulyu €’ élt.

3. Ha mar minden pontjat megjeloltiikk K,-nek, az algoritmus véget ér K, egy sulyozott Cy
Hamilton-korének megadéaséval.

MEGJEGYZES. A Cy kor fiigg az x kezdSpont megvélasztasatol. Az S(Cy) = > w(e)
EEE(CH)
szam egy felsd korlatot ad az utazo ligynok problémara.

3.2. A rendezett élek algoritmusa.
Feltessziik, hogy a K, élsilyozott teljes graf élei sulyuk noévekvd sorrendje szerint rendezve
vannak.

1. Vélasszunk e € E(K,)-t minimalis salytnak.

2. A ki nem valasztott élek koziil valasszuk e € F(K,)-t minimalis sulyunak, iigyelve arra, hogy
egyik végpontja se illeszkedjen olyan pontra, amelyre mér korabban kivalasztott élek koziil
méar kettd illeszkedik és ne alkossanak a kivalasztott élek n csticspontnal kevesebb pontbol
allo kort.

3. Ha kivalasztott élek szama n, akkor megkaptuk K, egy sulyozott C'y Hamilton-korét.

Alsé korlatot oly moédon nyerhetiink az utazé iigynok probléméra, ha észrevessziik, hogy

K,, egy minimélis sulyu Cy Hamilton-korének tetszdleges x pontjat tordlve a K, — x grafnak

egy sulyozott feszitéfajat kapjuk.
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Keressiink a K, — x grafban egy minimalis salya T feszit6fat (példaul a Kruskal-

algoritmussal). T élei sulyanak az Osszegét jelolje S(T'), azaz S(T) = > w(e). S az a-re
ecE(T)

illeszkeds élek koziil a két legkisebb sulyt legyen ey, s, ekkor S(Cy) > S(T)+w(er)+w(es). Ez

azt jelenti, hogy az S(T') +w(e1) +w(ez) egy also korlat az utazo iigynok problémara. A 7. ébra

Ao 110 B
/
130 0120
b 150 -
7. abra.

élstulyozott G grafjanak AB, BD, BC' élei megadjak egy minimalis sulyu feszitéfajat, s az also
korlat ekkor k = 110 + 100 + 120 = 330. A graf B cstcsabol indulva a legkozelebbi szomszéd
algoritmus rendre a BD, AD, AC, BC' éleket adja, s nyerjiik a K = 10041304170+ 120 = 520
fels6 korlatot.

Feladatok
"Gyakorolj hdt és torekedj, mint a régiek, hogy az ujat megragadhasd; legfébb szabdlyod ez legyen.”
Kung Fu-ce: Lun-jii: I1.Lk6nyv 11. fejezet.

1; Igazolja, hogy ha egy élt is tartalmazé G graf minden pontjanak foka paros, akkor kijel6l-
het6k a grafban korok tgy, hogy a graf minden éle e korok koziil pontosan egyben szerepeljen.

2: Bizonyitsa be, hogy ha az e él az Osszefiigg6 G grafnak hidja, akkor G nem tartalmaz
olyan kort, melyben az e él szerepel. (Definicio szerint a G Gsszefiiggs grafnak az e élét hidnak
mondjuk, ha e torlésével a G-bdl kapott graf mar nem 6sszefiiggd.)

3; Bizonyitsa be, hogy ha a G Osszefiiggs grafnak nincs olyan kore, amely az e élt tartal-
mazza, akkor e hidja G-nek.

4; Igazolja, hogy ha a G iranyitott graf nem iires, és barmely v pontjara 0p.(v) = O (v),
akkor G lefedhetd korokkel oly moédon, hogy barmely él pontosan egy korben szerepel.

5; Bizonyitsa be, hogy a teljes graf tetszéleges iranyitasa mellett létezik olyan v pontja,
melybdl barmely masik ponthoz vezet legfeljebb ketts hossziisédgn tut.

6; Mutassa meg, hogy barmely G irédnyitott grafban a csticsok kifokainak ill. befokainak
Osszege az élek szamaval egyezik meg.

7; Bizonyitsa be, hogy barmely hidat nem tartalmazé Gsszefiiggd G graf iranyithatd oly
modon, hogy erdsen Osszefliggs legyen. (A G irdnyitott graf erdsen dsszefiiggd, ha barmely
pontjabol barmely mésik pontjaba vezet irdnyitott tt.)

8; Mutassa meg, hogy igazak az alabbi allitasok:

(i) Ha G nem iires graf, dsszefliggd és barmely v pontjara dp.(v) = g (v), akkor G-nek van
irdnyitott Euler-vonala.

(ii) Ha a G nem iires iranyitott grafnak van iranyitott Euler-vonala, akkor G barmely v pontjara
Ope (V) = 0pi(v) &s G Osszefliggs.
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9; Mutassa meg, hogy ha a GG graf nem tires és Osszefiiggs, akkor élei bejarhatok oly modon,
hogy minden élen kétszer megyiink végig és vissza tériink a kiindulasi pontba. Az élek bejarasa
ugy is elvégezhets, hogy minden élt mindkét iranyban pontosan egyszer jarunk be.

10; Legyen a (G graf olyan részgrafja GG-nek, mely tartalmazza a G v cstucspontjat és G
Euler-graf, feltessziik még, hogy G v-bdl tetszblegesen bejarhato. Toroljik G, éleit és a visz-
szamaradt izolalt pontjait G-nek, a megmaradt grafot jelolje G5. Mutassa meg, hogy G, és
G5 is v-bdl tetszolegesen bejarhato. (A G grafot v-bdl tetszdlegesen bejdrhatonak mondjuk, ha
v-bdl indulva és mindig be nem jéart élen haladva sziikségképpen G-nek valamely Euler-vonalat
kapjuk.)

11; Mutassa meg, hogy ha paros szamu utat gy kapcsolunk 6ssze, hogy kezdépontjuk u-ra,
végpontjuk v-re illeszkedik és u-n ill. v-n kiviil mas kozos pontjuk nincs, akkor mind wu-bol
mind v-bdl tetszblegesen bejarhato grafot kapunk. Mutassa meg, hogy barmely u-bol ill. v-bél
tetsz6legesen bejarhatdo G graf elGallithato az el6bbi modon.

12; Igazolja, hogy a ketténél tobb pontjukbdl tetszélegesen bejarhatd G grafok korok.

13; Jeldlje a G iranyitott graf cstucsait rendre vy, vy, vo, . .., Vg_1, Uk, Vks1, ..., Un, Mutassa meg,

hogy a i |0ki(vi) — Ope(vi)| sz&m paros.

14; Vi%sgélja meg, hogy a 4 x 4-es sakktablat be lehet-e jarni egyetlen loval lougrasokkal oly
modon, hogy mindig olyan mezdre 1épiink, melyen korabban még nem jartunk! (Tetszélegesen
valasztott mezdrdl indulhatunk.)

15; Végig lehet-e jarni az 5 x 5-6s sakktablat az el6bb emlitett modon?

16; Bizonyitsuk be, hogy ha egy tarsasdgnak barmely tagja ismer a tarsasaghol legalabb k
embert, akkor koziiliik leiiltethets egy kerek asztal mellé legalabb k& + 1 személy oly moédon,
hogy mindenkinek a két szomszédja ismerdse is egyben. (Feltételezziik, hogy k& > 2 és az
ismeretségek kolesonosek. )

17; Bizonyitsa be, hogy ha az elébbi feladatban emlitett tarsasag 6 f6bdl all és k = 3, akkor
mind a hatan leiiltethet6k egy asztal mellé az el6z6 feladat feltételeinek megfelelGen.

18; Legyen a G graf csicspontjainak a szama n > 4. Mutassa meg, hogy ha az n ponti

n —
egyszeri grafban barmely —— > k pozitiv egész k-ra a k-nal nem nagyobb fokt pontok szdma

kevesebb mint k, akkor a G graf sszefiiggs.

19; Mutassa meg, hogy ha az egyszert Ssszefiiggd G graf K korének barmely e élének torlése
utan a G leghosszabb utjat kapjuk, akkor K Hamilton-kére G-nek.

20; Igazolja, hogy ha egy n csticspontii egyszert graf barmely leghosszabb tutjanak végpontjai
fokszamainak Osszege n, akkor a leghosszabb utak kozott van olyan, melynek a végpontjai
szomszédosak.

21; Mutassa meg, hogy ha valamely sakk versenyen mindenki mindenkivel egyszer
mérkszott, és dontetlen nem volt, akkor a versenyzdék sorba rendezhetSk oly modon, hogy
mindenki gy6zott az utana kovetkezd ellen.

22; Bizonyitsa be, hogy a legalabb 2 pontu teljes grafnak barmely iranyitasa mellett van
irdnyitott Hamilton-utja.

23; Irényitsa az 5 szogponti teljes grafot oly modon, hogy ne legyen a kapott grafnak
irdnyitott Hamilton-kore!

24; Rajzoljon olyan 6 pontt 11 éld egyszerd grafot melynek nincs Hamilton-kore.
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25; Helyezzen el, az oktaéder minden lapjara egy-egy a lapot pontosan fedd tetraédert.
Mutassa meg, hogy az igy létre jott test élhalozatabol allo grafnak nincsen sem Hamilton-kore,
sem Hamilton-utja.

26; Hany Hamilton-kore van a tetraéder ill. hexaéder (kocka) grafjanak.

27; Ha egy Osszefiiggs graf nem egyrétien jarhaté be (tehat legalabb négy paratlan foku
csucsot tartalmaz), akkor legalabb két kiilonb6z6 minimaélis lefedése van. (A lehetd legkevesebb
vonalbdl allo lefedéseit egy grafnak minimalis lefedésnek mondjuk, és egy vonalhalmaz lefedd,
ha a graf minden élét legalabb egyszer tartalmazza.)

28; A K, (n > 2) teljes graf éleit két szinnel, pirossal és zolddel szineztiik ki. Bizonyitsa
be, hogy K,-nek lesz olyan & Hamilton-kore, mely egyszind, vagy legfeljebb két egyszini ivbdl
all. (Szorgalmi)



