Graf csucsainak szinezése

2014. M4jus 13.






The Four-Color Theorem
4 szin tetel




Grafok szinezése

Keépzelt kontinens — hany szinnel tudjuk ugy kiszinezni, hogy
szomszédos orszagok mas szinlek legyenek?
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4-szin téetel

Minden térkep kiszinezhet6 4 szinnel ugy, hogy a
szomszédos teruletek mas szintek lesznek.

Haaken és Appel bizonyitotta szamitogep
segitsegevel, kb. 1000 oras futasi idovel (1976),
2000 esetet vizsgaltak meg szisztematikusan,
ami ellenpelda lehetett volna

Ujabb biz.: (?)

http://www.math.gatech.edu/~thomas/FC/fourcolor.

htm!l (The Four Color Theorem)


http://www.math.gatech.edu/~thomas/FC/fourcolor.html

A térképszinezestol a grafszinezesig

A probléma grafelméleti megfogalmazasa:




A terkepszinezestdl a grafszinezesig

Minden terulethez egy pontot rendellunk, ezek lesznek a graf
csucsai, élek: ha a teruletek szomszédosak voltak:
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A térkéepszinezestol a grafszinezesig




A térkepszinezestol a grafszinezesig

lgy kapjuk a dualis grafot:
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A térkeptol a dualis grafig

Dualis graf:
1) Minden terilet belsejébe tegylink egy pontot:




A térkeptdl a dualis grafig

Dualis graf:
2) A pontokat kossuk 0ssze a hatart metszo
vonallal:




A térkéepszinezestol a grafszinezesig

Megrajzoljuk a dualis grafot:




A térkéepszinezestol a grafszinezesig

A térkep orszagainak szinezése ekvivalens a
dualis graf csucsainak szinezesevel.



Szinezés

DEF: Egy egyszerl graf n-szinezhet6, ha minden
csucsahoz hozzarendelheto ugy egy szin hogy ket
szomszedos csucshoz rendelt szin kulonbozo.

Az egyszeru graf az a legkisebb szam,
ahany szinnel kiszinezheto.

Tétel: Valamely graf akkor és csak akkor paros, ha
kKromatikus szama 2.

lgy pl.: x(K, m)=2. K,=? Teljes grafra y="



Példa

Ha a terkep nem szinezheto ki két szinnel, a
dualis grafja sem:




Példa

Ha a terkep nem szinezheto ki 3 szinnel, a
dualis graf sem:




Pelda

A dualis graf 4 szinnel kiszinezhet0, a térkep is:




4-szin tétel grafokra

Minden sik graf kiszinezheto negy szinnel



Egy utemezeési feladat megoldasa graf szinezéssel

EG:Hany kulonbozo6 alkalmat kell kiirni az els6 vizsgakra, ha a kurzusoknak
van kozoOs hallgatoik? A lehet6 legtobb vizsgat egy alkalommal szeretnénk
tartani, mert kevés a felligyel6 tanar ©

Legyenek a targykodok pl:

1007, 3137, 3157, 3203, 3261, 4115, 4118, 4156

Tegyuk fel, hogy az alabbi targyak esetében nincsenenek kozos hallgatok:
1007-3137

1007-3157, 3137-3157

1007-3203

1007-3261, 3137-3261, 3203-3261

1007-4115, 3137-4115, 3203-4115, 3261-4115

1007-4118, 3137-4118

1007-4156, 3137-4156, 3157-4156



Egy utemezeési feladat megoldasa graf szinezéssel

A probléma megoldasa grafszinezessel:

A csucsok a kurzusok, az el pedig akkor legyen ket kurzus
kozott, ha van kozos hallgato-ezeket nem lehet
egyszerre tartani.
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Egy utemezeési feladat megoldasa graf szinezéssel




Graf (csucsainak) szinezese
* Minden csucshoz egy szint rendelunk

— Szomszédos csucsok szine kulonbozb

« Klasszikus problema: NP komplett

— De vannak |0 heurisztikak



Regiszter allokacio
graf szinezessel

* Minden valtozo egy regiszterhez van hozzarendelve

— Minden csucs kap egy szint

— HA 2 hely interferal, nem kaphat uo. regisztert,pl. ha egy
ciklusban futnak

— Ha két csucs kozott van él, akkor kulonboz6 szinnel kell

szinezni @ @
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Graf szinezese-példa
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Graf szinezese-példa

* 1 egy szinnel
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e 2 szinnel
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 Még mindig 2 szinnel
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Graf szinezése-példa
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Kromatikus szam

Kromatikus szam: az a legkisebb szam, ahany
szinnel a graf kiszinezheto

Jele: y

Példaul paros korokre, paros grafokra: x(C,,)=2
Példaul paratlan korokre: y(C,y.1)=3

Paros grafra? (Tétel: G acsa paros, ha y(G)=?)
Teljes grafra?

Klikk (olyan részgraf, mely teljes graf)



Heurisztika

* N szinnel kiszinezni

* Ha fokszam < N=csucsok szama
— A csucsot mindig ki tudjuk szinezni
— Minden csucsot kiszinezunk, €s a végén a kiindulasit

 Ha a fokszam >= N
- lehet hogy ki lehet szinezni N szinnel



Regiszter allokacio
graf szinezessel

* Minden valtozot egy regiszterben tarolunk

— Minden csucs kap egy szint
— HA 2 hely interferal, nem kaphat uo. regisztert
— Ha ket csucs kozott van él, akkor kulonbozo szinnel kell

szinezni-ennyi regiszter kell



Heurisztika a regiszter allokacidohoz

A hurkok kiertekelése gyorsabb: valtozokat a CPU-ban
taroljuk —ezek a csucsok, él- ha egy idoben kellenek-
annyi regiszter kell, ahany szinnel ez a graf kiszinezhet6

Tavolitsuk el az alacsony fokszamu < N csucsokat egy
verembe

Ha mindegyik csucs fokszama >= N

— Kivalasztunk egy csucsot-erre nem lesz szin
— ELtavolitjuk

Ha ures, elkezdjuk a szinezest

— Kiveszunk egy csucsot

— Olyan szinlre szinezzuk, amilyen a szomszédaitol kulonbozik,
ilyen van mert fokszam < N)



Graf szinezése-példa
N =3
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 Alkalmazasok:

DJAA
www.cs.purdue.edu/homes/dmdrake/cse397rna.ppt

WWW.cS.unc.edu/~isenburqg/slides/cpmcddp.ppt



http://www.cs.purdue.edu/homes/dmdrake/cse397rna.ppt
http://www.cs.unc.edu/~isenburg/slides/cpmcddp.ppt

5-szin tetel es bizonyitasa

Tétel: Ha G sikba rajzolhat6 graf, akkor ¢ (G)<=5

Biz.:

Teljes ind. a graf pontszamara

Ha a grafnak max 5 db csucs van, akkor nyilvanvaléan kiszinezhet6 5 szinnel.

TFH, n=k csucsu graf kiszinezhet6 5 szinnel

N= k+1-re:

VOLT: sikgrafokra: élek szama<=3n-6, kovetkezménye: van olyan csucs,
melynek fokszama max 5.

HA x foka=4, akkor x-et elhagyva a csucsok szama eggyel csokken, tehat az ind.
feltevés miatt ez kiszinezhetd 5 szinnel, visszavéve ezt a csucsot, a
szomszeédait ki lehet szinezni 4-gyel, +x, 5 szin!

Ha x foka=5, akkor minden szomszédja nem lehet 0sszekotve egymassal, mert
akkor K. részgraf lenne:-nem sik!

Legyen z, y az x olyan szomszédjai, melyek nincsenek osszekotve, ezeket
vonjuk 0ssze egy pontta, hagyjuk el x-et. Az ind. feltevés miatt a maradék
Kiszinezhetd 5 szinnel. Visszavéve és szétszedve x-y-z csucsokat, ezek
KiszinezhetOk max 3 szinnel, hiszen x-nek 0sszesen 5 szomszédja van, az y
és z-kivuli csucsok 3 szint lefoglalnak, de y és z egyszinld (nem
szomszédok), marad egy szin x-nek.



Ha a legkisebb fokszam 4



Ha a legkisebb fokszam 5
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Ha x foka=5, akkor minden szomszédja nem lehet
Osszekotve egymassal, mert akkor K; részgrafja lenne:-nem
lehetne sik a graf!

Legyen z, y az x olyan szomszédjai, melyek nincsenek
osszekotve, ezeket vonjuk majd ossze egy pontta, miutan
elhagytuk az x csucsot az illeszkedo élekkel egyiitt.




Legyen z, y az X olyan szomszédjai, melyek nincsenek
osszekotve, ezeket vonjuk ossze egy pontta, hagyjuk el az x
csucsot az illeszkedo élekkel egyiitt. Ekkor az ind. feltevés
miatt a maradék graf Kiszinezhet6 5 szinnel. Az Xy ésszevont
pont kap egy szint — amit meg is tartunk. (E pont fokszama
lehet nagyobb is az abran lévonél, 1ényeg, hogy egy szine lesz!)

Visszavéve az X, és szétszedve az y-z csucsokat, ezek Kkiszinezhetok
max 3 szinnel, hiszen x-nek osszesen 5 szomszédja van, az y és z
csucsokon Kkiviili csucsok 3 szint lefoglalnak, de y és z egyszini (nem
szomszédok), és még marad egy szin X-nek.




4 szin tetel

« Tetel: Ha G sikbarajzolhato graf, y(G)<4
 APPEL és HAKEN, 1977



