
Gráfelmélet előadás vázlatok, 2013. ősz
Az előadáson elhangzott alábbi tételek bizonyításai ebben a könnyen érthető anyagban is benne vannak (szerzők: Bércesné Novák Ágnes-Hosszú Ferenc- Őri István- Rudas Imre ):
http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/dmat/grafok.doc
Tétel:
 n csúcsú összefüggő egyszerű gráf éleinek száma legalább n-1

Biz.: teljes ind.

Tétel:

Ha egy összefüggő egyszerű gráf csúcsainak fokszáma min 2, akkor abban van kör. 

Biz.: leghosszabb út
Fák
Hol kellenek a fák? (Mindenhol:)

(összefüggő (ÖF) gráfok és  fák

ÖF G: bármely csúcsból bármely csúcsba vezet út ( komponenseinek száma 1

Ha egy egyszerű gráf minden csúcsának fokszáma 2 , akkor van benne kör.

Egy n csúcs ÖF gráfban legalább n él van, akkor van benne kör.

Fa def: körmentes ÖF gráf
G gráf (n csúcsú) akkor és csak akkor FA, ha 

1. Összefüggő, de bármely élet elhagyva már nem az. 

2. körmentes, de bármely új élet behúzva már nem az. 

3. bármely két pontja között pontosan egy út van. (indirekt) 

4. összefüggő és n-1 éle van. (teljes ind)

5. körmentes és n-1 éle van. (teljes ind)

Ha az öf (mi van, ha ezt nem tesszük fel??)  gráf éleinek száma n, akkor a gráfban van kör. 
Gráfok reprezentációja: Szomszédsági mátrix, illeszkedési mátrix
Példa:  Bizonyítsa be, hogy a paraffinok (általános képletük:  CnH2n+2 (n=1,2,3,.))

molekuláris modelljei fák.

Bizonyítás: A gráf pontjainak száma = szén és hidrogén atomok száma

= n+2n+2 = 3n+2

A gráf éleinek száma = pontok fokának összegének fele

= 1/2(4n+2n+2) = 3n+1.

A gráf összefüggő, hiszen egy molekuláról van szó, és n csúcshoz n-1 él tartozik, tehát ezek fák. 

Kézfogási tétel:

Egy gráfban a fokszámok összege = élek számának kétszerese
Biz: egy élet mindig két csúcsnál számolunk

Következmény:

A páratlan fokszámú csúcsok száma páros. 

Biz.:  A kézfogási tétel alapján: külön összegezve a páros és külön a páratlan csúcsszámok fokszámait, előző páros szám, s mivel az összes fokszám összege páros, ezért a páratlan fokú csúcsok számának párosnak kel lenniük – ellenkező esetben ezek összege páratlan, s akkor a fogszáok összeg sem lehetne páros!

SKATULYA ELV: ha n db skatulyába kell n+1 db tárgya elhelyezni, akkor lesz legalább egy skatulya, amleyben legalább két tárgy található. (HA „rosszul” osztjuk el őket, lehet, hogy egybe nem teszünk egy tárgyat sem, akkor egy másikba kerülhet 3 is:)

A skatulya elv egy alkalmazása: 

Tétel: Bármely egyszerű gráfban van két olyan pont, amelynek fokszáma egyenlő.

Biz: lehetséges fokszámok: 0, 1, 2, ….n-1, vagyis n db fokszám. De 0 és n-1 egyszerre nem fordulhat elő (miért?), ezért n csúcsra kell elosztani n-1 db fokszámot-> kettőnek ugyanakkora lesz a fokszáma.

Igaz-e a fenti tétel nem egyszerű gráfok esetében? 

Feszítő fák
Néhány gráfalgoritmus szemléltetése (angol oldal)

http://students.ceid.upatras.gr/~papagel/
Minimális feszítőfa keresése
Feszítőfa: a gráf minden csúcsát tartalmazó fa

Tétel:

Minden gráfnak van feszítőfája: a körökből hagyjunk el egy-egy élt.

Probléma:  Élsúlyozott  ÖFEG-ben legkisebb élsúlyösszegű feszítőfa keresése

Prim algoritmusa: a legkisebb súlyú élhez fűzzük a rá illeszkedő következő legkisebb súlyú élet, ha nem alkot kört az eddig vizsgált élekkel

Prim algoritmusával négy különböző példa: 

Kruskal algoritmus : Az éleket súlyuk szerint növekvő sorrendbe rendezzük, 

A  legkisebbtől kezdve  vesszük őket (nem feltétlenül illeszkedően ) úgy, hogy  kört ne képezzenek. Ha már van n-1 él, akkor a készen vagyunk.

http://www.unf.edu/~wkloster/foundations/KruskalApplet/KruskalApplet.htm
http://students.ceid.upatras.gr/~papagel/project/kruskal.htm
Adott csúcsból legrövidebb út keresése a többi csúcsba: Dijkstra algoritmusa

Probléma: Nem negatív élsúlyokkal rendelkező  ÖFEG adott csúcsából másik adott csúcsába eljutni a legrövidebb (legkisebb élsúlyösszegű úton)  

MO: Dijkstra:

Az elvi algoritmust mindenkinek tudni kell, nemcsak alkalmazni, hanem leírni (adatszerkezet nélkül, „emberi” alkalmazásra)

Részletes, az előadáson elhangzott algoritmus leírás, magyarázat, példa: 

Magyarul:

http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/dmat/Dijkstra_jav_2012_v.ppt
Dijkstra algoritmusa helyes:

Ki van jelölve egy kiindulási pont. A gráf élsúlyozott. A kijelölt csúcsból kell eljutni a többi csúcsba, a legrövidebb úton.

Az előadáson ismertetett algoritmus helyességét teljes indukcióval láttuk be, alkalmazva a 

dinamikus programozás egyik alapelvét: az optimális részstruktúra elvét. 

Ez esetben ez azt jelenti, hogy a legrövidebb út bármely része is legrövidebb, ti. más csúcspontok között. (PL. legyen egy út A és B csúcsok között A, C, D, E, F, G, B. Tekintsük a C,D,E,F utat. Ha ez nem lenne legrövidebb, akkor létezne a C és F között rövidebb út, pl. C, X, F. Akkor nyilván az eredeti AB út helyett az ACXFGB utat véve, az rövidebb lenne, tehát a kiindulási út nem lehetne a legrövidebb. Ez ellentmondás.  

A háromszög egyenlőtlenség is igaz:

AB + BC > AC, hiszen, ha AB + BC <= lenne, akkor ezeket választva jutottunk volna el A-ból C-be, 

Ha egy csúcs van és egy él, nyilván az minimális. 

 d (v0)= 0

d(v1)=e(v0,v1)

Ha már elindult az alg.,akkor d(s, vk)= d(vk) +w(vk-1,v)

Animáció: 

Az alábbi animációba a gráf berajzolható, és a step gombbal az egyes lépések nyomon követhetők. Apróbb eltérések vannak, pl. az inicializálásban.  A címke a csúcsot reprezentáló körben látható. A zárthelyiben a tanult módon az egyes csúcsoknál jelölni kell az egyes lépéseket, és a javításokat, ezeket ebben a programban nem írták ki, lépésenként felülíródnak a címkék. 

http://www.dgp.toronto.edu/people/JamesStewart/270/9798s/Laffra/DijkstraApplet.html
PRÜFER KÓD: fák tárolására alkalmas

A fa n csúcsát az 1-n természetes számokkal (tetszőlegesen) címkézzük.

A Prüfer kód alkalmazásához: tudjuk, hogy minden legalább két csúcsú fában van legalább két csúcs, amelyek fokszáma 1. (minden fának van legalább két levele)

BIZ:: HF, pl. teljes indukcióval.

A Prüfer-kód előállítása:

Animáció:

http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/dmat/Prufer_sk.ppt
Kiindulás: egy fa valamilyen formában megadva (ábra, szomszédsági lista, láncolt lista, csúcs-mátrix)

1. Sorszámozzuk meg a csúcsokat: 1, 2, …n

2. Keressük meg a legkisebb sorszámú elsőfokú csúcsot a (maradék)

fán. Hagyjuk el ezt a csúcsot a rá illeszkedő éllel együtt, az élet, és fűzzük a lista végéhez az él másik végén található csúcs sorszámát.

3. Ismételjük a 2. pontot addig, amíg egy csúcs marad, az így kapott lista lesz a

Prüfer-kód.

A Prüfer-kódból a fa visszaállítása

Tömören (Gyenis Zalán - Rényi Intézet megfogalmazása alapján):
Az  n−2 hosszú, 1, 2, . . . n elemeket tartalmazó sorozathoz tartozó fa meghatározása):

Ha a Prüfer kód az (a1, a2, . . . an−2) számjegyekből álló sorozat; akkor  a csúcsok halmaza: 

CS:= {1, 2, . . . n}. bi a csúcsok halmazának azon eleme, amely nem szerepel az {ai+1, ai+2, . . . an−1} és a {b1, b2, . . . bi} halmazokban sem. Az élek (ai, bi), ahol i = 1, 2, . . . n – 1.
Részletesebben, de kicsit másképpen:

Segít, ha leírjuk a csúcsok halmazát, a Prüfer kódot, és a levelek (az elsőfokú csúcsok) halmazát. (Hf.:honnan tudjuk, melyek a levelek? )

1. Legyen v a Prüfer-kód, számoljuk ki n-et, ha a kód hossza n−2(. Legyen

CS = {1,2, . . . ,n} a csúcsok halmaza. Induljunk ki egy n csúcsú 0 élű gráfból.

2. Keressük meg a leveleket és írjuk fel őket növekvő sorrendben.  

3. Vegyük a lista (a Prüfer-kód) első elemét. Kössük össze ezt a sorszámú csúcsot 
a levelek listájának első elemével. A levelek listájából és a csúcsok listájából töröljük az első elemet.
4.  A következő lépésnél meg kell vizsgálni, hogy a  levélhalmazban van-e kisebb sorszámú, mint a Prüfer kódban szereplő első elem (amivel az első levelet összekötöttük). Ha van, akkor a Prüfer kód első elemét átrakhatjuk a levél lista első elemének, a kód első elemét (amit a lev listára raktunk) letöröljük. Az így kapott új levél listával, új Prüfer kóddal és új csúcshalmazzal  ismételjük meg az eljárást a 3. ponttól.
A fenti alapötlet felhasználásával (ti. a soron következő csúcs-él a kód még fel nem nem használt következő számjegyei között NEM szereplő, és a csúcslistában még fel nem használt csúcsok közül a legkisebb számozású. Ezt a számú csúcsot kötjük össze a Prüfer kódban szereplő következő számmal reprezentált csúccsal) másféle visszakódolás is lehetséges, pl. indulhatunk  a Prüfer kód eredeti sorrendjében, élenként ÉS CSÚCSONKÉNT felépítve a gráfot. Még praktikusabb, ha visszafelé építjük fel, hiszen ekkor könnyű keresztezés nélkül lerajzolni a fát.  

Prüfer kód C++-ban: http://hu.wikipedia.org/wiki/Pr%C3%BCfer-k%C3%B3d (ellenőrizni kellene!)

http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/dmat/Prufer_sk.ppt
Tétel: Prüfer kód és fák közti bijekció:

Az n-2 db számból álló, 1, 2, …n számokból készített kódok és a fák között egy-egy értelmű megfeleltetés (bijekció) van. (biz. nélkül)

Részgráfja a G’(V’, E’) a G(V, E)-nek ( jelölés: G’(V’, E’) ( G(V, E)) ha  V’ ( V és E’ (  E 

Részfa: fa részgráf

Feszítőfa, vagy faváz: G’(V’, E’) ( G(V, E) és V’=V
Pl. hálózat: üzenetek továbbítása, hóeltakarítás
CAELEY tétele: feszítőfák száma n pontú teljes gráfban: n n-2
Bizonyítás: Prüfer kód segítségével: n-2 hosszú különböző sztringek száma n számjegy ismételt felhasználásával  nn-2.
Gráfbejárások (dec. 7)
Adott gráfban keresünk szisztematikusan adott tulajdonságú (pl. címkéjű) csúcsot. A szisztéma sokféle lehet, a két alap a szélességi és a mélységi keresés. 

Szélességi keresés (Breadth-First Search= BFD)

http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/dmat/Breadth_First_Search.ppt
Egy szép szélességi bejárás (igaz-e, hogy az itt látható gráfnak van Hamilton-köre?): 

http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/dmat/bfs.gif
Mélységi keresés (Depth-First Search =DFS, Backtracking)

http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/dmat/Depth_First_Search.ppt
Olvasmány: 

Egy MI alkalmazás: n királynő probléma, n x n-es sakktáblán hogyan lehet elhelyezni 4 királynőt úgy, hogy ne üssék egymást? (A királynő (vagy vezér) a sorában, az oszlopában és átlósan is tud „ütni”)

http://students.ceid.upatras.gr/~papagel/project/kef5_8.htm
**********************************************************************

Fabejárások (speciális gráfbejárások) 
Leggyakrabban bináris fákra használjuk, de egy részük általánosítható m-aris fákra is. 

Alapgondolat: 

Megkülönböztetünk egy csúcsot, ezt gyökérnek nevezzük. A gyökér őse (szülője) a szomszédos csúcsainak, és ezek a csúcsok az ősök (szülők) utódai (gyerekei). 

Az az utód, aki  nem szülő, a fa levele (. A fában egy út nevezhető „ág”-nak is.

Bináris fa:

Minden csúcsnak legfeljebb két gyereke lehet. 

Felépítése, elem keresése, elem beszúrása, elem törlése.

Animáció:

http://www.ibr.cs.tu-bs.de/courses/ss98/audii/applets/BST/BST-Example.html
Először mutat egy példát, de ez nem biztos, hogy érthető lesz. Ugyanis a címkék csak akkor láthatók, ha a lenyíló menüben az ablak alján lévő középső textboxban a „none” alapértelmezés helyett bármi mást választunk, pl. a „fancy”-t. Sebaj, az első automatikus futás után már mindenki maga kísérletezhet…

Szerintem a legjobban akkor látható, ha az első boxot  „none”-ra a másodikat „fancy”-re állítjuk.

Preorder, inorder, postorder bejárások

Preoder/postorder: A fa gyökerét eltávolítva a keletkező baloldali/jobboldali részfát járjuk be, úgy, hogy a fa gyökerét eltávolítva a keletkező részgráfot preorder/postorder módon járjuk be.

http://www.cosc.canterbury.ac.nz/mukundan/dsal/BTree.html  

Mindhárom: Célszerű a lépésenkénti (Step) módot választani, így könnyű megtanulni.
http://nova.umuc.edu/~jarc/idsv/lesson1.html
























3

