ALLANDO EGYUTTHATOS INHOMOGEN EGYENLET MEGOLDASA
A PROBAFUGGVENY MODSZEREVEL

(Osszedllitotta: Csorgd Istvdn, 2007.)

Legyen I C R nyilt intervallum, n € N, ag, ... ,a,_1 € C adottak, és tekintsik az y : I — C
fiiggvényekre felirt

Ly) =y™ +an -y V4. a9y +ao-y

allando egytitthatds linedris differencialoperatort. Ennek karakterisztikus polinomja:
Piz)=2"4a,1-2"—14+...4+a1-2+ap (z € C).

A karakterisztikus polinom gydkei segitségével tudjuk megadni az L(y) = 0 homogén egyenlet
Yi,---,Yn : I — C alapmegoldasait, az un. alaprendszert. Ezt az eljardst ismertnek tételezziik
fel. Ismerjlik azt az eljarast is, hogy valds a; egyiitthatok esetén hogyan kaphatunk valds értéki
fiiggvényekbdl allé alaprendszert (yi,...,y, : I — R). A tovdbbiakban az L(y) = f inhomogén

egyenlet egy vy, : I — C partikuldris megolddsdnak keresésével foglalkozunk abban az esetben,
amikor f : I — C specidlis fliggvény, pongyolan fogalmazva, amikor a jobb oldalon all6 f fiiggvény

"polinom-szor exponencidlis-szor trigonometrikus” szerkezeti tagok dsszege.

Maris feltehetd, hogy ez az Osszeg egyetlen tagbdl &ll, hiszen ha y,, megolddsa az L(y) = fi
egyenletnek (k = 1,...,m), akkor - az L linearitdsa miatt - y, := yp,1 + ... + ypn, megoldasa az
L(y) = f1+ ...+ fr egyenletnek (szuperpozicié elve).

Az eljaras kiindulopontja az alabbi tétel, mely a ”polinom-szor exponencidlis” tipusu jobb oldalra
vonatkozik:

1.1 Tétel. A fent bevezetett jelolések mellett legyen N € C, és jelolje r a X\ multiplicitasat a P
karakterisztikus polinomban (ha X nem gyoke P-nek, akkor legyen r :=0). Legyen tovabba Q : I — C
eqy N -edfoki polinom. Ekkor az

egyenletnek van
y, = 1" R(z) - e

alaki megolddsa, ahol R : I — C egy legfeljebb N -edfoki polinom.
Ha a differencidlegyenlet a; egyitthatoi, a ) polinom egyutthatdi, valamint a A szdm wvaldsak,
akkor R egyitthatoi is valdsak, tehdt y, valds értéki fuggvény.

A tétel kovetkezménye az az eset, amikor a ”trigonometrikus szorzé” is belép.

1.2 Tétel. Jelolje i a képzetes eqységet (i = /—1).

Az elbz6 tétel feltételeihez képest legyen legyen A\, u € C, és jelolje v a N\ + pi multiplicitdsdt a
P karakterisztikus polinomban (ha \ + ui nem gyéke P-nek, akkor legyen r :=0). Legyenek tovdabbd
Q1, Qs : I — C legfeljebb N -edfoki polinomok, melyek legaldbb egyike nem azonosan 0. Ekkor az

L(y) = " - (Qu(x) - cos px + Qo(x) - sin )
egyenletnek van
yp =" - e (Ry(x) - cos px + Ry(z) - sin px)

alaki megolddsa, ahol Ry, Ry : I — C legfeljebb N -edfoki polinomok.
Ha a differencidlegyenlet a; egyutthator, a Q1 és Q2 polinomok egyitthatoi, valamint a X és a p
szamok valdsak, akkor Ry és Ry egyitthatoi is valdsak, tehdt y, valds értéki fugguény.
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Bizonyitas. Viazlatosan: cospuz-et és sin uz-et kifejezziik az exponencidlis fliggvényekkel (Euler-
formula), majd - megfelel§ rendezés utén - alkalmazzuk az el6z6 tételt. m

1.3 Megjegyzés.

1. Lathatd, hogy u = 0 esetén az eléz6 tételhez jutunk. Ilyenkor Q(z) = Qi(x), R(z) = Ryi(z),
A+ pi = A

2. Fontos szerepe van annak, hogy a A+ ui szam gyoke-e a karakterisztikus polinomnak, s ha igen,
akkor hanyszoros gyoke (r értékének meghatdrozdsa). Az els tételben persze - = 0 miatt -
A+ pt = A

Nevezziik a tovabbiakban a A + ut szamot "rezonal6 gyok”-nek.

A médszert a gyakorlatban igy célszerti végrehajtani:
. 1épés: Tisztazzuk, hogy a = 0 vagy a u # 0 esettel van-e dolgunk.

. lépés: Megallapitjuk a A 4+ ui rezonald gyokot, megnézziik, hogy hanyszoros gyoke a karakterisztikus
polinomnak. Ezzel meghatarozzuk r értékét, s az " hatvanyt.

. 1épés: A keresett polinomokat (R ill. Ry, Rs) "hatdrozatlan egyiitthatékkal” felvessziik.
. 1épés: Eléallitjuk az y, prébafiiggvényt (hatarozatlan egyiitthatokkal).
. 1épés: y,-t (megfeleld szamu derivalds utan) behelyettesitjiik a differencidlegyenletbe.

. 1épés: A megfelel6 egyiitthatok egyenlévé tételével kapott egyenletrendszert megoldjuk. fgy megkapjuk
a hatdrozatlan egytitthatok értékét, s ezzel megvan az y, partikuldris megoldas.

A tovabbiakban 10 db kidolgozott példa koévetkezik, melyeknél az alapintervallum végig I = R.
Mivel a cél a probafiiggvény-modszer szemléltetése, ezért az elso 7 példaban a differencialoperator
(vagyis a differencidlegyenlet bal oldala) ugyanaz lesz, és csak egy partikularis megoldast keresiink.
Az utolsé 3 példaban megvaltozik a diff. egyenlet bal oldala, itt az 0sszes megoldast fogjuk keresni.

Az els6 7 példa kozos differencidloperatora:

Lly) =y"—y —2y.

Karakterisztikus polinomja:
P(z)=2*—2-2,

melynek 2 db egyszeres valos gyoke van: A\ = 2 és Ay = —1.
Ennek alapjin az y” — ¢y’ — 2y = 0 homogén egyenlet alapmegoldasai (az alaprendszer):

2z

p()=e*  pr)=e*  (reR)

1.4 Kidolgozott példak.
Az 1. példa jobb oldala egy exponencidlis fiiggvény, és nincs rezonancia.

1 Példa. Keressiik meg az
y// . y/ _ 2y — 86335

differencidlegyenlet eqy megolddsdt.



Megoldas.
Nincs trigonometrikus szorzo, tehat p = 0.

A rezondlé gyok: A = 3, ami nem gyoke P-nek, tehat r = 0 (nincs rezonancia).

Q(z) = 8, ami egy 0-adfoki polinom, tehdt N = 0. Ezért R(x) = A (A jeloli a hatdrozatlan
egylitthatdt).

A prébafiiggvény: y, = A - e*.

y, = 3Ae*, yi = 9Ae®. Behelyettesitve:

9Ae3 — 3Ae3* — 2Ae> = 87, 4Ae>* = 8e3* A=2.
A partikuldris megoldas tehdt y,(z) = 2¢** (x € R).
A 2. példa jobb oldala szintén exponencialis fiiggvény, de rezonancia is van.

2 Példa. Keressiik meg az
y// . y/ o 2y _ 9621:

differencidlegyenlet eqy megolddsdt.

Megoldas.
Nincs trigonometrikus szorzo, tehat p = 0.
A rezondlé gyok: A = 2, ami 1-szeres gyoke P-nek, tehét r = 1 (rezonancia van).
Q(z) =9, ami egy 0-adfoki polinom, tehat N = 0. Ezért R(z) = A.
A prébafiiggvény: y, =z - A - €%,
Y, = Ae* + 2Aze*®, Yy, = 4Ae* 4 4Axe*®. Behelyettesitve:

4Ae*® 4+ 4Axe™ — Ae®® — 2Axe™ — 2Axe®® = 9e*°, 3Ae* = 9e2*, A=3.
A partikuldris megoldés tehdt y,(z) = 3ze** (x € R).
A 3. példa jobb oldala ”polinom-szor exponencialis”, és nincs rezonancia.

3 Példa. Keressiik meg az
y// . y/ _ 2y — 4x€l’

differencidlegyenlet eqy megolddsdt.

Megoldas.
Nincs trigonometrikus szorzo, tehat p = 0.

A rezonél6 gyok: A = 1, ami nem gyoke P-nek, tehat r = 0 (nincs rezonancia).

Q(x) = 4z, ami egy elséfokt polinom, tehat N = 1. Ezért R(x) = Az + B.

A prébafiiggvény: y, = (Az + B) - e*.

y, = Ae® + (Ar + B)e”, y, = 2Ae” + (Az + B)e”. Behelyettesitve:

2Ae” + (Ax + B)e® — Ae® — (Ax + B)e” — 2(Az + B)e® = 4xe”.
Rendezés és egyiitthaté-osszehasonlitas utan:
Ae” — 2Axe” — 2Be” = 4xe”, A-2B=0 —2A=4, A=-2, B=-1.

A partikuldris megoldds tehat y,(x) = (=2z — 1)e* (z € R).

A 4. példa jobb oldala szintén ”polinom-szor exponencidlis”, de itt van rezonancia.
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4 Példa. Keressiik meg az
y' =y —2y=(5—06x)e”

differencidlegyenlet eqy megolddsdt.

Megoldas.
Nincs trigonometrikus szorzo, tehat p = 0.
A rezondl6 gyok: A = —1, ami gyoke P-nek, tehat r = 1 (van rezonancia).

Q(z) =5 — 6z, ami egy els6foki polinom, tehdt N = 1. Ezért R(x) = Az + B.
A prébafiggvény: y, =z - (Axz + B) - €% = (Az? + Br)e ™.

y, = (2Az + B)e ™ — (Az® + Br)e ™,

yy =2Ae™" — (2Az + B)e™ — (2Ax + B)e " + (Az? 4 Bx)e ™.
Behelyettesités, rendezés és egyiitthaté-osszehasonlitas utan:

94— 3B=5 —6A=-6, A=1 B=-1.
A partikuldris megoldés tehdt y,(z) = z(z — 1)e™® = (2 —x)e ™ (z € R).
Az 5. példa jobb oldala egy (masodfoku) polinom.

5 Példa. Keressiik meg az
' —y —2y=222—22—6
differencidlegyenlet eqy megolddsdt.
Megoldas.
Nincs trigonometrikus szorzo, tehat p = 0.
Exponencidlis szorzé sincs, ami azt jelenti, hogy a rezonal6 gyok: A = 0. Ez nem gyoke P-nek,
tehat » = 0 (nincs rezonancia).
Q(x) = 22? — 2x — 6, ami egy masodfokt polinom, tehdt N = 2. Ezért R(z) = Az* + Bz + C.
A prébafiiggvény: y, = Az? + Bz + C.
y, = 2Ax + B, y, = 2A. Behelyettesitve:

24 — 2Ax — B — 2A2* — 2Bx — 2C = 22> — 2z — 6.
Rendezés és egyiitthaté-osszehasonlitas utan:
2A—-B-2C0=-6 —2A-2B=-2 —-2A=2, A=-1, B=2, C=1.
A partikuldris megoldas tehdt y,(z) = —2* +2x+1 (z € R).

A 6. példdban megjelenik a trigonometrikus rész. Mivel a karakterisztikus polinom gyokei valosak,
ezért rezonancias példa nem adhaté. A jobb oldal egy trigonometrikus fiiggvény.

6 Példa. Keressiik meg az
y" — vy — 2y = 130 cos 3z
differencidlegyenlet eqy megolddsdt.
Megoldas.
Van trigonometrikus szorzé, u = 3.
Exponencidlis szorzé "nincs”, ezért a rezonal6 gyok: A+ pur = 0+ 3¢ = 3¢, ami nem gyoke P-nek,

tehat r = 0 (nincs rezonancia).
Q(z) = 130, ami egy 0-adfoku polinom, tehdt N = 0. Ezért Ry (z) = A és Ry(x) = B.
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A prébafiiggvény: y, = Acos3x + Bsin3x.
Yy, = —3Asin 3z + 3B cos 3, y, = —9A cos 3z — 9B sin 3x. Behelyettesitve:

—9Acos3x — 9B sin 3z 4+ 3Asin3x — 3B cos 3z — 2A cos 3x — 2B sin 3z = 130 cos 3.
Rendezés és egyiitthaté-osszehasonlitas utan:
—11B+3A=0 —-11A-3B =130, A=-11, B=-3.

A partikularis megoldés tehat y,(z) = —11cos3z — 3sin3z (v € R).
Figyeljiik meg, hogy bar a diff. egyenlet jobb oldalan csak cosinusos tag szerepelt, a megoldasban
sinusos és cosinusos tag is van.

)

A 7. példa jobb oldala ”exponencidlis-szor trigonometrikus”.

7 Példa. Keressiik meg az
y' —y —2y=—10e"sinw

differencidlegyenlet eqy megolddsdt.

Megoldas.
Van trigonometrikus szorzé, p = 1.

Exponencidlis szorzé is van (A = 1), a rezonalé gyok: A+ pi = 1+, ami nem gyoke P-nek, tehat
r = 0 (nincs rezonancia).

Q(z) = —10, ami egy 0-adfokd polinom, tehdt N = 0. Ezért Ry (z) = A és Ry(x) = B.

A prébafiiggvény: y, = e” - (Acosz + Bsinx).

y, = e ((A+ B)cosx + (B — A)sinz), y, = e”(2B cosz — 2Asinx). Behelyettesitve:

e"(2Bcosx — 2Asinz) — e*((A+ B)cosx + (B — A)sinx) — 2¢” - (Acosz + Bsinz) = —10e” sin .
Rendezés és egyttthaté-osszehasonlitas utén:
B-3A=0 —-A-3B=-10, A=1 B=3.
A partikularis megoldas tehat y,(z) = e"(cosx + 3sinz) (z € R).
A befejez6 harom példaban tehat a differencidloperator nem ugyanaz, mint az eddigi, és az 0sszes
megoldast keresstik.

Az 8. példa arra mutat ré, hogy a 0-val val6 rezonanciat nem kénnyti észrevenni (u. is ”hidnyzik”
az exponencidlis szorzo, melynek kitevGjében van a rezonalé gyok valds része).

8 Példa. Oldjuk meg az

differencidlegyenletet.

Megoldas.
Eloszor a homogén egyenletet oldjuk meg. A karakterisztikus polinom:

P(z) = 2* — 2,
melynek 2 db egyszeres valos gyoke van: Ay = 0 és Ay = 1.
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Ennek alapjan a homogén egyenlet alapmegoldésai (az alaprendszer):
y1(z) = e =1, yo(x) = €° (r € R)

Térjiink ra az inhomogén egyenletre.

Nincs trigonometrikus szorzo, tehat p = 0.

Exponencidlis szorzo sincs, ami azt jelenti, hogy a rezonalé gyok: A = 0. Ez azonban gyoke
P-nek, tehat r = 1 (van rezonancia).

Q(z) = x, ami egy elséfoki polinom, tehat N = 1. Ezért R(z) = Az + B.

A prébafiiggvény: vy, = x - (Ax + B) - €% = Az + Bu.

y, = 2Ax + B, y, = 2A. Behelyettesitve:

2A —2Ax — B = 2.
Egytitthato-6sszehasonlitas utan:
2A—-B=0 —-2A=2, A=-1, B=-2.

A partikuldris megoldds tehdt y,(z) = —2? — 2z (z € R).
A differencidlegyenlet Osszes megoldéasa:

y(z) = =2 = 20+ ¢1 + cpe” (c1,c2 € R; z € R).

Erdemes kiprébélni, hogy ha nem vessziik észre a rezonanciat, akkor a helytelen y, = Az + B
probafiiggvényhez jutunk, ami semilyen A, B esetén sem megoldas.

A 9. példaban a rezonalé gyok tiszta képzetes szam:

9 Példa. Oldjuk meg az
y" + 4y = 8cos 2z

differencidlegyenletet.
Megoldas.

El6szor a homogén egyenletet oldjuk meg. A karakterisztikus polinom:
P(z) = 2* + 4,

melynek egy konjugalt komplex gyokpérja van: A\; = 2 és Ay = —24.
Ennek alapjan a homogén egyenlet valés értékii alapmegolddsai (a valés alaprendszer):

y1(z) = cos 2z, Yo(x) = sin 2z (x € R)

Térjiink ra az inhomogén egyenletre.

Van trigonometrikus szorzé, p = 2.

Exponencidlis szorzo sincs, ami azt jelenti, hogy a rezonaldé gyck: A+ pz = 0+ 2¢ = 2i. Ez gyoke
P-nek, tehdt r = 1 (van rezonancia).

Q(z) = 8, ami egy 0-adfoki polinom, tehdt N = 0. Ezért Ry(z) = A, Rs(x) = B.

A prébafiiggvény: y, = x - (Acos2x + Bsin2z).

Derivalas, behelyettesités, és egyiitthaté-osszehasonlitas utan:

A=0, B=2

eredményre jutunk. A partikularis megoldds tehdt y,(z) = 2xsin2z (z € R).

6



A differencialegyenlet 0sszes megoldésa:

y(x) = 2z sin 2x + ¢ cos 2z + ¢o sin 2x (c1,¢0 € R; z € R).

Az utolso, a 10. példaban kétszeres rezonancia van.

10 Példa. Oldjuk meg az

y”+4y’—i—4y=6-e*2x

differencidlegyenletet.

Megoldas.
Eloszor a homogén egyenletet oldjuk meg. A karakterisztikus polinom:

P(z) = 2* + 42 + 4,
melynek 1 db kétszeres valos gyoke van: A\ = Ay = —2.
Ennek alapjan a homogén egyenlet alapmegoldésai (az alaprendszer):

y(z) = e %, yo(z) =2 - 7% (x € R)

Térjiink ra az inhomogén egyenletre.
Nincs trigonometrikus szorzo, tehat p = 0.
A rezondlé gyok: A = —2. Ez kétszeres gyoke P-nek, tehat r = 2 (in. kétszeres rezonancia van).
Q(z) = 6, ami egy 0-adfoki polinom, tehdt N = 0. Ezért R(z) = A.
A prébafiiggvény: y, = 2% - A- e,
y, = (24x — 2Ax*)e™ ",y = (2A — 8Ax + 4Ax?)e ", Behelyettesitve:

(2A — 8Ax + 4Az® 4+ 8Ax — 8A2® + 4A2%)e ¥ = Ge .
Rendezés és egyiitthaté-osszehasonlitas utan:
24=6, A=3.

A partikuldris megoldas tehdt y,(z) = 322 - e (z € R).
A differencialegyenlet 0sszes megoldésa:
y(z) = 32°e > + cre” > + coze > (c1,c0 € R; z € R).

Erdemes kiprébélni, hogy ha nem vessziik figyelembe a kétszeres rezonancidt, akkor az y, = Ae™**
és az y, = Aze " helytelen prébafiiggvények semilyen A esetén sem adnak megoldést.



