Determinansok:

Determinans=egy szam:
Egy négyzetes matrixhoz egy valds szamot rendeliink hozza. A eleme T™"

17 g2 43 ... Qqn
A1 Az A2z - Qan
det(A)=|@31 A3z Qzz " Qzn|=

n1 Qupz Qpz " Qpp
:E(—l)ﬂ . alfl ' ﬂgjz 't ﬂ,ﬂjn

Tehat vessziik minden lehetséges modon kivalasztott eldjeles szorzatok
0sszegét:
— minden sorbol és oszlopbol kivalasztunk pontosan egy elemet és ezeket
0sszeszorozzuk,
—majd a szorzatokat 6sszeadjuk (n db ilyen szorzat van)
—eldjel:
J1, J21 J3s +--Jes +--Jk» ... Jn SOrTendben hany olyan par van ahol:
Je > Jk, €zek az adott sorrendben az oszlopindexek inverzioszama=o.
(plZ kivalasztom: a1, azs, aza... ekkor j1=1, j2=5, j3:4 €s igyjz €s j3 egy ilyen
par)

pl:
b e an
Az1 Q33
l l
(-1)° (-1)*

Lemma: Egy adott sorrendben, ha két elemet felcseréliink az inverziok szama
parosrol paratlanra; paratlanrol parosra valt.
Dif:Z[:_ljﬂ'H'S’ . ai:l.f:l. . aizfz et ainfn ZZ(_:UG . alf:l. . a2f2 et a“fn
~ L s=0, mivel a sorindexek a
természetes sorrendben
kovetik egymast
ahol 0’: az oszlopindexek inverzidja
s’: a sorindexek inverzidja



Determinansok tulajdonsagai: (Tételek) (Sorra vagy oszlopra egyarant igaz)

1) Oszlopok és sorok szerepe egyforma (szimmetrikus): a foatlora tiikrozve
a determinans értéke nem valtozik. Azaz det(A)=det(A")

2) A determinans értéke két sorat felcserélve értéke (-1)szeresére valtozik.

3) Ha a determinansnak van két egyenld sora, akkor értéke 0, mivel ekkor
det(A)=-det(A) kell legyen, ami csak 0 esetén lesz igaz.

4) Ha a determinansnak egy sora csupa 0-abdl all, akkor értéke 0.

5) Ha a determinansnak egy sorat egy A szammal szorozzuk, akkor a det
értéke A-szoros lesz. Ebbdl kovetkezik, ha minden sorat megszorozzuk A-
val, a determinans értéke a A"-nel szorzddik, ahol n a matrix mérete:
det(A*A)=4" *det(A) , ahol A ¢ R™".

6) Ha a determinans foatloja alatt (v. folott) csak 0-ak allnak, akkor a
determinans értéke a foatloban 1évo elemek szorzata. Ez a helyzet
diagonalis matrixnal is, nemcsak a fels6-/alsbharomszog matrix esetében.
(Ezt nevezziik a matrix nyomanak, azaz Trace-nek, jele: Tr(A).)

7) Ha a determinans egyik sora egy kéttagl 6sszeg, akkor a determinans
értéke a két olyan determinans értékének dsszege, melyeknek az egyik
sora a kéttagt 0sszeg egyik ill. masik fele.

8) A determinans értéke nem valtozik, ha egy sorahoz hozzaadjuk
valamelyik masik soranak szam szorosat.

Aldeterminans:
11 ) 42 Q43 ... qpn
39 | Q22 Q23 - dan
(31 | 3z Q33 = d3n
Apq | Qpz Qupz "t py

az aji-hez tartozo aldetermindns: Ajg
Da1: ai1-hez tartozo eldjeles aldeterminans
Kifejtési tétel:
A determinéns értéke megadhato gy is, hogy egy tetszéleges sor (vagy oszlop)
elemeit szorzuk a hozzajuk tartozé aldetermindnsokkal és ezeket eldjelesen
Osszedajuk.

det(A)=X1-, a;; * D, —ak-adik oszlop elemei szorozva a hozzajuk tartozo
eldjeles aldeterminansokkal (a k rogzitett): a k-adik oszlop szerinti kifejtés

Tehat kisebb matrixok szamolasahoz:
Elsd sor szerint kifejtve:



a,b,c

de fl=a
g,h,i
Erdemes a legtobb 0-t tartalmazé sor vagy oszlop szerint kifejteni a
determindnst.

€ f‘_b‘:’ if‘+c‘d'f1 —a(e*i-Fh)-b(d*i-F*g)+c(d*h-e%g)

h,i



0.
Det(E)=1.
1. (1.tulajdonsag)

53
7:35—24:11

5,8
=35-24=11
3,7

2. (2.tulajdonsag)

13
414
‘4,14‘

‘=14—12:2

=12-14=-2

3. (3.tul.)
1,2,4

53,2
4.(4.tul.)
0,0,0,0,0
1,4,8,-9,6

6,5,0,-3,—3
2,21-8,0

PELDAK

1-2,0

547 |=1(8-42) - (-2)(10-7)+0(...) =—34+ 6 = —28

16,2

151

—2,4,6| = (8—42) —5(—4+0) + (~14+0) = —34+20-14 = —28
07,2

6,0,8
9,2,3 = 6(2 - 21) +8(63—8) = ~114 + 440 = 326
471
6,08
4,71 = 6(21-2) +8(8 - 63) = —326

9,2,3

12,4/ =1(4-12)-2(2—-20) +4(3-10) =-8+36—-28=0

05217 |=0-0+0-0+0=0 Barhogy nézziik, az 6sszeadand6 szorzatokban

mindig lesz legalabb egy db 0.

5.(5.tul.)
AL,22

34
AL A2
A3, 14

6.(6. tul.)
1,2,3

2

1,2
3,4

0,0,3
7.(7.l)

0,2,3 =1*2*3 =3 Mell¢katlokra is igaz:

1,2
= (A1*4) - (12*3) = A(1*4-2%3) = /1‘3 4‘

0,2
=2*4=8
4,6



1+32+45+2 [125 | [34.2

~316 = |~3,1,6|+|- 31,6 = [1(~2 — 54) — (~3)(~4 — 45) + 0] + [3(~2 — 54) — (~3)(-8 —18) + 0] =
0,9,~2 09-2 [0,9,-2

—56-147-168—78 = —449

46,7

— 31,6 = 4(—2 —54) — (~3)(=12 - 63) + 0 = —224— 225 = —449

0,9,~2

8.(8.tul.)

13,6

2,0,0/ = —2(9 - 30) = 42

453

1+ 44,3+ 156+43 [136] (14,4513 [136] [453 [L36 13,6

2,0,0 =[2,00+/200  |=[2,00+42,0,0 =200+ A*0=[2,00 =42
453 453 (453 453 (453 |453 453

9. Kifejtési tétel

det(A) = Zn:aik D, - det(A),__haT| = J,_a_helyesT k!fc?Jtes
= 0, ha_i# ), azaz_ ferde_kifejtés

Elsd sor szerinti helyes kifejtés:

41,-8

—6,-5,3|=4(5-10-3-13) -1(6-10-3-7) —8(=6-13+5-7) =

713,-10

= 4(11) — (39) —8(~78 + 35) = 44 — 39 + 344 = 349

Ferde-kifejtéssel:

a: 1. sor elemei * 2. sorhoz tartozé aldeterminansok

41-8
—6,-53| = 4D |+1-D¥" T |+ (-8)(-1** M 4(~10+104) — (—40+56) —8(52—7) =
. 1;) ’10 13,-10 7,-10 71

=4.94-16-8-45=376-16-360=0

b: 2.0szlophoz elemei * 1. oszlop aldeterminénsa
41-8
—6,-5,3|=1(-1)*"*
7,13,-10
=-11-470+481=0
Stb.

10.

COS X,—Sin X

-53
13,-10

1,-8

310" 13-n™

+(-5)(-1)*"*

| =~1(50~39) ~ 5(~10-+104) - 13(3 - 40) =

_ =cos’ x+sin®x=1
sin X, cos X




11.
A matrix fliggdleges tengelyére vett tiikrozés.
1,2
3,4
21
4,3
-12-3
5-9-8=-1(8)-2(8)-3(5+9) = -8-16-42=-66
11,0
~32-1
~8,-9,5| = —1(~15—8) +1(27 +16) = 23+ 43 = 66
011
3,0,05
0,8,9,-1
2311
0,4,0,—1
=177-360=-183
5,0,0,3
-19.8,0
11,3,2
-10,4,0
=-360+177=-183
4 X 4-esnél a determinans értéke nem valtozik.
det(A) = —det(A'), _ha_n/ 2_e,gesz,resze_ ,paratlan
det(A'), _ha_n/2 _egeszrésze_ paros

‘ ) _2
2 X 2-esnél -1-Szerese lesz a determinans.
‘ B 2

3 X 3-asndl -1-szeresére valtozik.

891 089
=3311 |-52,31|=3[4(9+1) - (8- 27)]- 5[0 —8(0) + 9(8)] = 3(40 +19) - 5(72) =
40-1 0,4,0

980 |-198
=51,32|-3113 |=5[-2(36)]-3[~1(27 - 8) + 4(~1—9)] = 5(~72) — 3(~19 — 40) =
04,0 |-104

ahol _A'az _A_matrix_ fuggdiiggdiengelyére_vett tikrozés, és A e R™

12.

Ha a matrix tul nagy, érdemes direkt kifejtés helyett Gauss-eliminalni.

1 1 1 1 1 1 1 1

2 3 4 5 |-2+-lLsor _|0 1 2 3

4 9 16 25|-4-lLsor [0 5 12 21|-5-ILs

8 27 64 125|-8-ILsor 10 19 56 117|-19-]l.s
11 1 1 1 1 1 1
01 2 3 01 2 3

“lo o 2 6 =lo 0o 2 ¢|=1 120

0 0 18 601-9-11I.s 10 0O 0 6

=12



13.

_?52 263|=3-6—23-(—52]=1214

14.

2. 3 4 -1 0 1 0 1 -1

1 -1 o|=2- ~3. +4.

D a g et Y
—2-[(=1)+1-0+2]—3-[1-1—-0-3]+4-[1-2—(=1)- 3]
=2-(-1)—-3-14+4-5=-1-34+20=16

15.

~3111 (0,0,0,0

L=l 0000 0 Minden sorhoz hozzaadjuk a tobbit.

11-31| 0,0,0,0

111,-3| 0,0,0,0

16.

11111

11-1,-1-1

1,-111-1 |=16

11-11-1

~1-111,-1

17. Vandermonde-determinans:

0
Q3 Oy O

=[] —a._ahol _1<i<j<n

1,10,100,100
1525125 =(4-5)(5-10)(10-2) = (-1)(-5)(8) = 40
1,4,16,64

17. Cramer-szabaly (1.példa)
3x—-5y+8z=17

-9x+7y=5

6X+6y—2z=12
3-58|marad |3,-58 |marad (3,-5,8

det(A) =|-9,7,0/+ 3szorl ~|0,—8,24 |marad ~|0,-8,24 =3-(-8)-30=-720
6,6,—2|— 2szerl |0,16,-18+2-11 |0,0,30

X keresése:




17,-5,8
det(X)=[5,7,0 |=8(30—84)—2(119+ 25) = 432288 =720
12,6,—2
L _det(X) 720 _,
det(A) - 720
y keresése:
3178
det(Y) =|-9,5,0 | = 8(~108— 30) — 2(15+153) = 1104 — 336 = —1440
6,12,-2
_det(y) _—1440 _,
det(A)  —720
z keresése:
3,-517
det(Z) =|-9,7,5|=3(84—30) — (-5)(-108—30) +17(-54 — 42) = 3(54) + 5(-138) +17(-96) =
6,6,12
=162-690-1632=-2160
,_det(z) _—2160 _,
det(A) —720
Tehat x=1, y=2, z=3.

18. Cramer-szabaly (2.példa)

2X+Yy-4z=5
4x+z2=-9
-2y-72=-3
21,4
A=|401
0,-2,—7
214 |marad |21,-4 |marad |21-4
det(A)=14,01 |-2szerl ~0,—2,9 |marad ~|0,—-2,9 |=64
0,-2,—7|marad  |0,-2,-7|-1-11 |0,0,-16

51-4
det(X)=-9,01 |=-128
-3,-2,—7
X = i28 =2

64



2,5,—4

det(Y)=14,-9,1 |=320
0,-3,-7

320
i 5

zZ:
2,15

det(Z) =|4,0-9 |=-64
0,-2,-3

Z= —64 =-1

64
Tehat: (x,y,2) =(-2,5-1)

19.
23511000,3242,2654

3240,8767,4568,4532
5676,1242,6535,7876
5674,5712,34632,544
szorzd. Igy a parosokhoz egy paratlant adva el6jelté] fiiggetleniil sosem lesz 0.

# 0 Mivel csak egy tag paratlan, a tobbiben van paros

plussz példak:
ggz; 1 1 2 1 2 -1
1 9 0 3 -2 0 -2 2 -1 4
5 1 4 7 1 7 12 6 2 6
1 2 =3
3 -1 5
1 1 -1




