Matrixalgebra

Elméleti bevezeto

Def. (matrix): Legyen T egy kommutativ test, k, n pozitiv egészek! A test feletti k X n-es matrix egy
téglalap alaku tablazat, melynek k sora és n oszlopa van, elemei pedig T-b4l valdk.

Adott test feletti matrixok az 6sszeaddssal és skalarral valo szorzassal vektorteret alkotnak a test
felett.

A matrixszorzas:

A matrixszorzas masik értelmezése:

a1 @1z @3] [bir b1z bi3] [C11 €12 €13
Az1 Az Q3| % |byy by byz|=|[C1 Ca2 C23
asy Az b3y b3y b3zzl 1€31 €32 C33

[a11 Q12 a13] [bi1]  [€11)

az1 Ay Ay |*|by | =|c21

[a31 a3z azz| b3l €31

[a11 Q12 A13] [bi2]  [€12]

az1 Az Q3| *|byy| =|C22

[A31 A3z azz] Ib3 )  [€32]

[a11 Q12 A13] [b1z]  [€13]

Az1 Az Q3| *|bys| =|C23

[d31 A3z A33] lb3zl 1C33]

Az inverz matrix kiszdmitasa Gauss-algoritmussal (amennyiben az létezik):
Felhasznaljuk: A*A'=E
a1 A1z 413 X11 X122 X13

Az, Ay ax|ésA™l= [X21 X22 x23],akkor:
asz; dizz dazz X31 X32 3

X3
a;; 42 g3 X11 X12 X13 1 0 O
Qp1 QG Q3|+ |X21 X222 X231=(0 1 O

az; Az daszs X31 X32 0O 0 1

Emiatt ha A =

A matrixszorzas interpretacidja miatt igy az aldbbi egyenletrendszereket kell megoldani:

a;i; Q2 ag3
dz1 Gz Qz3|=* x21
az; dszz dAzz



[A11 Q12 4137 [X12]
Az1 Gz Q3| *|X22| =
[d31  d3z Az3z] [X32]

(11 Q12 413 [X13]
az1 Az Ap3|*|X23| =
|d31 A3z az3] [X33]

roS o~ Qg

Mivel az egyltthatdmatrixa mindharom egyenletrendszernek ugyanaz, igy a Gauss-eliminacié
egyszerre is elvégezhetd, azaz az egyltthatdmatrix mellé leirjuk a megfelel6 egységmatrixot, majd
elvégezzik a szokott mddon a kikiiszobolést.

Az inverz matrix masik kiszamitasa (biz. nélkdl):

Hasznaljuk fel, hogy A*A =det(A)*E, igy az A matrix inverze (ha az létezik): A1 = detim) * A*
Diy Dyy D3p -+ Dmy
Di; Dy D3z =+ Dy
A" =[Di3 Dz D33 =+ Dp3
D1y, Dzp D3p Dy,

Specidlisan kétszer kettes matrixra:

=l els

Megj.: a matrix invertalhatdsagaval ekvivalens pl. az, hogy a matrix determinansa nem nulla.

Cramer-szabaly: adott az A*x=b linearis egyenletrendszer, ahol x, b € R", A€ R"~". Ha det(A)#0,
deti{;)
detigA)’

akkor létezik egyértelmd megoldas, ez pedig x; = ahol A-t ugy nyerjik, hogy az A matrix i.

oszlopvektorat b-re cseréljik.

Feladatgylijtemény

1 2 4] [-3 2 -1
1.436+2206]—7
3 2 11 13 6 1
1 2 3
2. 456+B ?{]—7
7 8 9
12 2 41 [3 1 2
3. 286*[413]—7
4 6 1) [2 4 1
12 2 4
4[123]*[2 86]—7
4 6 1
12 2 4
5[1 86]*[123]=7
1 6 1
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(12 2 4 0 0 0]

7 1 8 6] * [0 0 0]=?
1 6 1 0 0 ol
(12 2 4 1 0 0]

8. |1 8 6] * [0 1 0f=?
1 6 1 0 0 1l
[1 2 2 12 2 4]

9. |10 8 6] * [ 1 8 6|=?
1 4 1 1 6 1l
12 2 4 1 2 2]

10.]1 8 6] * [0 8 6|=?
1 6 1 1 4 11

Invertdljuk az aldbbi matrixokat:

4 3
11.
S
12.
s 4
13.
_3 2_
1 2 3
14. |1 3 2
011
2 -3
1515, ]
3 -3 4
6.0 2 -2
2 2 -2
1 6 -1
17.]2 2 3]
-3 12 -12
5 7
18| 0 1]
2 5 5
9.1 3 2
5 16 11

Oldjuk meg az egyenletrendszert inverz matrix segitségével:

20.x+y+z=2
X+2y+7Z=6
y+z=1

X
Hatdrozzuk meg annak a kvadratikus alaknak matrixat, amibe az [ ] vektort helyettesitve

y
ugyanazt a polinomot kapjuk, mint abba a bilinearis fliggvénybe helyettesitve, aminek

matrixa a kovetkez6:



23]

21. [5 1

X
Hatdrozzuk meg azon kvadratikus alakok matrixait, amikbe az [y] vektort helyettesitve az

aldbbi polinomokat kapjuk:

22. 13x? + 10xy + 13y?
23. x? + 4xy + 4y?

24. 4(xy + yz + x2z)

25. 2x2 + 2xy + 2y?

26. —4x? + 2xy — y?

Oldjuk meg az alabbi széveges feladatokat:

27. A pincészet tulajdonosa feljegyezte, hogy egy nap hany litert sikeriilt eladnia az egyes
borokbdl. Az egyik hét adatait a tdblazat tartalmazza:

Hétfé | Kedd | Szerda | Csttortdk | Péntek
Medina 10 8 5 9 7
Olaszrizling 15 4 6 13 5
Kirdlyleanyka 5 5 1 6 3
Cserszegi fliszeres 7 3 2 8 1

a. Hany liter bort adtak el 6sszesen az egyes napokon?
b. Hany liter bort adtak el az egyes fajtakbdl 6sszesen a héten?
c. Azegyes borok egységarait tartalmazza a tablazat (Ft/| mértékegységben):

Medina 400
Olaszrizling 350
Kirdlyleanyka 350
Cserszegi fliszeres | 300

Mekkora volt a bevétel kedden és szerdan?
28. Egy taxisof6ér szamolta, hogy a hét egyes napjain az egyes napszakokban hany embert
fuvarozott. Az adatokat az alabbi tablazat tartalmazza:

Hétf6 | Kedd | Szerda | Csttortok | Péntek | Szombat
Hajnalban 2 3 1 4 0 0
Reggel 3 1 1 3 0 0
Délben 0 1 0 2 1 0
Este 5 2 0 0 2 10

a. Hany embert széllitott szerdan?
b. Haegy ember atlag 1000 Ft-ért utazik, akkor mekkora bevétele volt pénteken?
c. Osszesen hanyan utaztak hétf6 hajnalban és reggel (kiilon és egyiitt)?
d. Mennyivel tobb ember utazott szombaton, mint cstitortokon?
29. Egy kdnyvkiadd szamolta, hogy az egyes irok konyveib8l mennyi fogyott a hét napjain. Az
adatokat az alabbi tablazat tartalmazza:

Hétfé | Kedd | Szerda | Csiitortok | Péntek
Isaac Asimov 1 0 4 0 4

C. G.Jung 0 0 0 3 2
Fekete Istvan 0 5 1 1 2




o Uk

10.

K. B. Rottring 1 1 3 2 3

Wass Albert 1 0 3 2 1

a. Mennyivel tobb konyvét adtak el Wass Albertnek, mint Jungnak?

b. Ha Asimov kényvei atlag 2000 Ft-ba, Rottring konyvei pedig 700 Ft-ba keriilnek,

akkor mennyivel keresett toébbet a kiadd Asimov kdnyveinek az eladdsaval?

c. Ha Fekete Istvannak hany konyvét adtak el a héten?
Kedden hany konyv kelt el?

Megoldasok

26 3 12
6 8 2
A matrix nem létezik, kiilonb06z6 tipusu matrixok nem adhaték ossze.

[52 30 34]

[—2 4 3]

50 34 34
|38 14 27
[28 36 19]
A szorzat nem létezik, nxk-as matrix csak kxr-essel szorozhato Gssze.

[12 18]

1
_{1 0 | ~1/2 3/2}

01} 1 -2

[0 0 O

00 0]

0 0 O

(12 2 4

1 8 6]

1 6 1

[16 30 18

14 100 54‘

17 40 29

[16 56 40

7 90 56| (Megj.: a matrixszorzds nem asszociativ!)

|2 54 39

4 3|1 o}—z(ll) {o 1|1 —2} {o 1| 1 —2} [o 1| 1 -2
— — >

2 10 1 2 110 1 -1 2 0|-1 31/2

1 0[/-12 32

{4 —2} i{4 —2} {—2 l}
12.adja)= =3 Tl iy "2 -3 1132 12

13.

det(A)

Nem invertalhato.

14.D11=1, D12=-1, D13=1

D21=1, D22=1, D23=-1
D31=-5, D32=1, D33=1
1 1 -5
Sadj(A)=|-1 1 1
1 -1 1
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Y2 Y2 -52
SAl=| -2 Y2 12
Y2 —y2 12

)

2

0,5 —0,5]

15.

16. 05 1,5

| 0 1,5

17. Nem invertalhato.
18 [—1/65 7/65
" 2/13  -1/13
2 5 5]
1 3 2
5 16 11 |

1 1 1x
1 2 1|y|=

20.ax=0 1 12 —b = x = Alb

Kiszamoljuk A-1-t:
det(A)=1

R = Ok N

19.

R O DN

D11=1, D12=-1, D13=1
D21=0, D22=1, D23=-1

D31=-1, D32=0, D33=1

1 0 -1
sadj(A)=|-1 1 0 |=A-1(det(A)=1)
1 -1 1

1 0 -1||2 1
x=|-1 1 0 ||6|=] 4 |=x=1,y=4,2=-3
1 -1 11|1| |-3

21. [x Y] [é i] [;] =2x>+8xy+y?=[x V] LZL ﬂ [i]
22 13 5]
L5 13
A
4
2 2

0 2
2 0

23.

24,

25.

oarsiearer=f eyl

26.



27. A megoldasokat az egyes vektorok tartalmazzak:

10 8 5 9 7
15 4 6 13 5
5 5 1 6 3
7 3 2 81

a. [1 1 1 1 1] =[37 20 14 36 16]

10 8 5 9 7111 39
b 15 4 6 13 5“1 lé}ﬂ
15 5 1 6 3]|1 20
7 3 2 8 1]l 21
10 8 5 9 710 O
c. [400 350 350 300] 155 e ¢ B3 218 Y =17250 sos0]
7 3 2 8 1]0 O
28. A megoldasokat az egyes vektorok tartalmazzak:
0
2 3 1 4 0 0]]o
31 1 3 0 0]f1f_
a. [1 1 1 1]0 10 2 1 0]0_[2]
5 2 0 0 2 10]|0
0
0
2 3 1 4 0 01]lo
31 1 3 0 0]{0]_
b. [1000 1000 1000 1000|; § o 2 1 o 0 = [3000]
5 2 0 0 2 10]1
0
_11
23 1 4 0 0 0|
10 0 0113 1 1 3 0 0]]|0]_72 2
<o 1o ollo 10321 olel=lln ul=ms
5 2 0 0 2 10 OJ
L0
r 0
23 1 4 0 0 O]
31 13 0 0(10]_
d 11 1 115 3 g 2 1 of|=g|T
5 2 0 0 2 10 OJ
L1
29. A megoldasokat az egyes vektorok tartalmazzak:
1 0 4 0 4711 [9
0 0 0 3 2”1 | 5|
a. 1o 5 1 1 2|l1l=]9]
1 1 3 2 3|[1] |10]
l1 0 3 2 1“1 l7J
9]
| 51
[0 -1 0 o 1]l9]=1[2]
10l
||
[1 0404"1] 9
0 0 0 3 2|1 5
b. 10 5 1 1 2ll1]1=19
ll 1 3 2 3“1J 10
1 0 3 2 11411 7
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0 0 700 O
7000

2000 O
0
18000
1 -1]]
[0 0 1 0 0]

[

1 1 1 1 1]

d.
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1
0
‘=[6]

0
1
0
0
0

1
1
[3 6 11 8 12]‘



