Linearis leképezés és annak matrixa

Feladatsor megoldasokkal

Linearis leképezés:

Bevezetés: - Mit értiink ,, linedris leképezés” alatt? Hogyan donthetjiik el egy
leképezésrol, hogy az valoban homogén linedris leképezés-e?

Definicio:

Legyenck V és W vektorterek, valamintu, \e V, ke R . AztazL: V> W

fliggvényt, amely a kovetkez6 két tulajdonsaggal rendelkezik, linedris
leképezésnek nevezziik:

a. Llu+v)=L(u) +L(V)
b. L(ku) =kL(u)

Ha V=W, akkor a leképezést linedris transzformacionak hivjuk.

Az L (u ) vektor az u vektor képe. (Az u vektor az L (u ) vektor Gse)

Feladatok: Déntsiik el, hogy az alabbiak homogén linearis leképezések, vagy
nem azok!

X
01) LR >R, Ll|y||l=x+y+z
z



Megoldas:

Azt kell csak megvizsgalnunk, hogy érvényes-e ra a definicidban szerepld két
tulajdonsag:

Xl X2 X1+X2
L Yi |t Y2 =L Yit Y, :(X1+X2)+(y1+y2)+(21+22)=---
Z Z, Z+2Z
Xl X2
=Xt Z) (Y, ) =L Y| [t L Y,
Z Z,
X kx X
LIkly||=L||ky||=kx+ky+kz=k(Xx+Yy+2)=kL] |y
yA kz z

Mivel mindkét tulajdonsag teljesiil, L homogén linearis leképezés.

0.2.)

e

Megoldas:
Il el R vt a4 o
Vil LYa Y+ Yo V+ Y)W +Ys Vi | LYa
X, X,
()

Mivel az egyik tulajdonsag nem teljesiil, L biztosan NEM homogén lineéris
leképezés!



0.3)
A:RYx] > RYx], Aax +bx+c)=_2ax —bx+a+3c

Megoldds:

A(aC + X+ ) + (a3% +b,x+C,) )= Ala® +a,%% +bX+b,X+¢ +C, )=

= A((a1+a2)x2+(bl+b2)x+cl+c2): 2(a, +a,)x* — (b, +b,)x+(a,+a,) +3(c, +C,) =
=2a,x" +2a,x* ~bx-bx+a, +a, +3c +3c, = 2a,x* b x+a, + 3¢ +2a,x° —b,x+a,+3C, =
= A(aix2 + X+ cl)+ A(a2x2 +h,x+ c2)

Alk(ax +bx+c) )= Alkaxt +Kox+ k) = 2kax — kbx+ka-+3Kkc =
= k(2a¢ —b+a+3c) = kAax +bx+c)

A valoban homogén linearis leképezes (mivel mindkét tulajdonsag teljesiil).

0.4.)

GXD {cos@z) —sin(a)}{x} {cos@)x—sin(a) y}
FRR>R, F >\ = o

y sinfe) cos@) |y sin(a)X+cos)y
(F :a szoggel vald forgatas)

Megoldas:
- {lexzD_ quﬁszD_{(XﬁXz)COS@)—(YHyZ)Sin(a)}_
Y1 Yo - VitV - (X% +X;)sin(@) +(y, + Y,) cos) -

| X, COS@) + X, cosgx) — Y, sin(x) — v, sin(x)
| X Sin(@) + X, sin(a) + y, cos@) + Y, cos@)}

[ x,cos@) - y;sin(@) | x,cos@) - y,sin@) | (%], e[ %
| xsin(@) +y, COS@)}L& sin(@) + Y, 005@)} Uy ’ Y>




F[k{xD _ Fquﬂ _ {kxcgs@) - kysin(a)} _ k{xcgs@) - ysin(a)} _ kFH XD
y ky kxsin(x) + kycos) XSsin(x) + ycos) y

Az o szoggel valo forgatas valdban Homogén Linedris leképezés.

0.5.) Déntsiik el, linearis leképezések-e az alabbi leképezések:
a) A: V1 — Vo, Vi = Vy, sikvektorok szokasos tere. A: tengelyes tiikrozés.
Megoldas:

A(u+v)=4(u)+A4(Vv) teljesiil, hiszen ha el6szor 6sszeadom a vektorokat, és
az Osszegvektort tiikkrozom, ugyanazt a vektort kapom, mintha el@szor
tikkrozném egyenként a vektorokat, €s utdna adnam 6ssze Oket.

A(AU)= A(A4u) szintén teljesiil, hiszen ha el6szor megnyujtom a vektort, és
utdna tiikrozom, akkor ugyanazt a vektort kapom, mint ha tiikrozés utan
nyujtandm meg a vektort. Tehat a leképezés linedris.

b) 4. Vi1 = Vo, Vi = Vs, sikvektorok szokasos tere. A: 45°-o0s, pozitiv iranyu
forgatas az origo koriil.
Megoldas:
A(u+v)=4(u)+A4(Vv) teljesiil, hiszen ha el6szor 6sszeadom a vektorokat, és

az Osszegvektort forgatom, ugyanazt a vektort kapom, mintha el@szor
elforgatnam egyenként a vektorokat, és utdna adndm 6ssze Oket.

A(AU)= A(A4u) szintén teljesiil, hiszen ha el6szor megnyujtom a vektort, és
utana elforgatom, akkor ugyanazt a vektort kapom, mint ha elforgatas
utan nyljtanam meg a vektort. Tehat a leképezés linearis.

C) A: V1 - Vo, Vi = V2 az [a,b] intervallumon differencialhato fiiggvények
halmaza.a: derivalas.

Megoldas:



A(utv)=A4(u)+.A4(v) teljesiil, hiszen (f+g)’=f"+g’.

A(MU)= A(A4u) szintén teljesiil, hiszen (Af)’=Af". Tehat a leképezés linearis.
d) 4. Vi > Vo, Vi =V, az [a,b] intervallumon integradlhaté fiiggvények

halmaza.a: integralas.

Megoldas:

AUHV)=A(U)+A(V) teljesiil, hiszen [(f+g)=]f+[g
A(AU)= A(Au) szintén teljesiil, hiszen J./if :/Ij'f. Tehat a leképezés

linearis.

e) A: V1 - Vo, Vi = Vo, a valos szamok szokdsos vektortere. A(X)=ax+b. A:
Vi —> Vs,
Megoldas:
A(u+v)=4(u)+4(v) nem teljesiil, hiszen a(x, +x,)+b=a(x)+b+a(x,)+b.
Tehat a leképezés nem linedris.

f) 2. V1 >V, Vi =V, a valds szdmok szokdsos vektortere. A(X)=x>.

Megoldas:

Autv)=A4(W+A4(v) nem teljesiil, hiszen (x +x,)*=x>+x5. Tehat a
leképezés nem linearis.

0.6.) Legyen A linedris leképezés V1-rél a Vo-be, ¢ € Vi Melyek igazk az aldbbi
allitasok koziil?

a) Ha ¢, ..., C linedrisan fiiggetlen, akkor A(Cy, ... , A(C is linedrsian
fiiggetlen.



Megoldas:

Vegyiik példanak azt a leképezést amikor 4: Vi — Vo, Vi = Vy a
térvektorok szokasos tere. A4: sikra vetités. Ekkor minden térvektor képe
egy adott sikbeli vektor lesz (azon sikbeli, mely sikra a vetités torténik).
Ekkor a térben természetesen talalhatunk hdrom lineédrisan fliggetlen
vektort, &m ezek képe mind sikbeli vektor lesz. A sikban pedig barmely
vektor kifejezhetd két nem parhuzamos vektor lineédris kombinacidjaként.
Ez tehat azt jelenti, hogy 3 sikvektor mar nem alkothat linearisan
fiiggetlen rendszert, igy az é&llitds nem igaz, hiszen megadtunk egy
ellenpéldat.

b) Ha (cy), ... , A(cy linearisan fiiggetlen, akkor Ci, ... , Ck is linearsian
fiiggetlen.

Megoldas:

Vektorok akkor alkotnak linearisan fiiggetlen rendszert, ha lineéris
kombinacidjuk csak ugy allitja eld a nullvektort, hogy minden vektor
egyiitthatdja 0. Tehat A,c, +...+ 1, c, =0 csak ugy teljesiilhet, ha v4 =0.
Ha Ac,+..+4.c, =0, akkor A(ic, +...+1,.c,)=AQ)=0.Kihasznaljuk,
hogy a leképezés linedris, igy az egyenlet a kovetkezd formaba irhato:
A -Ac,) +..+ 4 Ac,)=0. De azi(cy), ..., A(c) vektorokrdl tudjuk, hogy
ezek line,érisan fiiggetlenek, tehat a nullvektort csak gy allithatjak eld ha
v, =0. Igy tehat igaz az is, hogy A,c, +...+ 1,c, =0 csak ugy teljesiilhet,
havi =0. gy tehat cy, ... , Gk valdban linearisan fiiggetlenek, ha 4(cy), ...
, A(cx) vektorok linearisan fiiggetlenek.

Cc) Ha ¢, .. , C generatorrendszer Vi-ben, akkor_ a(cy), ... , A(c) is
generatorrendszer Im _A-ban.

Megoldas:
Ha g, ..., ck generatorrendszer Vi-ben, akkor ez azt jelenti, hogy eV, -
re létezik a Ci, ... , C« vektorrendszernek egy olyan linearis kombinacioja,

melyre A,c, +...+ A,c, =v. Ekkor ha vessziik mindkét oldalnak a képét,
akkor A(A.c, +...+ 4,c,) = A(v). Kihasznaljuk, hogy a leképezés linearis,
ezért az egyenletet ilyen alakba irhatjuk: A4,A(c,)+...+ 4, Alc,) = A(v), ami

pedig pont azt jelenti, hogy a képtér minden eleme eléall az 4(cy), ... ,
A(c) vektorok linearis kombinaciojaként, tehat az A(c), ... , A(C)
vektorok generatorrendszert alkotnak Im 42-ban.



I. rész:

A leképezés matrixa:

vAe Hom\V,",V,*) -hez3AeT*", hogy y = Alx|= Ax
AmennyibenV,",V," béazisait rogzitjiik, ez az A egyértelmd.

Ha hangsulyozni akarjuk, hogy mely bazisparhoz tartoz6 matrixrol van szo,
akkor igy jeloljuk: A . ahol:

[a]={a,,a,,....a,} V,"bazisa
[b] ={b.b,,...0} V,“bazisa

Az A matrix a leképezés matrixa.

Tétel: VAe Hom(V,",V,") leképezés matrixa A gy =K Ka, K ], ahol
Ki = A(a) Az Aleképezés matrixa az [a] eV,", [b] eV, bazisparra vonatkozoan

az a (k x n)es matrix, amelynek oszlopvektorai a V, -beli (,,kiindulasi tér”-beli)
[a] bazis vektorainak képei a képtér (V,) [b] bazisaban kifejezve.

Leképezés matrixaval kapcsolatos feladatok: frja fel a leképzések matrixdt a
megadott bazisokban (vagy ha nincs megadva bazis, akkor a kanonikus
bazisokban)!

1.1.) y=x egyenesre tiikrozés
Megoldas:

(x képe y és vice versa)



i LN

: 11
AT

1.2.) Vetités: R >R (merolegesen x,y sikra)

Megoldas:
1
i i=1i+0-j+0-k=|0
! képe =
0
0
j=0-i+1-j+0-k=|1
J képe = =
0
0
K képe =0-1+0-j+0-k=|0
0
(1 0 Ofx]| [x]
A=[0 1 0)yl=y
0 0 0)z] O]




1.3)) Vetités: R > R (merolegesen x,y sikra)

Megoldas:
. . |1
i_képe—:1'|—+o.l:{o}
o) 1 00
lkepelzol+1l:|:l} §:|:O 1 O}
0 X

1.4.)Vetités az i, |, K bazisvektorok dltal kijel6lt terbél azi és K bazisvektorok
dltal meghatarozott sikra:

AR 5 R
X X a, a, 4 X y
1 2 3
YI=AY|= Y|=
. B . |:a21 a,, aze] . {Z}
Megoldas:

Az matrix felirdsahoz (a fenti tétel értelmében) a kiindulasi tér ( R®)
béazisvektorainak képeit kell felirnunk a képtér ( R®) bazisaban.

A képtér bazisvektorai:



A kiindulasi tér bazisvektorai: Képiik a képtér bazisdban:

! 1
_0_
o i
_0_
o i
_1_
A leképezés matrixa tehat a tétel alapjan:

100
A=
={oo1}

1.5.) Most végezziik el az el6z6 feladatot ugy, hogy az eredményt nem a
kanonikus bazisban, hanem a kévetkezoben irjuk fel!

1 0
A képtér bazisa: b = At b, =

Megoldas:

felirjuk a leképezés matrixat a kanonikus bazisban (ezt tettiik az el6z6
feladatban), valamint felirjuk a kanonikus bazisbdl az 0j bazisra valo attérés
matrixat, és végiil ezt a két matrixot dsszeszorozzuk. Igy kapjuk a feladatban
szerepld (bazistranszformacioval kiegészitett) leképezés matrixat.

10

10



A leképezés matrixa a kanonikus béazisban:

{1 0 0}
A=
0 0 1k

Az i,k (kanonikus) bazisrol b,b, bazisra valo attérés matrixat ugy tudjuk
kénnyen felirni, ha felirjuk az ezzel éppen ellentétes iranyt (B,b, — i,K)

bazistranszformacid (egy specidlis leképezeés) matrixat, majd annak az inverzét
vesszik.

Bazisvektorok: Transzformaltjaik (6nmaguk a képeik, csak masik bazisban):
1 1
E = 0 = 1 (ahol a bazist kiilén nem jeldljiik, ott a koordinatak
[b]
0 0
E = 1 = 1 mindig a kanonikus bazisban értenddk)
[b]

10
=[bybyi.k] =
11 [by.byii K]

Invertalas:
1 -1 [1 O

dj(B) = =
R
det®) =1-0=1

4 adj(B) {1 0}
B ihbyik = ——=-=

det@) -1 1 (i kbub]

Igy a keresett leképezés matrixa:

. 1 01 00] [1 00
-B . _ _
Biiwnog =2 1098 i =| 11 110 0 1/7|-1 0 1

11

11



12

1.6.) Legyen most: R’[X] — R*[X] a legfeljebb mdsodfokii polinomok terébdl
ugyanebbe a térbe képezé homogén linearis leképezés (hom. lin.
transzformdcio).

A(ax’ + bx+c) = 2ax’ —bx+a+3c

Irjuk fel a leképezés A matrixat!

Megoldas:
A bazisunk most mindkét térben: [x?;x1]
1 0 0
x*=10|  x=[1]  1=|0
0 0 1

2 0 0
x2—>01 x—=>|-1| 1-|0
1 0 3
fgy tehat:
2 0 O
A={0 -1 0
1 0 3
1.7)
L:R*— R?

L(x1. %) = (2% — 3%, X1 + X))

Megoldas:
Els6 megoldas: oszloponként allitjuk el6 a keresett matrixot, felhasznaljuk a

fenti tételt, miszerint deképzés matrixanak oszlopvekti az [a] bazis
vektorainak képei.

12
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A=[L(1,0) L(0,1)]

L(1,0)=(2%1—-3%0,1%1+1%0)
L(0,1)=(2%x0—3%1,1%x0+1x%1)

(2,1) o |2 =3
U e

Masodik megoldas — egyenletrendszeres modszerrel:

L] X =] 2%73%, |9 an X |2] 2%, 3%, a,xx;+a,kx,=2%x,—3%x,
x5 X +Z; g, del |7 . bx, az¥x;taxx,=1*x,+1%x,
2 —8

A=
i LI

1.8)

I Byl

L(P)x) =P(x+1)-P(x) xe€R
A bazis mindkét térben a hatvanyfiiggvényekbol allo bazis.
Megoldas:

(a 3.) példa 2. megoldasahozhasonl6an)

sl ws e . : 5 g2
A két tér bazisa tehat: a0 L% X% peés Py i {1,%, X7}

0
L(l):(,\‘-{—l)o—,\ozl—l:() — 0*1+0*:\.+0*x2 = lo
0
1
L(x)=(x+1)'=x'=(x+1)'—x'=x+1-x=1 = 1x14+0*xx+0xx" = [0
-0-
1
L(x*)=(x+1 =x=0ix’+2x+1—-x"=1+2x = 1*1+2*x+0%x" = |2
-0-
1
L(x)=(x+1P-2*=x*+32+3x+1-2’=1+3x+3%" = 1*1+3*x+3%27 = |3

13



Egymas mellé irom az oszlopvektorokat, és igy megkapom a matrixot:

g 1 L 1
4=10 0 2 3
0 0 0 3

2
1
elforgatott képét (V'—t ) a forgatas, mint hom. lin. leképezés segitségével!

1.9.) Hatdarozzuk meg a sikban (R -ben) lévé V = { } vektor +30°-kal

(V-hoz hasonléan V't is a kanonikus bazisban adjuk meg!)

Megoldas:

(A kiindulasi tér és a képtér bazisa tehat megegyezik: kanonikus bazis)
A kiindulasi tér bazisvektorai; valamint azok 30°-kal elforgatott képei
ugyanebben a bazisban felirva:

1
it 093(30)
0 sin@0)
. |0 —sin@30)
1=,
= |1 cos@B0)
fgy a + 30°-kal val6 elforgatas matrixa (kanonikus bazisban):

cos@0) -sin(30)
sinB0) cos@0)

Végiil:

1
e cos@0) -—sin(30) {2}_ ‘/5’_5
~ | sinB0) cos@0) 1|

14
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1.10)

2
Milesza V= L] vektor +@)°-kal elforgatott képe (szintén a kanonikus

bazisban)?

Megoldas:

V3

| C0s60)  -sin(60) {2}: 1—7
~ |sin60) cose0) \/§+}
2

1.11.) R® vektorait az xz sikra vetitjiik, majd 90°-kal elforgatjuk negativ
iranyba. Hatdrozzuk meg az A: R® — R® | vetités, majd forgatds” linedris
leképezés matrixat!

Megoldas:

A vetités matrixat az 1.) feladathoz hasonl6 mdédon kaphatjuk meg, a tétel
alapjan.

A képtér bazisvektorai ez alkalommal:

S

-90°-o0s elforgatas matrixa:

cos(-90°) -sin(-90) _{O 1}
sin(-90) cos(90) | |-1 O

15
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1
1
0|— Ix+0y+0z — vetitjik— {O} =1x+0z — forgatjuk— {

0

O}
=0x-1z
-1

0
0 0

1|— 0x+1y+0z — vetitjuk— {O} = 0x+ 0z — forgatjuk— {0} =0x+0z

0

0
0 1

0| > 0x+0y+1z — vetitjuk— L} = 0x+1z — forgatjuk— {O} =1x+0z

1

A teljes A: R® — R* | vetités, majd forgatas” linearis leképezés matrixa:

0 01
A:
={—1oo}

1.12.) Allapitsuk meg, hogy az alabbi mdtrix forgatdsi matrix-e?

1 -1
3 11 0
Megoldas:

rrrrrr

1 -1
A L 0 } matrix nem lehet forgatdsi matrix, mivel a foatlojaban allo két elem

L cos) -—sin(a) la -b 1 -1 _
kiilonb6z0. Lin(a) COS@)}—L a}{l O] a,be[-11]

16
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1 -1
b) 1 1
Megoldas:

1 -1
A L 1 } nem lehet forgatdsi matrix, mivel, bar a=1, b=1 valasztassal megfelel

a —_
az {b a } alaknak, azonban nincs olyan szog, amelyre igaz lenne, hogy, ha

cos) =1, akkorsin(x) =1 lehetéges.

II. rész:
Linearis leképezések osszege, szamszorosa és szorzata:
1. Definicio:

Az A B:V, -V, linearis leképezések Osszegén azt az A+ B -vel jelolt
leképezést értjiikk, amely minden U €V, vektorhoz azAu+ Bu €V, vektort
rendeli hozza. Azaz

(A+B)u= Au+Bu
2. Definicio:

Az A:V, -V, linearis leképezésnek a A € T skalarral valo szorzatan azt a
AA-val jelolt leképezést értjiikk, amely mindenu €V, vektorhoz aA(Au) €V,
vektort rendeli hozza. Azaz

(AA)u = A(Au)

17
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Feladat: Bizonyitsuk, hogy valoban homogeén linearis leképezés! (eléadason is
elhangzott)

(AA)(U+V) = A(AU+V)) = A(AU+ Av) = A(AU) + A(AV) = (AA) U+ (AA)V
(AA)(au) = A(Alau)) = A(a(Al)) = a(A(AU)) = a((AA))

Mivel mindkét tulajdonsag teljesiil, belattuk, hogy a linearis leképezések
szamszorosa (vagy masként skaldrszorosa) valoban homogén linedris leképezés.

3. Definicio:

LegyenekV,, V, és V, ugyanazonTl test feletti vektorterekAe Hom\V,,V,),
Be HomV,,V,). Ekkor azA és B linearis leképezések szorzatan azt az AB-vel
jelolt V; = V; leképezést értjiik, amely minden U €V, vektorhoz azA(Bu) €V,
vektort rendeli hozza. Azaz

(AB)u = A(BuU)
Feladatok:

2.1.)) Oldjuk most meg az 1.példat a matrix szorzas segitségével!

Kiszamoljuk kiilon-kiilon a két leképezés matrixat, €s dsszeszorozzuk Oket.

‘s .. 1 00
A vetités matrixa: A= 00 1

cos(90) —sin(—gﬁ)} :{ 0 1}

A forgatas matrixa (-90°): A, = L,in(—90’) cos(-90') -1 0

A két kapott matrixot 6sszeszorozzuk. Olyan, mintha elvégeznénk el6szor az
elsé leképezést, a vetitést (A1), majd a masodikat, a forgatast (Ay). Tehat
Osszeszorozzuk a két matrixot, és egyszerre végezzik el a leképezést.

0 1]./1 0 0] [0 O 1
A=A*A = * -
= = =2"|_10/|l00 1] |-1 00

Helyesen szamoltuk, az eredmény megegyezik.

18
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-3

2.2.) Forgassuk el & = { 5 } vektortelébb 30°, majd 60°-kal.

Megoldas:

A 3. definici6 (leképezések szorzata) alapjan:
cos@0) -sin(60) | |cos@0) -sin@B0) | —-3|)
sin60) cos@0) ||| sin@B0) cosB0) | 2

(Az addicios tételek felhasznalasaval:)

| cosB0 +60) -sin@30 +60) {—3}_ cosP0) —sin©@0) {—3}_
sinB0 +60) cos0+60) | 2 | |sin@0) cosQO) | 2 |

1ol

2
vektort60°-kal és végiil adjuk dssze az eredményiil kapott két vektort.

2.3.) Forgassuk el & = { } vektort30-kal®, majd forgassuk el az eredeti

Megoldas:
Mivel most akét leképezést (jelen esetben forgatast) nem egymas utan hajtjuk
végre, hanem elébb kiilon-kiilon végrehajtjuk dket az eredeti v vektoron, majd

az igy eredményiil kapott képek (vektorok) dsszegét vessziik, ezért a feladat
megoldasahoz a leképezések osszegérdl szolo (1.) definiciot hasznalhatjuk fel:

cos@0) -sin(30) {—S}F cos@0) —sin60) {—3}_
sinB0) cos@0) | 2 | |sin@0) coseO) | 2 |

_[|cos@0) -sin@0)| |cos€0) -sin(60) {—3}_
|| sinB0)  cos@O) | |sinG0) coseO) || 2 |
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_[cos@0) +cos0) —sin(30) —Sin(60’)}{— 3} _

| sin@0') +sin@0) cos@0)+cosE0) | 2

V3.1 1 43 V3+1 V341 _5J3+5
1272 2 273 _| 2 2 [73|_ 2

1+ﬁ §+1 2 J3+1 341 | 2 _\/§+1

12 2 2 2 2 2 2

20

(Jol lathato, hogy egészen mas eredményt kaptunk, mint ugyanezen leképezések

szorzataval a 2.2. feladatban.)

2.4)

a) Nyujtsuk meg a V = vektort a 2szeresére, majd forgassuk el -90°-kal!

b) Nyujtsuk meg a V= vektort a 2szeresére, illetve forgassuk el a v

vektort 90°-kal, majd ésszégezziik a kapott képvektorokat!

Megoldas:

Az eldz6 feladathoz hasonldan (az ’a’ feladatban a leképezések skalarszorosarol

sz010 (2.) definiciot is felhasznaljuk.)
[cos(90) —sin(-90) ] {2 o}{—s} _2{0 1}{—3}_{4}
3) sin(-90) cos(90) ||[0 2] 2|) T|-1 0] 2] |6
cos(-90) —sin(—90’)__—3+ 2 0[-3] ([0 1 L[2 o]y-3
) sin(-90) cos90) | 2| |0 2] 2] (|-1 0] [0 2]) 2

a2 7]
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-3

2.5.) Forgassuk el & ={ 5 } vektorte/obb 80°, majd 1@°-kal.

Megoldas:

a) A 2.2.feladathoz hasonldan:

cos(L00 +80) -sin(L00 +80) {—3}_ cos(80) -—sin(180) {—3}_
sinl00 +80°) cos(00 +80) | 2 - sin80) cos(80) -

2
-1 0|-3| |3
o -1 2] |-2
b) Erdemes észrevenni, hogya 80°+100°=180°-kal val6 forgatas nem mas,
mint egy tiikrozés a két forgatas k6zos origdjara:

2 L)
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2.6.) R vektorait az yz sikra vetitjiik, majd pozitiv (6ra jarasaval ellentétes)
iranyban 90°-kal
elforgatjuk.

Megoldas:
oszloponként allitjuk el6 a keresett matrixot, felhasznaljuk a fenti tételt,
miszerint deképzés matrixanak oszlopvektai az [a] bazis vektoramak képei.

Y]
0 :1*x+0*)'+0*:Hveﬁ[jﬁk%[g]:O*}f+0*:%forga[]'uk4[8]20*)%0*:
-O-

0] 1 0

1 [=0xx+ 1% y+0x z— vetitjiik — [OJZ1*}'+0>|<:—»forgarjuk—a[I]ZO*J‘Jr1*:
0

0
0 [=0xx+0x*y+1*z— vetitjiik H[(l)]: O y+ lxz— forgatjuk ﬂ[_OIIZO*ynL 1%z

2.7.) A 2 példa megoldasa masképp, két matrix szorzataként: elészor
kiszamoljuk a vetités matrixat, majd a 90-os forgatdset.

Megoldas:

Forgatas:

(x.v)

v =1 s
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X' =1 cos(6+0) =1 cos(0)cos(0) - r sin(6)sin(d) = x cos(d) -y sin(d)
y' =1 sm(6+0) = r sin(B)cos(d) + rcos(0)sin(d) = x sin(d) + y cos(0)

x'|_|cos(p) —sin(p)|fx
"| [sin(¢p) cos(p) ||y

¥y )

P cos(¢p) —sin(¢)
 |sin(¢p) cos(¢)

A feladat megoldésa tehat:

A B
0|=1%x+0% y+0%2 - verigitk — 8 = 0% y+ 0% 2
O L

:O:1 -1-

1 [=0xx+1%y+0*z— vetitjiik — 0 =1xy+0x*z

-Od
0] N
0|=0*xx+0xy+1%*z— vetitjiik — X =0xy+ 1%z
v o

R 010
etités matrixa : 4,=

a vetités mdtrixa : A, [0 0 1]

cos(¢p) —smn(q¢p) )

sin(¢p) cos(¢p) sin(90) cos(90) 1 0
A két kapott matrixot 6Sszeszorozzuk. Olyan, minthlégeznénk eldszor az
elso leképzést, avetitést (Al*x), majd a masodikat, a forgatast (A2*az
eredmeény). Tehat 6sszeszorozhatjuk a két matrixot, s egyszerre végezhetjiik el a
leképzést.

o —1lfo 1 ol _[o 0 -1
A=Ay 4= =
‘*lll 0”001”01 0}

Helyesen szamoltunk, ugyanazt kaptuk, mint az el6z6 megoldasban (2.6.).

:[cos(90) —sin(90)]:[0 —1]

A forgatds matrixa : 4,= [
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3.1)) Hatarozzuk meg a képtér és a magtéer dimenziojat az alabbi leképezéseknél.

a) A: V1 - Vo, Vi = V,, a valos test feletti legfeljebb 100-adfoku polinomok
(és a 0) szokasos vektortere. (A polinomokat p(x)-szel jeloljiik.) A: p(X) =
oo P(X). (0 =0)

Megoldas:
Ha egy polinomot egy, konstanssal szzok, akkor a polinom fokszama
nem valtozik, csak az egyiitthatok valtoznak. Igy a képtér szintén a
legfeljebb100adfoku polinomok vektortere lesz, a magtér pedig az
azonosan 0 polinom lesz. gy dim(Im _2)=101, dim (Ker2)=0.

b) 4. Vi1 = V2, Vi =V, a valos test feletti legfeljebb 100-adfoku polinomok
(és a 0) szokasos vektortere. (A polinomokat p(x)-szel jeloljiik.) A. p(X) —
P(X) -xp’(x).

Megoldas:

Ha egy polinomot derivalunk, akkor a polinom fokszama eggyel csokken.
fgy az x-p’(x) polinom fokszama megegyezik az eredeti polinom
fokszamaval. Ha a leképezésiink ilyen alakt: p(x) — p(X) - x p’(x), akkor
a képtér szintén a legfeljebb szazadfoki polinomok vektortere lesz,
azonban vegyiik figyelembe, hogy ha p(x)=ax, akkor p(x) x p’(x)=0. igy
a képtérben egyrészt nem szerepelnek els6fokt polinomok, masrészt a
képtérben levd polinomok egyikében sem lesz elséfoku tag. Tovabba a
magteret az elséfokll és az azonosan 0 polinomok alkotjak. Ezért dim(Im
A)=100, dim(Ker2)=1.

C) A: V1 = Va, Vi =V, sikvektorok szokasos tere. A: tengelyes tiikrozés.
Megoldas:
A tengelyes tiikrozeés soran sikvektor képe sikvektor. Tovabba tengelyes
tiikr6zés soran csak a nullvektor képe lehet nullvektor. A magtér tehat a

nullvektor. {gy tehat dim(Im_2)=2, dim (Ker,2)=0.

d) 4. Vi - Vo, Vi a térvektorok szokdsos tere, Vo, pedig a sikvektorok
szokasos tere. A: adott sikra torténd merdleges vetités.
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Megoldas:
Térvektorok adott sikra torténd merdleges vetitésekor minden térvektor
képe sikvektor lesz, tovabba minden olyan térvektor képe a nullvektor
lesz, melyek merdlegesek az adott sikra. A magtér tehat az adott sikra
mer6leges vektorok halmaza és a nullvektor. gy dim(Im 4)=2, dim (Ker

A)=1.

e) A: Vi - Vo, Vi = Vy, sikvektorok szokasos tere. A: 45°-o0s, pozitiv iranyu
forgatds az origo koriil.

Megoldas:
Sikvektor képe elforgatas utan sikvektor lesz, és az elfogatas sordn csak a
nullvektor képeként allhat eld nullvektor. Igy tehat dim(Im 4)=2, dim
(Ker_2)=0.

f) 4. Vi = Vo, Vi =V, a valos test feletti legfeljebb 10Qudfoku polinomok
(és a 0) szokasos vektortere. (A polinomokat p(x)-szel jeloljiik.) A. p(X) —
P

Megoldas:
Derivalas soran minden polinom fokszama eggyel csokken. gy a képtér a
max. 99foku polinomok vektortere lesz. Tovabba a konstans polinom
derivaltja 0, igy a magteret az azonosan 0 €s a konstans polinomok adjak.
Tehat dim(Im 2)=100, dim (Ker2)=1.

Tovabbi hasznos feladatok (ebben a témakdrben) az alabbi linken elérhetd
eldadasdidkban talalhatok:
http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/dmat/lin_lekep.pdf
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http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/dmat/lin_lekep.pdf
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Forrasok:

Bat6 Kinga anyaga:
http://digitus.itk.ppke.hu/~b novak/dmat/lin lek matrixa ¢ampdf

Csany Gergely anyaga:
https://wiki.itk.ppke.hu/twiki/bin/view/PPKE/DMI?sortcolstée:table=up
(/’LIN_LEKEPEZES ES MATRIXA MO.doc”)

Sonneveld llona anyaga:
http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/dmat/Lin_lek_llus.pdf
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http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/dmat/lin_lek_matrixa_Kinga.pdf
https://wiki.itk.ppke.hu/twiki/bin/view/PPKE/DMI?sortcol=table;table=up
http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/dmat/Lin_lek_Ilus.pdf

