Determinansok

Elméleti bevezeto

Def. (matrix): Legyen T egy kommutativ test, k, n pozitiv egészek! A test feletti k X n-es matrix egy

téglalap alaku tablazat, melynek k sora és n oszlopa van, elemei pedig T-b4l valdk.

Matrix determindnsa egy szam, a kifejtési tétel alapjan, ha A€T" <", akkor det(A) = YiL; jj* Ajj =

Z};l i Ajj - Ahol A; az o;; elemhez tartozo el8jeles aldeterminans (azaz az el8jel nélkili

aldetermindnsnak (-1)

i+j

-szerese).

Tulajdonsagok:

10.

A determinans tetsz6leges sorat A-val szorozva a determindns értéke A-szorosara valtozik.
Ha a determindns tetsz6leges sora kéttagu 6sszeg, a determindns elSall két determindns
Osszegeként, ahol a kérdéses soron kivil minden sor ugyanaz, de az egyik determinansban az
adott sorban rendre az 6sszeg egyik tagjai, a masik determindnsban az adott sorban rendre
az 0sszeg masik tagjai szerepelnek.

Ha az egyik sor tisztan nulla, akkor a determinans értéke is 0.

A determinans tetsz6leges két sorat megcserélve a determindns értéke a -1-szeresére
valtozik.

Ha a determinans tartalmaz két sort, amelyek elemei rendre egyenl6k, a determinans értéke
0.

A determinans i. sorahoz a j. sor A-szorosat adva a determindns értéke nem valtozik.

Alsé- vagy fels6haromszog-determindns értéke a f6atldban all6 elemek szorzata (figyelem: a
f6atld, nem pedig a mellékatld alatt/felett allo elemeknek kell nulldknak lenni).

Ferde ,kifejtés”: egy sor elemeit rendre egy masik sor elemeihez tartozé elGjeles
aldetermindnsokkal megszorozva a szorzatok 6sszege 0.

A fenti tételek oszlopokra is igazak.

Matrix determindnsa egyenld a matrix transzponaltjanak determinansaval.

Azaz a determindns Gauss-eliminalhatd, és ha sikeril valamelyik spec esetet elGallitani (két
egyenl sor (oszlop), csupa nulla sor (oszlop), alsd/felsé haromszdg), akkor kdnnyebb a
szamolas (de ha novekszik a determinansban a nullelemek szdma, az is nagy segitség).

Cramer-szabaly: adott az A*x=b linearis egyenletrendszer, ahol x, b € R", A€ R"~". Ha det(A)#0,

akkor létezik egyértelmd megoldas, ez pedig x; =

, ahol A-t ugy nyerjik, hogy az A matrix /.

oszlopvektorat b-re cseréljik.

Feladatgylijtemény

1 4 8
D=|-2 1 5
-3 2 4
3 4 5
D=1 2 3
-2 5 —4




10.

11.

2 4 -4
D=|5 -6 3
4 2 =3
28 25 38
D =142 38 65
56 47 83
2 3 -2 4
_13 -2 1 2
b= 3 2 3 4
-2 4 0 5
1 -2 3 -4
p=[ 3" % 73| =-304 Lassukezt bel
3 -4 5 6
1 2 3 4
_12 1 2 1
D= 0 0 1 1
3 4 1 2
0 0 0 0 0 1
00 0 0 2 1
D= 0 0 0 3 2 1
0 0 4 3 2 1
05 4 3 2 1
6 5 4 3 2 1
Szamitsuk ki y értékét!
x+2y+3z=14
y+2z+3t=20
z+2t+3x=14
t+2x+3y=12
-4 1 1 1 1
1 -4 1 1 1
Bizonyitsuk be a determinans kifejtése nélkil, hogy D = | 1 1 -4 1 1(=0
1 1 1 -4 1
1 1 1 1 -4
1 -2 3 -2 =2
2 -1 1 3 2
D=|1 1 2 1 1
1 -4 -3 -2 -5
3 -2 2 2 =2

Megoldasok

Kivonjuk a mdsodik oszlop kétszeresét a harmadik oszlopbdl, majd eszerint kifejtjlik:

1 4 8 1 4 8-2%4 1 4 0
D=|-2 1 5|=|-2 1 5=-2x1|=|-2 1 3|=-42
-3 2 4 -3 2 4-2x%2 -3 2 0

Az els6 sorbdl levonva a masodik haromszorosat, a harmadik sorhoz hozzaadva a kétszeresét,

majd az els6 oszlop szerint kifejtve:

3 4 5] [0 -2 —4
pD=[1 2 3|=[|1 2 3|=-32
-2 5 -4l lo 9 2

Az utolsd sor (-2)-szeresét az els6 sorhoz, 3 szorosat a masodikhoz adva, majd a mdsodik
oszlop szerint kifejtve:



10.

2 4 -4 -6 0 2
D=|5 -6 3|=[17 0 -—-6[=-4
4 2 =3 4 2 =3

Emeljink ki az els6 sorbdl 14-et, a majd az els6 oszlop 12-szeresét a masodik oszlopbdl és 20-
szorosat a harmadik oszlopbdl levonva csékken az elemek nagysaga:

28 25 38 2 1 =2
D=|42 38 65[=14%*|3 2 5
56 47 83 4 -1 3

Ezutdn a masodik oszlop kétszeresét az els6 oszlopbdl kivonjuk, a harmadikhoz hozzaadjuk,
és az els6 sor szerint kifejtjiik:

2 1 =2 0 1 0
D=14%|3 2 5|=14=*[-1 2 9(=770
4 -1 3 6 -1 1

Adjuk a masodik sor kétszeresét az els6hdz, hdromszorosat vonjuk le a haramdikbdl, majd
fejtsik ki a harmadik oszlop szerint:

2 3 -2 4 (8 -1 0 8
8 -1 8
13 =2 1 2| |3 -2 1 2|__,.|° A
b=13 34_—680—2_1*22 52
-2 4 0 5 -2 4 0 5 N

Most adjuk hozza a masodik oszlop nyolcszorosat az elsé és harmadik oszlopokhoz, és az els6
sor szerint kifejtve:

8 -1 8 0 -1 0
D=-1x[-6 8 -—2[=-—[58 8 62|=-286
-2 4 5 30 4 37

Haszndljuk ki, hogy az els6 oszlop elsé eleme egyes, és nullazzuk ki vele az oszlop tébbi
elemét.
A negyedik oszlopot kivonjuk a harmadikbdl, és a harmadik sor szerint kifejtjik:

1 2 3 4 1 2 -1 4
1 2 -1
D=2 1 2 11_12 1 1 1 =—l2 1 1
0 011 0 0 0 1 3 4 1
3 4 1 2 3 4 -1 2 B

A masodik sort hozzdadjuk az els6h6z és a harmadikhoz, majd a harmadik oszlop szerint
kifejtjuk:

1 2 -1 33 0
D=—-(2 1 1|=-(2 1 1|=0
3 4 -1 5 5 0

Cseréljik meg az elsé és a hatodik, a masodik és az 6tddik, valamint a harmadik és a negyedik
oszlopokat, ekkor alséharomszog determinanst kapunk, értéke a f6atldban allé elemek
szorzata (és a harom oszlopcsere miatt (-1)’=-1-gyel szorozzuk):

1000 00
1200 00

_jlt 2300 0__,__

D==11 53 4 0 o 6! = —720
123 450

1 2 3 4 5 6
A Cramer-szabalyt fogjuk hasznalni, el6bb rendezziik a determinans kénnyebb felirdsdhoz az

egyenleteket:
x+2y+3z+0t=14



Ox+y+2z+3t=20
3x+0y+z+2t=14
2x+3y+0z+t=12

1 2 3 0
. .o on_10 1 2 3
Igy az egyenletrendszer determinansa: D = 30 1 2
2 3 0 1

Vonjuk ki az els6 oszlop kétszeresét a mdasodikbdl, hdromszorosat a harmadikbél, majd
fejtsik ki az els6 sor szerint:

101 2 31_0 1 2 3|_ —
D= = =|—-6 -8 2|=2%-3 —4 1
3 01 2 3 -6 —8 2 1 6 1 1 6 1
2 3 0 1 2 -1 -6 11 75— S
Adjuk az els6 sort a harmadikhoz, hdromszorosat a masodikhoz, majd fejtsiik ki az elsé oszlop
szerint:
1 2 3 1 2 3
D=2+-3 —4 1|=2xf0 2 10[=2x|% |=2x4v2:]L =06
-1 -6 1 0 —4 4
Azaz mivel D#0, ezért van egyértelmd megoldas.
1 14 3 0
T . ) _10 20 2 3
Szamoljuk ki D,-t: D), = 3 14 1 2
2 12 0 1

Kiemellnk kettt a masodik oszlopbdl, majd az els6 sor kétszeresét kivonjuk a negyedikbdl,
haromszorosat a harmadikbdl, és kifejtjik az elsé oszlop szerint:

1 14 3 0 1 7 3 0 1 7 30
0 20 2 3 0 10 2 3 0 10 2 3
Dy=13 124 1 2|%*|3 7 1 2|T%*[o Z14 Z8 2|~
2 12 0 1 2 6 0 1 0 -8 -6 1
10 2 3
=2x|-14 -8 2
8 -6 1

Kiemelilink az elsé és masodik oszlopokbdl kettét-kettét, majd kivonjuk a harmadik sor
kétszeresét a masodikbdl, haromszorosat az els6bdl, és kifejtjik a harmadik oszlop szerint:

5 1 3 17 10 O
D, =2%2x2x|-7 —4 2|=8x(1 2 0]=192
-4 -3 1 -4 -3 1
D 192
Azazy=3y=¥=2
-4 1 1 1 1
1 -4 1 1 1
11. Adjuk hozza az els6 oszlophoz a tobbit, ekkor D = | 1 1 -4 1 1]|=
1 1 1 -4 1
1 1 1 1 -4
0 1 1 1 1
0 —4 1 1 1
0o 1 -4 1 11=0
0 1 1 -4 1
0 1 1 1 —4



Vonjuk ki az els6 oszlopot a masodikbdl és az utolsé kett6bdl, kétszeresét a harmadikbdl,
majd fejtsiik ki a determinanst a harmadik sora szerint:

1 -2 3 -2 =2 1 -3 1 -3 -3
2 -1 1 3 2 2 -3 =310 _g jg _? 83
p=l1 1 2 1 1|=f1 0 o0 o0 o|=["2 "o o .
1 -4 -3 -2 -5/ |1 -5 -5 -3 —6| |2 _ T ¢
3 -2 2 2 2013 -5 -4 -1 -5

Adjuk a harmadik oszlop hdromszorosat az els6hoz és a masodikhoz, majd fejtstik ki a
masodik sor szerint:
-3 1 -3 -3 -12 -8 -3 -3

12 -8 -3
-3 =3 10| _|lo 0o 10 |_, .| a5 o C
D=l 5 _3 Zg|=|-14 —14 —3 —g|=CD> g* ﬂf g

5 —4 -1 -5 l-8 -7 -1 —s -8 -7 -

Hogy ne kelljen nagy szamokat 6sszeadni, a masodik sorbdl emeljiink ki (-2)-t, és adjuk a
masodik sort a harmadikhoz és az els6hoz, és fejtsiik ki valamelyik 0-t tartalmazé sor vagy
oszlop szerint:

-12 -8 -3 -12 -8 -3 -5 -1 0
(1) *|-14 —-14 —-6|=2x*| 7 7 3|=2%|7 7 3|=118
-8 -7 =5 -8 -7 =5 -1 0 =5
Forrasok:

e Freud Rébert: Linearis algebra, E6tvos Kiadd, Budapest, 2006
e Scharnitzky Viktor: Matrixszamitas, Miszaki Kényvkiadd, Budapest, 1973



