Diszkrét Matematika 1. konzultacio 2010/2011 1. félév

Osszedllitotta: Juhdsz Janos, Molekularis bionika 2. évfolyam

Bazistranszformacio

A kérdés, hogy ha az eddig hasznalt bazisbol egy masik bazisra szeretnénk attérni, akkor hogyan lehet
kiszamolni a vektorok 101j koordinatait kiszamolni a régi koordinatak és az 0j bazis segitségével.
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Pl.:1.a eredeti bazis: {O} =ey, L} =e, ekkor: v= [9} 1, €z azt jelenti, hogy

9 1 0 1 0][9 .
V= @=9| [+9| |= (matrix * vektor)
9 0 1 0 1]|9
U biizi 3 1 X 85 hasonle X 3+ 1 3 1][x
: —a = S A T V= =X = .
) bazis 1 1, > 2, y [@=V, az elozohoz hasonloan y [ 1 y 2 1 2||y

x és y a koordinatak, bel6liik all el6 a vektor az adott bazisban (i) €z akoordinatas alak

(A matrix a bazistranszformacid matrixa (mint az eddig tanult transzformacioknal, leképezéseknél)).

Lényegében ugyanarrol a vektorrol beszéliink (a képiik fedné egymast, ha egy olyan
koordinatarendszerben abrazolnank, ahol a bazisvektorok ugyanabban a bazisban vannak felirva (PL.:

_ 1 0][9] [3 1][x 3 1|,
akanonikusban)), ezért: = , (balrdl szorzok a inverzével)
0 1)19] |1 2]y 1 2

1 2 0 1]|9

hozzarendelem a megfeleld eldjeles aldetermindnst és aztan transzpondlom. Specidlisan 2x2-es

~fa b] [a b] " [d -b
eseten: — = ,
c d c d -C a

az inverz nem létezik ha a determinns 0, ekkor a matrix altal meghatérozott egyenletrendszer LOF,
igy nem is alkotnak bazist a ,,bazisvektorok™ az adott dimenzios vektortérben.)
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b: Forditva is gondolkodhatunk: ha arra vagyunk kivancsiak, hogy az [a] bazisban megadott vektor

o . 3 1|18 1 0f|x
koordinatai mik az [€] bazisban, akkor igy szamolunk: = :
1 2(|36 (a] 0 1||y (€l

3 17" [1 o][9] [x , . . .
= , (inverz= (UDet A)*Adj A. Adjungalt: minden elemhez
[e] [a]
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Altalanosan is elmondhaté: E* X[g= A*X[a — X[g=A*X[g — A Xg= X[a

(Ha nem az egyik bazisban van megadva a masik (P1.:mint fentebb a_kanonikusban), hanem egy k&zos
3. bazisban:

B*Xb1= A*X(a] — Xp1=B™* A*X[g haaz xq ismert,
A B * Xb1= Xa) haaz xpy ismert,)

(Emlékeztet6iil: linearis leképezés (n dimenzids vektortérbdl k dimenzidsba) matrixa k* n-es tipusu és:
A(ﬁ) =A*X A aleképezés métrixa, A(X) ax képe.

Linearis transzformacional a kiindulasi és a képtér azonos dimenzidju.)

A leképezés/transzformacié matrixa a kiindulasi tér bazisvektorainak képeit tartalmazza a képtér

bazisaban felirva.

(el(i, L-.. X[d]
— /\
B!
/ N "
[b](bs, ba...by) | —
X[b]

Bazis: Mint amikor
linearis transzformaciot
csinalunk vektorok: koordinatas alak pont forditva, mivel :

E*Xig= B* Xy —_X@=B*Xpy —B2* X=Xy

(B a bazistranszformaci6é matrixa b bazisbol a kanonikusba, a B1a

masik iranyba torténd bazistranszformacid matrixa.)

Ezek alapjan:

3 2
2.a Mi apF{ } , l_)2=[ } bazisban felirt koordinatas alakbol az i, | bazisban felirt
le] C

koordinatas alakba a bazistranszformacio matrixa?



2
Xig=B*Xiy (ahogy az &bran is latszik) B= {5 ~ ]] .

b: Azi, j- s koordinatas alakbdl a by by-6s koordinatas alakba attérés matrixa?

B g gy (i) B 3 27 1[-1 -2
b~ a— abra) b= = —— .
= Sd= =5 — 13/-5 3

5T epe (olben? & oy L[ ~2][5] __1[-13) 1
C. épe [b]-ben? B* Xig= Xy (dbra) —— =__ =
4y = 13-5 3 [4], 13[-13] 1],

2] .
Co= 9 bazisban
1o

1
3.a Milyen bazistranszformacids matrix segitségével adjuk mega 1= LJ
[b]

felirt koordinatas alakot a [b]-ben felirt koordinatas alakbdl (az el6z6 feladat [b]-je)? ([€]:=[b])

L1 2] 19 -2
14 9] 1/-4 1
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b: képe [c]-ben?
4 [e]

@]

X[e)

ich
=

&
°Q
*
=
B
I 1
~ (e}
P
| I |
e
E
l 1]
w7
0,

[
e
NC

) 3 2 ) ) 11 24 )
c: Mi ab= , o= bazisban felirt koordinatas alakbol az ay= 1 , &= bazisban
[e] ~ e [e] le]

felirt koordinatas alakba a bazistranszformacié matrixa?

Xlel T x=A"Bx
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Abrak: TASésSTAS(és egyéb linearis leképezést tartalmazo feladatok) szamitasanak

szemléltetésére:
(A)X(e1= A Xjel
TIAS
(A)xie1=T (A)x
A "
X[e]=_S X[s]
tehat:
A
e . (A T (Al = AS Xz
(A)xiy = T*A S x15]
A A
-1
S s . -
v v (Axa
él
SIAS
(A)X[e1 = A Xiel
(A)X(e1=_S(A)X1s1
Vn
A
X[e]=_S X[s]
Xl > (A)Xgel ,
tehat:
S (A)xis1 = AS Xs)
A
(A)xis = S*A S x15]

st S

S s =

B s
él
v
v &El (A)élél
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3
4a Mileszaz | 2| vektor képe a kanonikus bazisban, ha a j, k sikra vetitjiikk és 3-szorosara nyujtjuk

1 [s]
1 2 4
j és k iranyban is? si=| - 5 S=| 2 =1
3 Le] 1 Le] 1 [e]
0 00
A leképezés matrixa: A=|0 3 0], ASXg=(A)Xg
0 0 3
0 001 2 4|3 0O O O3 0
0 3 0|-5 2 12| =|-15 6 3|2| =|-30
0 0 3| 3 ll__l[s] 9 331[S] 36[e]
-3 0 1
b: Mi lesz az el8bbi vektor képe, ha a képtérben a tiy=| 2 ta= 1|1 tg=| 8 bazisra
L 2] ~Lg
tériink 4t? (T?AS)

Mivel a képtér legfeljebb 2 dimenzids (a vetités miatt (T*AS -nél valtozhatnak a dimenziészamok,
mert nem feltétlentiil transzformacié van)), ezért elég a képtérben egy a jk-t kifeszit6 2 elemii 2D-s
bazist (nem parhuzamos vektorok) valasztani és azzal szamolni (2db 3 elemii bazis mar nem biztos,

1 8
hogy a jk sikra vetit!). Ilyen az { } J
(e L el

1 87]7-30] 1[-1 -8]-30] 1[-258
2 - 36| 17|-2 1] 36| 17| 9

c: Az a, feladat végeredményét megkaphatjuk a TA’X;g=(A)Xq képlettel is. (A’=TAS)

2 -3 0
5. a: A max masodfoku polinomokra adott egy leképezés, melynek matrixa A=|0 5 -1|. A
1 1 2

kiindulasi térben a kanonikus bazis érvényes (ki=x2, k=X, ks=1), a képtérben pedig $1=6, $=2x+3,
S$=-5x*+x-1. Mi lesz a 3x?>-5x+7 polinom képe?

Fontos megvizsgalni, hogy [s] valoban bazis-e, mert ha az egyenletek LOF rendszert alkotnak akkor a
determinéns 0, ekkor nem lehet invertalni. (A)Xg=S'AXq



-1

00 -52 -3 03 -5 -15 10[2 -3 0 3
02 1|lo 5 -1|-5/=—Xl6 30 0|0 5 -1|-5|-
6 3 -1| |1 1 2|7 12 0 0f1 1 2|7
0 -50 3573 4957 [-825
11> 13 _30f-5|-—1|_834|-| 139
O 24 36 o |7 O _252| | 42

b: Mi lesz az x;9-bdl (A) Xig-be torténd transzformacié matrixa, ha a kiindulasi térben is attériink az
[s]-re? (S'AS)

-1

0 0 -5{12 -3 0|0 O -5 210 5 -85
0 2 1 0 5 -1j0 2 1 |=|-180 174 102
6 3 -1 |1 1 2|6 3 -1 0 72 156

C: Az a, feladat végeredményét megkaphatjuk a S*A’xg=(A)x(g képlettel is. (A’=S'AS)

6. (T'AS) Mia transzformacio matrixa Xig-b6l (A) x(g-be?

1 0 O -1 0
Slel=[s] S=L 1},T[@‘]:[I] T=|-1 1 -1\, Alg=(A)¢g A=|0 -1},
1 -1 2 0 0
1 0 0]T-1 0 0 1 1-1 0
1 -1 1 -1
-1 1 -1/ 1|0 —4{ }: 56 -5|0 —1[ }:
1 1 1 1
1 -1 2|0 o —2 3 -4/ 0 o0
A=TIAS b
0 -1 . 1 -1
5 —6[ _}z -1 -1
1 1
2 -3 1 -5

7.(S*AS) Mi atranszformacié matrixa Xjg-b6l (A) Xg-be?

1 0 O 1 3 2
Se=[¢§ S|-1 1 -1 . Alel=(A)lel A=1-1 2 O
1 -1 2 2 0 -1
A’=S'AS
1 0 0] 1 3 271 o0 o 10041 3 2|1 0 O
-1 1 -13{-122 O}j-1 1 -1j=1 2 1|-1 2 O|-1 1 -1|=
1 -1 2 2 0 -111 -1 2 01142 O0 -1|1 -1 2



Diagonalizalas

Egy matrix diagonalizalhat6 ha hasonld egy diagonéalis matrixhoz.

A S?ASjelentsége: Ha a kiindulasi és a képtérben egyarant a sajatvektorok alkotta bazisra tériink 4t
(S) akkor a transzformacié matrixa (A) diagonalis lesz ebben a bazisban (a féatlon kiviil minden elem
0), és a f6atlo elemei a megfeleld sajatértekek (feltéve, hogy a sajatvektorok bazist alkotnak).

Ekkor: D=diag(A)=S*AS, tehat A= SDS?
A sajatvektorok alkotta bazisban konnyen lehet matrixot hatvanyozni:
A"=AAA...=SDS*'SDS* SDS*®...= SD"S* (S'S=E)

0 0 0

D= SV]- Svl SVl _ SVln 0
10 sv,||0 s,||0 s,|"| 0 s

1 27
Szamitsuk ki (okosan): 1. A3= 6 0

1-14 2

-1

A1=4, - x1=2/3p ,X2=p

Sajatértéekek meghatdrozasa:

‘:O ’ /11=4, ﬂvz=-3,

2
3 [p=svy,p € R/{O}

6 -4/ |0 o0 7

1
~ 5 |q=sv;, q € R/{0}

{4 2‘0
ﬁ, 2='3,
1

4 20
%
6 30 0

00j| X1=-1/2q ,X2=q

4 -3
6

Ha p=q=6, akkor S=[sv1 sv;]= [ 6

D=diag(A)= S'AS= 4 -3]"[1 2[4 3]
SOHAESRST 1 6] |6 ofl6 6
1[6 3]|1 2|[4 -3] 1[24 124 -3] 1168
42|-6 4||6 Of|6 6| 42|18 -12|6 6| 42| 0

0

- 27}'

42 0 _[64
0 (-3°] |0

o
HllW

0

—126} -

o 4



4 -3[64 06 3|1 1[256 816 3| 1[1050 1092]
6 6|0 —-27|-6 4|42 42|384 -162| -6 4| 42|3276 504

(Természetesen A-t 3-szor Gsszeszorozva is ezt az eredményt kapjuk.

5 os os of[c s o[m o)

) 2-4 3
Sajatértékek meghatarozasa: 1-1 =0, 1:1=2, 1,=1,
A 1=2 0 30—>0 10 0 ! R/{0}
=2, = ,X2= = ) (=
% 1o —10| |0 oo P |o)PP
1 3J0 -3
A o‘o} HRa s {Jq:“bq <R/}

1 _
Ha p=qg=1, akkor S=[sv1 sv;]= [O 1 }
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Neéhany hasznos weboldal:

http://digitus.itk.ppke.hu/~b _novak/dmat/SAS TAS 2009 jav.pdf

http://www.math.hmc.edu/cal cul us/tutorial s/’changebasi s'changebasi s.pdf

http://tutoria .math.lamar.edu/Classes/LinAlg/ChangeOf Basis.aspx

http://www.ltcconline.net/greenl/courses/203/V ectors/changeOf Basis.htm

http://www.math.ucsd.edu/~nslingl e/bases.pdf

http://demonstrati ons.wolfram.com/ChangeOf Basisin2D/

digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/dmat/Diagonalizalas.doc

http://mathworld.wolfram.com/M atrixDiagonalization.html

http://www.sosmath.com/matrix/diagonal /diagonal .html

http://tutoria .math.lamar.edu/Classes/LinAlg/Diagonali zation.aspx

http://www.math.uconn.edu/~troby/M ath2210F09/LT/sec5 3.pdf

http://www.fen.bilkent.edu.tr/~degt/math220/di ag.pdf
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