Kettesért kotelezo tételek

3. Tétel
Ha v1,v2,..,vn vektorok linearisan 6sszefiiggo, tetsz6leges vektort hozzatéve,
tovabbra is linearisan 6sszefligg6k maradnak.
Bizonyitas: TeKintsiik a nullvektort elédllito linedris kombindcidt, ebben legyen 2, #0:
MYy Jovak b AVt o Rvy=0
Vegytink hozza még egy vyavektort ¢ lincdris kombindcichoz Ggy, hogy Aa=0, ¢s az Osszes tobbi
skaldr ugyanaz marad .
AVt RoVato 4 vk, o4 AVt Ansi Vo =0, Ebben az 4j linedris kombindcioban is 4, #0. hiszen
igy vilasztottuk meg a linedris kombindcidt. Mivel teljestil, hogy a nullvektort elédling linedris
Kombindcidban egyik skaldr nem nulla, ezért a vektorok linedrisan dsszefliggok.

4. Tétel
Hav1,v2,..vn vektorok fiiggetlenek, tetsz6leges vektort elhagyva a maradék
vektorok fliggetlenek maradnak.

Bizonyitas

Az el6z6 tételt hasznaljuk fel. Indirekt mdédon tegyiik fel, hogy a fliggetlen
rendszerbdl mar elhagytunk egy vektort, és az igy kapott rendszer linedrisan
Osszefiiggd. Az el6z0 tétel szerint, ha ehhez a rendszerhez hozzavesziink egy
vektort, a rendszer tovabbra is linedrisan 6sszefliggé marad. Tehat az eredeti
rendszer is linearisan 6sszefiiggd lenne, ami ellentmondas.

5. Tétel

Ha v1,v2,..,vn vektorok linearisan fliggetlenek és egy tovabbi, v, vektort
hozzatételével linedrisan 0sszefliggévé valnak, akkor ezen a v, ,; vektor
kifejezhet6 a tobbi vektorok linearis kombinaci6jaként.

Bizonyitas

A By RV bl Yy L F Vet R Vaey =(Hnedris kombindcidban van olyan &;, ami nem

nulla; A#0. Azt mdu Kuwk, bogy azok a vektorok, melyekhez tartozd skalidr egyiitthaté a linedris
kombindciéban nem nulla, elédliithatok a tobbi vektor linesdris kombinaciGjaként

3

Eszerint csak  azt kell bizonyitani, hogy .70, Ha Z2,,=0 ¢ i=n lenne, akkor a

) Aavi + (Fvgyy =0 linedris kombindeioban ¢z a nem nulla egytitthatd a szumma jel
p

utanmi A, —K egvike lenne, tehit \ 2avi + O v > rvi=0 gy, hogy pl. 470, vagyis az credeti
A e — e o Y '

vektorok nem triviglis linedris kombindeiGia elodllitand 2 nullvektort. Ez azt jelentené, hogy a
vektorok lineiirisan Gsszefugeok. Bz ellentmondas, tehit az eredeti feltevéstink igaz volt 2,,,,#0

Ezért, a fentickben mdr latont médon v, Kifejezheto a 1wbbi vektor linedris Kombinaciojaval:

Vi + Aavs . A L gV Fhani Vet =0/ = Koy Vet

RiVy +hava oA () Fo. FAVe= et Vsl

Mivel 2., 20, van reciproka ( szorzdsra vonatkozd inverze eleme) 1/ Ao A -1/ kg s2AMsZorosat véve
a jobb ¢s baloldali vektoroknak:

R A net) Vi + (Pf Aaat) V2 .. Fens F (2 Apet) Vo=V nsl



6. Tétel
Avvektor v = Y% a;v; el6allitdsa akkor és csak akkor egyértelmi, ha
v1,v2,..,vn linearisan fliggetlen rendszer.
Bizonyitas: Eloszor azt bizonyitjuk, ha a felirds egyértelmu, akkor a vy, va,...v, vektorok linedrisan
faggetlenek.
Indirekt mddon bizonyijuk. Tegyiik fel. hogy vi.va.....v, vektorok linedrisan dsszefiigeék. EKkor a

definicid kozvetlen Kovetkezménye, hogy van olyan v; vektor, amely ¢lodll a tobbi vektor finedris

n

kombindciGjaként: \',:Z Aivi. Ezt a vy vektort a v vektor eloallitdsiba behelyeuesitve:
il
")

V=0V +6 Ve +o AV R Y=

:(_l!x+}»; vy +((l_v'f‘;..:)\‘2 Fig .‘f‘((l1 |‘f‘}j. 1 )Vl‘.|+ ((l].r‘)');,. | )\'j.|+. . .+‘U,o,+}\n W

Az ¢lsé linedris kombindcié & a masodik linedris Kombindeid egytitthatéi kilonboznek. cz¢rt az
cllentmonddsra jutottunk: a linciris kombindcio nem lenne egyértelmi,

Most azt bizonyitjuk, ha a vektorok figeetlenck, akkor a v _2‘ wy; clodllitdsa egyértelmil Indirekt
madon  bizonyitjuk. az dlltast, Tegyiik fel, hogy a v vektormak K& elodilitisa  van;

v =}_‘ wy; :Z’ vi. Rendezziik 0 vektorra az egyenletet:
| i~

0= % u,\',"i: B :}i‘ (=) v
[ int f=!

Mivel fiiggetlenek, ezért minden skaldr nulla: a-B=0, amibol @, = P..

8. Kicserélési tétel:

Az f1, ..., fn fiiggetlen vektorokbdl all6 rendszer barmely ij vektorahoz a g1, ..., gj
generatorrendszerbdl talalhato olyan gk vektor, amellyel fj-t kicserélve, az f1, ...,
fj-1, gkfj+1, ..., fn vektorokbol all6 rendszer fiiggetlen.

Bizonyitas

Bizonyitas: Indirekt iton bizonyitunk. Tegyiik fel. hogy pl. fi-hez nem lenne egyik g sem j6, akkor
minden egyes gere: a gy, B, ..f, vektorok linedrisan osszefiggok. Az B, ...£, vektorok linedrisan
figgetlenek voltak, hiszen fliggetlen rendszerbol elhagyva vektort figgetlen marad. Hozzdjuk véve a
g vektort, Osszeftiggoévé valtak. Ezért a 6.2-beli téiel értelmében a gy vektor az f, ...f, vektorokkal
kifejezheto:

o
&= 7k,

k=l
Az indirekt feltevés szerint ha gy helyett barmelyik mds g vektort vesziink a generdtorrendszerbol, a
fenti okfejiés ugyamigy clmondhato, tehdt a generdtorrendszer minden g vektora felirhaté az f
vektorok lincdris kombindcidjaként:

£i= zn:yzifx
=l



Ugyanakkor, mivel a g vektorok generatorrendszert alkotnak, ezért a t€ér minden vektora, igy £ is
felirhato

finedris kombindcidjukkeént. A g; vektorokba behelyettesitve azok £y vektorokkal Kifejezett alakjart:

=) dgi=D & > 7k

Az fy, ... £, vektorok linedris kombindcidja elédlliyja az fy vekwort, Ez azt jelenti, hogy az £y, ... £,
vektorok linedrisan Gsszefliggok lennének. Ez ellentmondis.
Kovetkezmény

A generatorrendszerben 1évd vektorok szama legalabb annyi, ahany vekotr
valamely fliggetlen rendszerben van.

Bizonyitas

A fliiggetlen rendszer vaktorait kiilonb6z6 generatorrendszerbeli vektorokra
lehet csak kicserélni, kiillonben 6sszefiliggbé rendszert kapnank. Ezért legalabb
annyi vektort tartalmaz, mint barmely fiiggetlen rendszer.

Tétel
Barmely vektortérben a bazisok elemszama egyenlé.

Bizonyitas
Bizonyitas: A bazis fugeetlen vektorokbdl 416 generdtorrendszer, ezért, kéiféleképpen tekinthetjuk

Eegyen a vekeontér két bézisa, [ b | & [ ¢ |, melyek rendre my, ill. o, szdomi vektort  tanalmaznak

Tekintsiik a [ b |-t figgetlen rendszernek, a | ¢ |-t pedig generdtorrendszernek. Ekkor n, < n. . De
forditva is értelmezhettiik volna a bizisok szerepél, akkor pedig: n. < ny. Ez esak dgy lehetséges, ha
=0 .

9.Tétel:

Adott a tér egy ortonormalt bazisa, és az a,b vektorok e bazisra vonatkoztatott
koordinatakkal:

a = (a,aza;3)"

b = (by, b, bs)T
Az a - b skalarszorzat a kovetkez6képpen szamolhat6 ki:

3
ab= Z aib,-
i=1
Bizonyitas

Jeldljiik a bazisvektorokat a szokasos modon: i, j, k. Alkalmazva a skalarszorzat
homogén és linearis tulajdonsagait, és azt, hogy i-i =j-j = k- k = 1, tovabba
i-j=i-k=j -k =0Kkapjuk:
a-b = (a,i + ayj + ask) - (byi + byj + bsk)
=aqi-byi+aqi-byj+aii-bsk +ayj-bii+ayj-byj+ ayj-bsk + aszk - byi
+ azk - byj + azk b3k =a, by +a, b, + az- b

10. Tétel
Adott a tér egy orotonormalt, jobbrendszeri bazisa, és az a, b vektorok az e
bazisra vonatkoztatott koordinataikkal:
a = (ay,az a3)"
b = (by, by, b3)"
Az a X b vektorialis szorzat ekkor a kovetkez6képpen szamolhatd ki:



a X b = (aybs — azb,)i — (a;b3 — azb,)j + (a;b; — aby)k

Bizonyitas
Jeloljiik a bazisvektorokat a szokasos moédon: i,j,k. Alkalmazva a vektorialis
szorzat disztributiv, anitkommutativ tulajdonsagait, és azt hogy
ixi=0 jxj=0 kxk=0
jXk=1i iXj=k kxi=j
azt kapjuk, hogy(tk. 70. old):
axb = =i(a;bs — azh;) — j(a;b3 — azb;) + k(a, b, — azb,)

11.Tétel:
Ha a, b, Is c adottak, akkor e harom vektor vegyes szorzata kiszamithato a
kovetkez6 modon:

;7 C C3
(axb)-c=|a1 a; ag
b, b, bs

Biz. 72. old

12. A skaldrszorzat geometriai jelentése
Tekintsiik azt a specidlis esetet, amikor az e-vel jelolt egyik vektor egységvektor:
a-e=|al|-le| cosa =x

amely az a vektor e-re vett el6jeles merdleges vetiiletének eldjeles hossza
(negativ, ha alfa
Haaza-b = |a| - |b| - cosa skalarszorzatot szeretnénk megszerkeszteni, akkor
legyen az e egységvektor b-vel parhuzamos, ekkor az x vetiilet |b|-szeresét kell
megszerkeszteni:

a-b=a-(|b|l-e)=|al-(b|-lel) cosa = |a|-|b|-cosa = x-|b|

13. Vektoridlis szorzat geometriai jelentése
Az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma magassaga m, amelyre
m = |b| - sina
A paralelogramma egyik alapja: |a|. Ezért a vektorialis szorzat geometriai
jelentése az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma tertilete.
la X b| = |a| - |b| - sina = terilet = (alap - magassag)

14. A vegyesszorzat geometriai jelentése
Tekintsiik az a, b, c vektorok altal kifeszitett paralelepipedont. A paralelepipedon
alapja az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma. Az e vektor legyen axb-
vel parhuzamos egységvektor, tehat meroleges a és b vektorok sikjara.
Ezekkel a jelolésekkel:

(axb)-c=(laxb|)-e-c=(la|-|b|-sina)-e-c = alapteriilet - magassag

= elGjeles térfogat

Az el6jel attol fliggben + vagy -, hogy a c vektor ugyanabba a térfélbe mutat-e,
mint az axb vektor. Ezzel bizonyitottuk az alabbi tételt:
Az a, b, c vektorok vegyes szorzatanak geometriai jelentése a vektorok altal
meghatarozott paralelepipedon eldjeles térfogata.

15. Definicid

Ha n vektor merdéleges az S sikra, akkor az n az S sik normalvektora. Egy siknak
tehat végtelen sok normalvektora van.

Tétel



Ha az S sik egy normalvektoroa n, egy adott ponjta PO, ebbe mutat6 helyvektor
pO, tetszdleges pontja P, ebbe mutato6 helyvektor p, akkor a sik egyenlete:

n(p —po) =0
Bizonyitas

Ha n merdleges a sikra, merdleges annak minden vektorara, igy a POP vektorra
is, ezért skalarszorzatuk 0.

16.a Tétel
Két vektor skalarszorzata akkor és csak akkor 0, ha a vektorok merdlegese.
Képlettel:

ab=0ealb

16.b Tétel:

Az a és b vektorok vektorialis szorzata akkor és csak akkor nullvektor, ha a
vektorok parhuzamosak.

Bizonyitas:

El6szor azt bizonyitjuk, ha a pArhuzamos b akkor axb=0. Ha két vektor
egymassal parhuzamos, akkor a bezart szog 0, vagy pi, s igy a sin(a,b)=0, tehat
axb=0.

Masodszor azt bizonyitjuk, ha axb=0, akkor a parhuzamos b-vel. Aza X b = |a|
|b| - sin(a, b) - e szorzat akkor és csak akkor nulla, ha vagy sin(a,b)=0 vagy egyik
vektor nullvektor. Ha sin(a,b)=0, akkor a bezart szog 0 vagy pi. Ekkor a két
vektor parhuzamos. A masik eset, hogy a vagy b, legalabb az egyike nullvektor. A
nullvektor iranya tetszdéleges, igy a pArhuzamossag fennall.

17-18. Magtér és képtér alteret alkot

A kovetkezo tétel biztositja, hogy a magtér elnevezés helyes, a magtérbeli vektorok maguk is
vektorteret alkotnak.

Tétel: Legyen L valamely V = W linedris leképezés R felett. Ker(L) altere V-nek.
Bizonyitds: Legyenek u és v magtér vektorai, vagyis L(u)=L(v)=0e W.
L{u+ v)= L(u)+L(v)=0+0=0, vagyis Gsszegiik is magtérbeli vektor,

L(h w)= & L(uw)= AM=0, tchit magtérbeli vektor szdmszorosa is magtérbeli. az Osszeaddsra és a
szamszorosa vonatkozd zartsag biztosiyja, hogy a magtér altere V-nek.

Tétel: Legyen L valamely V — W linedris leképezés R felett. Bizonyitsa be, hogy Im(L) altere W-nek.

Ez a tétel azt mondja ki, hogy a linedris leképezésnek, mint fliggvénynek az értékkészlete is vektortér,
a W-beli +-ra és az R-beli szdmszorosra nézve.



19. Sajatvektorok alteret alkotnak

Tétel: Az L linedris transzforméci6 A sajatértékéhez tartozé Osszes sajatvektor és a 0 vekior alteret
alkotnak.

Bizonyitds: Legyenck s, €s §, az L linedris transzformécié ugyanazon ) sajitértékéhez tartozé

sajatvektorai. A mér tanult tétel szerint; ha az dsszegikrol, és a szdmszorosukrdl be tudjuk latni, hogy
azok szintén ¢ sajdtériékhez tartozé sajitvektorok, akkor e vektorok Gsszessége alteret alkot:

L(s,)=1s,, L(s,) = 1s,
Osszegiik is sajatvektor, ugyanis: L(s, +8,)= L(s,) + L(s,) = As, + As, = A(s, +5,)
A szdmszoros is sajitvektor: L(us, ) = pL(s,) = pAs, = A(us,)



21. Deteminans tulajdonsagai

1. Ha a determindns valamely sordt A-val szorozzuk, a determinans az eredeti A-szorosa lesz.

4y Gy a, B g a,,
Gy Gy a;, a,  a, a,,
det(A) =|% G2 - Uu| > |a,, a,, .. a,, |=Adet(A)
by g aA,'n Aay,  Zay, Aa,,
Az @ a,, a, Aanp A

Bizonyitas: Fejtsiik ki a determindnst azon a, sor szerint, amelyet beszoroztunk A -val

detB=>4-a,-D, =/1-Z;a,.i-D,j =A-detA.
=

j=1

2. Ha a determinans i-edik sordnak minden eleme kéttagi Osszeg, akkor két olyan determindns
Osszegére bonthat6, melybdl az elsé i-edik sordban az Osszeg els6 tagjai, a masodik determinéns i-
edik sordban az Osszeg masodik tagjai szerepelnek, a tobbi elem véltozatlan. (Mivel az Osszeadés
kommutativ miivelet, tulajdonképpen nem fontos, hogy rendre az elsd, ill. a masodik tagikat tegyiik e
determindnsokba, csak az a lényeg, hogy az Osszeg egyik tagjit az elsébe, mésikat a mdsodikba

tegyiik)

& e Uy I ) Yl %11 %2 Uy
021 a22 a2n H a2] a22 a2n " a2] a22 azn
b] +e b2 tey, - bn te, bl b2 43 bn < ¢, 3
a4 & - L 1 %3 % %) %l %w2 . %an

Bizonyitas: Fejtsiik ki a determindnst azon sora szerint, amelyben az dsszeg szerepel.

detA = (b, +¢,)-D, = Slc, D+ hb,D, .
j= Jj=1 j=1



3. Ha egy determinans egy sora csupa O elemet tartalmaz, akkor a determinans 0.

" 2 Up Bizonyitas: Fejtsiik ki a determindnst a csupa O elemet
a a a tartalmazo sor szerint:
21 22 ceee 2” _ O p
6,6 %,- 14 detA=)0-D, =0.
j=l
‘w1 %2 7 %

4.Ha egy determindns két sorat felcseréljiik, a determinéns €rtéke (-1)-szeresére valtozik.

Bizonyitas: Elészor két szomszédos sor cseréjére igazoljuk az allitdst. Két tetszéleges sor cseréjét a
szomszédos sorok cseréjével képzeljiik el. Cseréljiik fel a determindns i. és és (i+1). sordt. Az

eredeti, és a két sor cseréje utan kapott determindnsokat jeldljik D,,és D, -vel.

ay a;, Qi3 e Gy a, a, iy & 5 bt W
a Qs

G an A2n a a, a,,

D, = D, =|
1 2

a; Qi Qs a, Qian Qi Qg Aiviyn
Qi Az Qng Aisiyn a;, a, &, a;
anl anZ an3 ann anl an2 an3 ann

Az elsd determindnst az i. sora szerint, mig a méasodikat az (i+1). sora szerint kifejtve a kovetkezot
kapjuk:

D, =Ya,-D, é D, :ia_ L)1,

j=! j=1
Ebbsl D, = - D,

Ha két tetszdleges sort cseréliink fel, akkor van koztiik valahdny sor, legyen ezek szdma k. Az alul
16vé sort k szomszédos sor cseréjével tudjuk a mésik sor ald vinni, ekkor szomszédosak. Ebben a
poziciéban felcserélve ¢ket, most az eredetileg feliil 16vé sor keriil alulra. Ezzel egyiitt eddig k+1
szomszédos csere tortént. Ebbél a poziciébdl, amikor az eredetileg feliil 1év6 sor helyén mar a masik
sor 4ll, és alatta pedig 6 maga, megint k db szomszédos sor cserével tudjuk az eredetileg feliil 1évo
sort az eredetileg alul 1évd helyére mozgatni. Osszesen k+1+k=2k+1 db szomszédos csere tortént,
ennyiszer véltozott
(-1)-szeresére a determindns eldjele, tehat (-1)2““:—] —szerese let az eredetinek.

5. Ha egy determinéns két sora megegyezik, a determinans értéke 0.

Bizonyitas: Cseréljiik fel a determindnsban a két egyenld sort. Ekkor a determindns értéke (-1)-
szeresére viltozik az elozo tétel értelmében. Masrészt nem viltozik, hiszen a két determinédns elemei
megegyeznek. Ha tehédt D a determindns értéke, akkor D = (- D ), amibdl D = 0.



6. Ha egy determindns valamely sordhoz hozzdadjuk valamely sor A-szorosit, a determinns értéke

nem valtozik.

Bizonyitas: Az eredeti és az iij determindnst D €s D, -val jelolve:
ay 4, a,, a, a, a,,
a, a, a, a,+A-a;, a,+Aa, a,+A-a,
B =l : : D, = : :
a, a;, & a, dy a,
anl anl ann anl an'.’ arm
a, 4y a,, a, 4y a,
a; a a, a; aj a;,
D=|: 3 o+ A : .
ds di a,, oy B ay
anl auZ oy ann anl anl e ann

0

7. Egy alsé (vagy felsé ) hdromszogdeterminéns értéke a féatléban 4116 elemek szorzata.

Bizonyitas:
aldetermindst szintén az elsd sora szerint, és fgy tovabb:

a1 1 0 0 0 a, 0 0 ay; 0
0
a a 0 0
%1 22 0 |T %z s - [T Ay Ay
anl an2 & ann a, a,, a,, a, ()

= =0,,0,,05,...0,

Fejtsik ki a determindnst az els6 sora szerint, majd a keletkezé (n-1)-edrendii

n

8. Ferde kifejtés tétele: Ha egy determindns egyik sordnak elemeit rendre valamely mdsik sor
elemeihez tartoz6 aldetermindnsokkal szorozzuk meg, majd ezeket a szorzatokat Osszeadjuk, az

eredmény 0.

Zail.-D,q-=O ik
j=1

Bizonyitas: Ezt a tételt 3 x 3 —as determindnsokra bizonyitjuk. Szorozzuk meg az 1. sor elemeit a 2.

sor elemeihez tartoz6 aldeterminansokkal:

a4y G, Ay
a a a a a
2 23 21 23 21
Ay @y Gy|F ay a, +a,
32 ds 3] 33 a3
3 43 Ag

Qs

32

=@y

Ay Ay Ay
ay,, Ay
Az 43z A4z

Ha az egyenl6tlenség jelétél jobbra 4ll6, dn. ferde kifejtést nézziik, olyan, mintha a determindns elsé
sora szerint fejtettiik volna ki, €s az els6 sorban a masodik sor elemei 4llndnak. Ha ezen jobboldal

szerint rekonstrudlnank a determindnst, annak elsé €és masodik sor egyenld lenne, tehdt értéke 0. A

tétel dllitasat n x n-es determindnsra is ily médon lehet bizonyitani.



23. Homogén linearis leképezés matrixa

Definicié: Az L : V" -> W* linedris leképezés mitrixa Ag,pp =1k k| ....Jk,]. ahol k| = La) az A

matrix oszlopai a V*beli [a] bézis a, vektorainak képei, a W*-beli [b] bézisra vonatkozéan.
Transzforméci6 esetén nem irjuk ki a bizis nevét kétszer A ().

10



