Kettesért kötelező tételek
3. Tétel
Ha v1,v2,...,vn vektorok lineárisan összefüggő, tetszőleges vektort hozzátéve, továbbra is lineárisan összefüggők maradnak.
[image: ]
4. Tétel
Ha v1,v2,...,vn vektorok függetlenek, tetszőleges vektort elhagyva a maradék vektorok függetlenek maradnak.
Bizonyítás
Az előző tételt használjuk fel. Indirekt módon tegyük fel, hogy a független rendszerből már elhagytunk egy vektort, és az így kapott rendszer lineárisan összefüggő. Az előző tétel szerint, ha ehhez a rendszerhez hozzáveszünk egy vektort, a rendszer továbbra is lineárisan összefüggő marad. Tehát az eredeti rendszer is lineárisan összefüggő lenne, ami ellentmondás.
5. Tétel
Ha v1,v2,...,vn vektorok lineárisan függetlenek és egy további,  vektort hozzátételével lineárisan összefüggővé válnak, akkor ezen a  vektor kifejezhető a többi vektorok lineáris kombinációjaként.
Bizonyítás
[image: ]

6. Tétel
A v vektor  előállítása akkor és csak akkor egyértelmű, ha v1,v2,...,vn lineárisan független rendszer.
[image: ]
[image: ]
8. Kicserélési tétel:
Az f1, ..., fn független vektorokból álló rendszer bármely ij vektorához a g1, ..., gj generátorrendszerből található olyan gk vektor, amellyel fj-t kicserélve, az f1, ..., fj-1, gk,fj+1, ..., fn vektorokból álló rendszer független.
Bizonyítás
[image: ]
[image: ]
Következmény
A generátorrendszerben lévő vektorok száma legalább annyi, ahány vekotr valamely független rendszerben van.
Bizonyítás
A független rendszer vaktorait különböző generátorrendszerbeli vektorokra lehet csak kicserélni, különben összefüggő rendszert kapnánk. Ezért legalább annyi vektort tartalmaz, mint bármely független rendszer.
Tétel
Bármely vektortérben a bázisok elemszáma egyenlő.
Bizonyítás
[image: ]
9.Tétel:
Adott a tér egy ortonormált bázisa, és az a,b vektorok e bázisra vonatkoztatott koordinátákkal:


Az  skalárszorzat a következőképpen számolható ki:

Bizonyítás
Jelöljük a bázisvektorokat a szokásos módon: i, j, k. Alkalmazva a skalárszorzat homogén és lineáris tulajdonságait, és azt, hogy , továbbá  kapjuk:


10. Tétel
Adott a tér egy orotonormált, jobbrendszerű bázisa, és az a, b vektorok az e bázisra vonatkoztatott koordinátáikkal:


Az  vektoriális szorzat ekkor a következőképpen számolható ki:


Bizonyítás
Jelöljük a bázisvektorokat a szokásos módon: i,j,k. Alkalmazva a vektoriális szorzat disztributív, anitkommutatív tulajdonságait, és azt hogy


azt kapjuk, hogy(tk. 70. old):

11.Tétel:
Ha a, b, ls c adottak, akkor e három vektor vegyes szorzata kiszámítható a következő módon:

Biz. 72. old
12. A skalárszorzat geometriai jelentése
Tekintsük azt a speciális esetet, amikor az e-vel jelölt egyik vektor egységvektor:

amely az a vektor e-re vett előjeles merőleges vetületének előjeles hossza (negatív, ha alfa
Ha az  skalárszorzatot szeretnénk megszerkeszteni, akkor legyen az e egységvektor b-vel párhuzamos, ekkor az x vetület |b|-szeresét kell megszerkeszteni:

13. Vektoriális szorzat geometriai jelentése
Az a és b vektorok által kifeszített paralelogramma magassága m, amelyre

A paralelogramma egyik alapja: |a|. Ezért a vektoriális szorzat geometriai jelentése az a és b vektorok által kifeszített paralelogramma területe.

14. A vegyesszorzat geometriai jelentése
Tekintsük az a, b, c vektorok által kifeszített paralelepipedont. A paralelepipedon alapja az a és b vektorok által kifeszített paralelogramma. Az e vektor legyen axb-vel párhuzamos egységvektor, tehát merőleges a és b vektorok síkjára.
Ezekkel a jelölésekkel:

Az előjel attól függően + vagy -, hogy a c vektor ugyanabba a térfélbe mutat-e, mint az axb vektor. Ezzel bizonyítottuk az alábbi tételt:
Az a, b, c vektorok vegyes szorzatának geometriai jelentése a vektorok által meghatározott paralelepipedon előjeles térfogata.
15. Definíció
Ha n vektor merőleges az S síkra, akkor az n az S sík normálvektora. Egy síknak tehát végtelen sok normálvektora van.
Tétel
Ha az S sík egy normálvektoroa n, egy adott ponjta P0, ebbe mutató helyvektor p0, tetszőleges pontja P, ebbe mutató helyvektor p, akkor a sík egyenlete:

Bizonyítás
Ha n merőleges a síkra, merőleges annak minden vektorára, így a P0P vektorra is, ezért skalárszorzatuk 0.


16.a Tétel
Két vektor skalárszorzata akkor és csak akkor 0, ha a vektorok merőlegese. Képlettel:

16.b Tétel:
Az a és b vektorok vektoriális szorzata akkor és csak akkor nullvektor, ha a vektorok párhuzamosak.
Bizonyítás:
Először azt bizonyítjuk, ha a párhuzamos b akkor axb=0. Ha két vektor egymással párhuzamos, akkor a bezárt szög 0, vagy pí, s így a sin(a,b)=0, tehát axb=0. 
Másodszor azt bizonyítjuk, ha axb=0, akkor a párhuzamos b-vel. Az  szorzat akkor és csak akkor nulla, ha vagy sin(a,b)=0 vagy egyik vektor nullvektor. Ha sin(a,b)=0, akkor a bezárt szög 0 vagy pí. Ekkor a két vektor párhuzamos. A másik eset, hogy a vagy b, legalább az egyike nullvektor. A nullvektor iránya tetszőleges, így a párhuzamosság fennáll.
17-18. Magtér és képtér alteret alkot
[image: Macintosh HD:Users:kalcsevszkiregina:Desktop:Képernyőfotó 2014-01-14 - 17.58.33.png]
19. Sajátvektorok alteret alkotnak
[image: Macintosh HD:Users:kalcsevszkiregina:Desktop:Képernyőfotó 2014-01-14 - 17.59.15.png]
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23. Homogén lineáris leképezés mátrixa
[image: Macintosh HD:Users:kalcsevszkiregina:Desktop:Képernyőfotó 2014-01-14 - 17.57.17.png]
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Mostaz bizonyijuk, ha a vektorok figgetlenck, akkor a v =" a, el ceyértelms Indirkt

médon  bizonyitiok 4z dllést. Tegyik fel, hogy a v vektomak Kk elod
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03 a3 pneY @b

Mivel fiiggetlenek, ezért n

nden skalir nlla: =0, amibol





image5.png
nyitds: Indirekt dton bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy pl. fi-hez nem lenne egyik g sem jo, akkor
den cgyes gere: a g, . ...y vektorok linedrisan Gsszefiiggdk. AZ . ...y vektorok linedrisan
fiiggetlenek voltak, hiszen figgetlen rendszerbol elhagyva vektort figgetlen marad. Horzdjuk véve a
& veklort, dsszefiggove vilak. Ezcrt a 6.2-bel tétel értelmeben a gy vektor az. b, ...fy vektorokkal
Kifejezhetd:

2= Y7l
A indirek felevés seerint b g hlyett birmelyik mis g vektort veszink a gencrétorrendszerbol, a

fenti okfejtés ugyanigy elmondhato, tehit a generdtorrendszer minden g vekiora felithatG az f
vektorok lineris Kombindcijaként

PN
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encrétorrendszert alkot

Ugyanakkor, mivel minden vektora,
felithatG.

lineiris kombindciGukként. A g vekiorokba behelyettesitve azok f vektorokkal kifejezet alakidt

- $om -3 oS

AZf;, .. Ty vektorok linedris kombi
‘vektorok linedrisan dsszefiggok

& vekiorok

3 1 s

idja clodllia az  vektort. Ez azt jelenti, hogy £, ... fy
anének. Ez ellentmondas.
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Bizor
L

Ab

is fliggetlen vektorokbol dll6 generdtorrendszer, ezér, kétféleképpen tekinthetjik.

ayen a vektortér ket bizisa, [ b 1 & [ ¢ . melyek rendre ny ill. ne szmi vektort tartalmaznak.
Tekintsik a [ b ] figgetlen rendszemek, a [ ¢ - pedig generdtorrendszernek. Ekkor n, < n. . De
forditva is értelmezhettik volna a bizisok srerept, akkor pedig: n. < . Ez csak tigy lehetséges. ha
ne=n,
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A kovetkezé tétel biztositja, hogy a magiér elnevezés helyes, a magtérbeli vektorok maguk is
vektorteret alkotnak

Tétel: Legyen L valamely V — W linedris leképezés R felett. Ker(L) altere V-nek.
Bizonyitis: Legyenck u és v magtér vektorai, vagyis L(w=L(v)=0c W.
Liu+ V)= L@)+L(v)=0+0=0, vagyis sszegik is magtérbeli vektor

LOv w= & L(w= M=0, chit magtérbeli vektor szdmszorosa is magtérbeli. az Gsszeaddsra és a
szdmszorosa vonatkozd zdrtsig biztositja, hogy a magtér altere V-nek.

“Tétel: Legyen L valamely V — W linedris leképezes R felett. Bizonyitsa be, hogy Imi(L) altere W-nek.

Ez a tétel azt mondja ki, hogy a linedris leképezésnek, mint fiiggvénynek az értékkészlete is vektortér,
a W-beli +ra é az R-beli szimszorosra nézve.
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Tétel: Az L linedris transzformaci6 A sajdtérickéhez tartoz osszes sajtvektor és a 0 vektor alteret
alkotnak.

Bizonyités: Legyenck s, 6s s, az L linedris transzforméci6 ugyanazon & sajéténékéhez tartoz6

sajdtvektorai. A mér tanult tétel szerint; ha az dsszegikrdl, 6 a szamszorosukrdl be tudjuk litni, hogy
azok szintén e sajitériékhez tartoz6 sajdtvektorok, akkor ¢ vektorok dsszessége alteret alkot:

L(s,)=As,, L(s,) = A5,
Osszegik is sajdtvektor, ugyanis: L(s, +5,) = L(s,)+ L(s,) = s, + s, = A(s, +5,)

A szimszoros is sajdtvektor: L(us,) = pL(s,) = pAs, = A(us,)
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7.3 A determinans tulajdonsagai

1. Ha a determindns valamely sorét A-val szorozzuk, a determinéns az eredeti A-szorosa lesz.

a, Gy a, a, (7 R ay
Gy Sag s a,, By Ty, ks a,,
det(A) =% %2 - Au| >\ a,, Ay . a,, |=Adet(A)
i a a, la,, Aa, Aa,,
a, a, a,, Ay Ap Ay

Bizonyitas: Fejtsik ki a determindnst azon @, sor szerint, amelyet beszoroztunk A -val

Y

detB=YA-a;,-D;=A-Y a,;-D,=A-detA.
j=1 j=1

2. Ha a determinans i-edik sordnak minden eleme kéttagi Osszeg, akkor két olyan determindns
Osszegére bonthatd, melybdl az elsd i-edik sordban az Gsszeg elsé tagjai, a masodik determinéns i-
edik sordban az Osszeg masodik tagjai szerepelnek, a tobbi elem véltozatlan. (Mivel az Osszeadds
kommutativ miivelet, tulajdonképpen nem fontos, hogy rendre az elsé, ill. a masodik tagikat tegytk e
determindnsokba, csak az a lényeg, hogy az Osszeg egyik tagjit az elsébe, mdsikat a masodikba

tegyiik)

a

a a

n 12 1n 1 ‘2 n| |11 %12 In
f21 %2 v %on ||y Gyp e Gl Ay Gy e gy
17l +q b2 tey - bn +e, bl b2 o bn e ey %
% ) 7 L Y %2 %l Pm1 %2 ¢ %nn

Bizonyitas: Fejtsiik ki a determindnst azon sora szerint, amelyben az Osszeg szerepel.

detA = i(b,, +Cij)'Dij & icr‘j D +ib,ij,»j :
j=1 J=1 j=1
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3. Ha egy determindns egy sora csupa O elemet tartalmaz, akkor a determinéns 0.

41 Y2 %y Bizonyitas: Fejtsiik ki a determindnst a csupa O elemet
.5 Lo 7 tartalmaz6 sor szerint:
21 922 %an|_g .
o o0 . 0 detA=3"0-D; =0.
j=1
Y1 %2 7 %an
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4.Ha egy determinans két sordt felcseréljiik, a determindns értéke (-1)-szeresére véltozik.

Bizonyitas: El6szor két szomszédos sor cseréjére igazoljuk az 4llitast. Két tetszoleges sor cseréjét a
szomszédos sorok cseréjével képzeljiik el. Cseréljiik fel a determindns i. és és (i+1). sordt. Az

eredeti, és a két sor cseréje utdn kapott determindnsokat jel6ljik D,,és D, -vel.

an Ay [ RERE R ay, a;, B i b By
ay an

an an (% an ay Qo

D, = D, =|’
1 2

i aj ai3 iy Qi Qi Ainy Aivtyn
Qi Gz A Ajsiyn a; a;, a; a,,
an Ay, Az oo Gy an a, Ay Ay

Az elsd determindnst az i. sora szerint, mig a méasodikat az (i+1). sora szerint kifejtve a kovetkezot
kapjuk:

Dl:zaij'Dij & DZZZau'(_l)'D'J

j=1 j=1
Ebbél D, =- D,

Ha két tetszdleges sort cseréliink fel, akkor van koztiik valahdny sor, legyen ezek szdma k. Az alul
1év8 sort k szomszédos sor cseréjével tudjuk a mdsik sor ald vinni, ekkor szomszédosak. Ebben a
poziciéban felcserélve Sket, most az eredetileg feliil 1évé sor keriil alulra. Ezzel egyiitt eddig k+1
szomszédos csere tortént. Ebbél a poziciébol, amikor az eredetileg feliil 16v6 sor helyén mar a médsik
sor 4ll, és alatta pedig 6 maga, megint k db szomszédos sor cserével tudjuk az eredetileg feliil 1€v6
sort az eredetileg alul 1évé helyére mozgatni. Osszesen k+1+k=2k+1 db szomszédos csere tortént,
ennyiszer véltozott
(-1)-szeresére a determindns eldjele, tehat (-1)**'=-1 —szerese let az eredetinek.

5. Ha egy determindns két sora megegyezik, a determinans értéke 0.

Bizonyitas: Cseréljiik fel a determindnsban a két egyenld sort. Ekkor a determindns értéke (-1)-
szeresére valtozik az el6zd tétel értelmében. M4srészt nem valtozik, hiszen a két determindns elemei
megegyeznek. Ha tehét D a determindns értéke, akkor D = (- D ), amibdl D = 0.
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6. Ha egy determindns valamely sordhoz hozzdadjuk valamely sor A-szorosdt, a determinins értéke
nem véltozik.

Bizonyitds: Az eredeti és az \ij determindnst D €s D, -val jelolve:

4y 4y Ay ay a, ay,
a, a, a, a,+A-a, a,+Aa, a,+A-a,
D = g D, =
a;, a;, a, a, a, a,
aﬂl an2 arm anl an: b aﬂ’l
an G a, ay . Gy A
a; G a;, a; ajp a;,
D=}: o+ A : i
a; a4 aj, a djp a,
Ay Gy o2 Ay Ay Ay mn

7. Egy alsé (vagy felsé ) haromszogdeterminans értéke a féatloban 4116 elemek szorzata.

Bizonyitas:  Fejtsik ki a determindnst az elsd sora szerint, majd a keletkezé (n-1)-edrendii
aldetermindst szintén az els6 sora szerint, és fgy tovabb:

a 0 0 0 ay, 0 0 a; 0 0
11 0 0
a21 a22 0 0
0 |TWEn G - |Fapanlay Gy | = =0a,,ay0,..4,,
a a . a i
nl n2 nn Ay Gy Gy, Ay Gy Gy

8. Ferde kifejtés tétele: Ha egy determindns egyik sordnak elemeit rendre valamely masik sor
elemeihez tartoz6 aldetermindnsokkal szorozzuk meg, majd ezeket a szorzatokat osszeadjuk, az
eredmény 0.

Zn:a,-j-D.z i#k
j=1

Bizonyités: Ezt a tételt 3 x 3 —as determindnsokra bizonyitjuk. Szorozzuk meg az 1. sor elemeit a 2.
sor elemeihez tartoz6 aldetermindnsokkal:

4y Gy Ay dy Gy Ay
a a a a a a
» A4y 21 Ap 21 Qx|
ay Gy Gy F a, ay ta,, Sl Ayn Ay
ay, Ay a3 4y a3 4y
a3 A3 A4y Ay Gy 4y

Ha az egyenl6tlenség jelétol jobbra 4ll6, n. ferde kifejtést nézziik, olyan, mintha a determindns elsé
sora szerint fejtettiik volna ki, €s az elsd sorban a mésodik sor elemei 4llndnak. Ha ezen jobboldal
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szerint rekonstrudlndnk a determindnst, annak els6 €s masodik sor egyenld lenne, tehat értéke 0. A
tétel dllitasat n x n-es determindnsra is ily médon lehet bizonyitani.
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Definicié: Az L : V" -> W* linedris leképezés métrixa Ag,p,p=[K,[k.| ,...}k,]. ahol k : = L(a) az A

miitrix oszlopai a V™beli [a] bizis a, vektorainak képei, a W*-beli [b] bdzisra vonatkozan.
‘Transzformdci6 esetn nem frjuk ki a bazis nevét kétszer A ).
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‘Tekintsiik a nullvektort clodllit inedris Kombindcict, cbben legyen 3y 70
Voot gt o

Vegyiink hozzi még egy vaavektort ¢ linedris kombindciohoz tgy. hogy b
skalir ugyanaz marad

0, 6 az dsszes Lbbi

[T WS X R W Ebben az i lineiris kombindciGhan s 7, 70, hiszen
fey vilasstouuk meg a linedris kombindciot. Mivel eljesil, hozy a nullvekiont cladhiG in
KombinciGban ceyik skalir nem nulla, ezér a vektorok lincirisan ossefigedk.
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A D¥y Doz #o V) e FhaVack hasiVaer =0 linedris kombin

nulla: 2,40, Azt mit Hituk, hogy azok a vekiorok, melyekher. tartozd skalir egyitthatd a lineiris
Kombindcidban nem nulla, ladllthatdk a (0bbi vekior linedris kombindcidjakén.

Eszarint csak an kell bizonyfani, hogy Je#0. Ha Ju=0 & i<n leme, akkor a

35 hw v =0 fiedris kombin

sban ez a nem nulla ceylithats a szumma jel

utini -k cyikelenne, tehdt D A+ 0van =D
vektorok nem ividls inedris kombindcid and @ nullvektort. Ez a7 jelentené, hogy a
vektorok linedrisan osszeftizeok. Bz ellentmondds, (ehdt a7 eredeti felevésink igaz olt T, 0.

hogy pl. 120, vagyis az eredeti

Ezér, a fentiekben mdr 16tott médon v Kifejezhetd a @bbi vektor lineris kombindcididval

AR RO R R WA I W

V1RV O e D Vi

Mivel fu,y 0, van reciproka ( sz0rzisra vonatkoze inverze eleme) 1 huw. A -1 huys sedmszorosdt véve
jobb & baloldali vektoroknak:

0l o) Vi (Bl ) Voo ) D)
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vektorok linedrisan

16sz0r azt bizonyitjuk, ha a felirds egyértelmi, akkor a vi.va..

figgetlenck.

Indirekt médon bizonyitjuk. Tegyik fel, hogy v, vektorok linedrisan dsszefiigeok. Ekkor a
definicié kozetlen kdvetkezménye, hogy van olyan v; vektor, amely el6dll a bbi vektor linedris

Skt e ot ;e v vk il bl

Kombin

VYL Y2 A

B R R D R (RS

Az elsd linedris kombingci6 & a misodik ling
ellentmondisra jutottunk: a linedris kombind

ris Kombindci6 egyiuhadi Kilonbznck, ezént az
i6 nem lenne egyértelmi.





