PPKE ITK ALGEBRA ES DISZKRET MAT

Linearis leképezések

A linearis leképezés olyan fliggvény, amelynek értelmezési
tartomanya ¢és értekkészlete vektortér, ¢és a kovetkezd
tulajdonsagokkal rendelkezik:

Legyen eza fiuggvény L:V >Wu,velV,keR,

(a) L(u + v) = L(u) + L(v) X

(b) L(ku) = kL(u) i

Ha V=W, akkor a leképezést linedris transzformdcionak hivjuk.

Az L(u) vektor az u vektor képe. (Az L(u) vektor dse az u

vektor)
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Példak:

1. Vetités: L:R> > R*

L linearis leképezés:

U Vi
(a) u=\u, ,v=|v, ’
Us Vs
M1+V1 U, Vi
L(u+v)=L u, +v, ={ul+vl}={ul}+{vl}=L u, [|+L | v, ||=Lu)+L(v),
u, + v, U, + vV, U, V, u, v,
(b) ke R,
ku, . u,
u u
L(ku)= L] | ku, :{ 1}:/{1}:1\1 u, | |=kL(u)
i ku, U, :
U, U,
2. Nyujtas: L, :R° > R’
u, u,
Ll(u):L1 u, =r|lu, | =1 ,r >1
U, U, |

Zsugoritas: L, R >R’
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u, u,
Lz(u):L2 u, =rjlu, | =mu,0<r <l

= L, és L, linedris transformdciok.

3. Forgatasok:

X
! :u r=[ul. x =rcos(@), y = rsin(0),

= x' =rcos(@ + @)= rcos(@)cos(p)—rsin(8)sin(p)
y' =rsin(6 + @) = rsin(@)cos(4) + r cos(@)sin(¢) -

= x':xCOS(¢)_J’Sin(¢)
y' = xsin (¢ )+ y cos (¢)
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= [5]-[o) amT]

w=of[])- [ ) o]

Lis linedris transzformdcio

4. A legyen mXn matrix.

L:R" > R"
R ]
L(u):L u:z = A u:2 = Au
LU _”.n_

is linearis transzformacio
(a) u,veR",

L(u+v): A(u+v): Au+ Av=L(u)+ L(v)
(b) ke R,

L(ku)= Alku)=k(Au)= kL(u).
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Példa: (vetités)
L:P —)Pl,L(azx2 +a1x+a0)=(a2 +a1)x+a0,
P, a7 ssszes polinom, melynek foka < 7. Bizonyitsa be,

hogy L lineéaris leképezés!

(a) uU=ax" +ax+d,v=bx’+bx+b, legyenek P, -beli

polinomok

L(u + v) = L((a2 +b, )x2 + (a1 +b, )x + (ao +b, ))
[(a2 +b2)+(a1 -|—b1)1x-|—(a0 +bo)

= [ a, +a1)x+a0]+[(b2 +b1)x+bo]
L(a2x2 +ax+a, )+ L(b2x2 +bx+b, )
L(u)+L(v)

b) keR,
L(ku) = L(k(a2x2 +ax+a, )) = L(ka2x2 +kax + kao)
= (ka2 +ka, )x +ka, = k[(a2 +a, )x + ao]
= kL(a2x2 +a,x+ ao)
= kL(u)
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Példa:
L:F, — b, L aderivalas,
L(x2 )= 2x

L lineéaris leképezés-e?

(a) u=ax"+a_x" +-+ay,v=bx"+b_x"+-+b, e P,
l(u +v) =l((an +b, )x” +(azn_1 +b, )x"_l +e +(a0 +b, ))
zn(an +b, )x"_1 +(n—1)(an_1 +b, )x”_z +- - —I—(cq +bl)
=[ngx"" +(n—1)an_1xn e +al]+[nbnx"'l +(n—1)bn_1x”"2 4 +b1]
=lax'+a_x"" + +a0)+L(bnx” +b X - +b0)
=Llu)+Lly)

(b) k € R,

L(ku) = L(kanx” +ka, X"+ -+ kao)
=nkax"" +(n—1)ka, X" +---+ka,
=klna x"" +(n—1)a, x" +---+ al]
= kL(anx” +a, X"+t ao)
= kL(u)
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Példa:
L:R> > R’
u,
U, u
L u, z{ : 2}
U , .
U,

Igaz-e., hogy L linedris leképezés?

NEM, mert

H _|:(”| TV )(”2 TV, )} _{”1”2 TUY, TV, +V1V2}

Z/L_,,+V3 1/13+V3
Uy +V;
u, +vv. u V. “ K
{”‘12 H‘“ H} w |2l |v, ||~ 2t 269
Uy +V; U V3
i Vs
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Fontos:
LV ->W

® L(OV): 0y | 0, a vektor Osszeadas egységeleme V-ben,

masképpem nullelem V-ben, és o0, a vektor Oszeadas
egységeleme, a nullelem W-ben.

o Llu—v)=Llu)-Lv).

® A linearis kombinacié megérzodik: Vi>Vas---5Vy € V

€15 Cy5--+5C €R  esetén:
L(clv1 +c,v, -t ckvk) = clL(vl ) +02L(v2)+- -t ckL(vk).

® Ha V n-dimenzids vetortér S:{Wsza---:Wn} V egy
bazisa. Minden u eV, akkor L(u) a linearis
kombinacioja a bazisvektorok képeinek:

L(Wl )9 L(Wz )9' . -,L(Wn) (azonban e képvektortok nem

biztos, hogy bazist alkotnak!).
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Egy-egyértelmi leképezések, magtér (Kernel) és képtér

(Range, Image)

Definicio: Egy-egyértelmi leképezés (kolcsonosen

egyértelmil, bijekcio)
L:V —-W minden vy, € V, ha WV #V, akKor
L(Vl) ¢ZJ<V2) (vagy, ami ezzel ekvivalens: b(Vl) =lJ(v2) - b6l

kovetkezik VYV, =W).

Példa:

X X—y
Y |x+t y |- Dontse el, hogy L bijekcio-e?

Megoldas:

Xy X
vl = ,vz =
V1 V2
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X, — X, —
O A e N R
X+ X, ), _
TV =%1)

& 2x, =2x, & x, =X, & = _
1 2 1 2 Vi Y

X )
& v, = = = v,
Y ) '

Tehat e leképezés bijekcid (egy-egy értelmit).
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Magtér:
Az L:V —> W linearis leképezés magtere, ker (L ), al
azon részhalmaza, amelynek minden vV vektoraa W

nullelemére képzédik L (v)=0,.

Példa:
u, 1 2 3|y
Llu)=L||u, ||=Au=|4 5 6|u,
U, 7 8 9 u,
ker (L)=?
Megoldas:
U
ker (L) azon “7|"| vektorok osszessége, amelyre:
i

L(u)= Au =0

Tehat Ker (L) az Au =0 homogén linearis

egyenletrendszer megoldasa.
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Az elnevezés helyes, ker (L) valoban altér:
Biz.:

Vi, V, € kef(L) , L(Vl ) = L(V2 ) =0 . Alkalmazzuk a tanult
tételt, miszerint akkor altér valamely részhalmaz, ha mind a
vektorok dsszeadasara (+), mind a skalarral valo szorzasra nézve

zart (€s forditva):

1 L(vl+v2)=L(v1)+L(v2)=O+0:O =v, +v, eker(L).
0. L(ky)=kL(v))=k0=0,k€R = kv, cker(L).

Mikor bijekcio valamely leképezés?
Tétel:

A L:V—->W linearis leképezés akkor ¢és csak akkor

egy-egyeértelmii, ha Ker (L ) = {0}

Bizonyités:
—* HA L bijekci6, akkor L(0)=0-b3l kovetkezik, hogy
az egyetlen vektor V-ben, aminek képe a 0 W-ben a 0 v-ben:

L(0)=0.
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<= Ha ker (L ) = {0 } : Tf, hogy van két olyan vektor, u és

v, amelyek képe nem kiilonbézik:

L(u)=L(v).

Akkor:  L(u—v)=L(u)-L(v)=0 vagyis e  vektorok
kiilonbsége benne van a magtérben ker (Z)= {0},

u—v=0=u=v -akétvektor egyenld

Megjegyzések (praktikusak):
HA L:R" — R" lin. Leképezést a matrix-szorzas segitségével

definialjuk: L(x)= Ax, akkor a kovetkezék ekvivalensek:

e ker (L): {0}
o Ax=0 _nek csak a trivilis megoldasa van.

o Ax=0b _nekmindend -re egyértelmii megoldasa van.

o L(x)=Ax bijekeio
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Képtér:
L:V —>W ,ezen L leképezés képtere a W azon részhalmaza,

Im (L ) , amelyek valamely V-beli vektor kepei:

we Im(L), halétezik v €V hogyL(v)=w

Ha a képtér azonos W-vel, vagyis Im (L ) =W , akkora

leképezeést raképezésnek nevezziik.
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Az elnevezés, képtér, helyes, a halmaz valéoban altér:

L:V—>W, Im (L ) altere W-nek.

Bizonyitas:
L(0)=0 , 0eim(L) , a képtér sosem iires. Minden

Wi, W, e[m(L) , talalhato olyan Vv,,v, €V hogy:

b(vl)zwla L(Vz)zwz.

1 L(v1 +v2) = L(v1)+L(v2) =W +W, gy w +w,elm(L)
hiszen v, +v, eV .
2. L(kvl):kl(vl):kwpkER . Emmiatt  kw Im(L)

hiszen kv, €V
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