PPKE ITK Algebra ¢és diszkrét matematika

DETERMINANSOK
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Definicid: az n sorba és m oszlopba elrendezett n x m (valos vagy képzetes) szamokat tartalmazd tablazatot matrixnak nevezziik.

Definicié (Id. Freud R.: Linedris algebra): Az n x n —es matrixhoz szamot rendelhetlink. Ha a hozzarendelt szam az alabbiakban
ismertetett szabaly szerint torténik, akkor ezt a szdmot az n X n- es matrix determinansidnak nevezziikk. Ezt a szamot a
kovetkezOképpen képezziik: a matrix minden sorabol és oszlopabol pontosan egy elemet valasztunk, és ezeket 0sszeszorozzuk. Ezt
minden lehetséges modon elvégezziik, igy n! db szorzatot kapunk. E szorzatokat + vagy — eldjellel latjuk el aszerint, hogy a sorindexek
természetes sorrendjét kovetd felirasban az oszlopindexek permutacidja paros, vagy paratlan. Az eldjellel ellatott szorzatokat
0sszegezve kapjuk a determinans értékét. Képletben:

crer

Példaul: o: 1,3,2,5,4,6; o(1)=1,c(2)=3, (3)=2, o(4)=5, (5)=4, c(6)=6

Az alabbi bizonyitasoknal feltessziik, hogy a determinans elemei valés szamok.
Megjegyzések:
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PPKE ITK Algebra ¢és diszkrét matematika

a.) Szokéas a determinans értékérdl beszélni. Ekkor magat a hozzarendelést értjiik a determinans szo alatt, és mint a
fliggvénynek is van fliggvényértéke, ugy a determinansnak is beszélhetiink (fliggvény)értékérol.

b.) Egy permutacid paros/paratlan, ha az inverzidk szdma paros/pératlan.

C.) Lemma: Két elem cseréjével a permutaciok szdma parosrol paratlanra, paratlanrol parosra valtozik.

Biz.: Szomszédos elemek cseréjekor ez nyilvanvald. Két tetszéleges elem, x,y cseréjekor, ha k elem allt koztik, k db
szomszédos elem cserével y az x jobboldali szomszédja, 1 db cserével y az x helyére keriil, majd az x k db szomszédos
elem cserével y helyére vihetd. Ez Osszesen 2k+1 db szomszédos elem cseréje. Mivel minden alkalommal a paros
permutaciébol paratlan, a paratlanbdl paros keletkezik, ezért az eredményiil kapott sorrendben a permutacié paritasa
megvaltozik.

Lemma:

I(o) _
(=D Aic (1Y%26 (2)%36 (3) " Dno (n) =

I(c")+I(n)
Z (=1 As (e (1% 2)r (2)%% Gy (3) Yo (n)n (n)

Bizonyitas:

Az elsd sorrendbdl elemeserékkel barmilyen mas sorrend elallithato. Igy a tényezok ugyanazok. Mivel két elem cseréjével mindkét
indexben az inverzidk szama paratlan szammal valtozik, az /(¢ ') + I () szam paritisa ugyanaz, mint az /(0) szamé, igy az eldjel
is ugyanaz lesz. Tehat a determinans e masodik, sorok oszlopok szempontjabodl szimmetrikus formuladval is definialhato.
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A determinans tulajdonsagai

1. A determinans értéke nem valtozik, ha a foatlora tiikrozzik az elemeit.
Kovetkezmény : A sorokra kimondott tételek oszlopokra is igazak.

2. Ha a determindns féatloja f6lott (alatt) csupa 0 all, akkor a determinans értéke a féatloban
allo elemek szorzata.

3. Ha a determinans egy sora (egy soranak minden eleme) 0, akkor értéke is 0.

4. Ha a determinans egy sorat egy valos szammal megszorozzuk, értéke is e szdmszoros lesz.

5. Ha a determinans két sorat felcseréljiik, az értéke ( —1)-szeresére valtozik.

6. Ha a determinans két sora egyenld, akkor a determinans értéke 0.

7. Ha a determindns k. sora kéttagi Osszegekbdl all, akkor a determinanst két determindns Osszegeként kaphatjuk. Az egyik

determinans k. sora az eredeti k. sordban all6 Osszegekbdl az elsd tagokat, a masik az eredeti determindns k. sordban 4llo
Osszegekbdl a masodik tagokat tartalmazza.

8. A determinans értéke nem valtozik, ha egyik sorahoz hozzaadjuk valamely masik sor szdmszorosat.
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PPKE ITK Algebra ¢és diszkrét matematika

9. Kifejtési tétel:

A determinans értékét kapjuk, ha valamely sordnak elemeit megszorozzuk a hozzajuk tartozo eldjeles aldeterminansokkal, és ezeket a

szorzatokat 0sszeadjuk. Ezt a determinans a i. sor szerinti kifejtésének nevezziik.

Az ay elemhez tartozd Ax minormatrix az eredeti A matrix . sordnak és k. oszlopanak elhagyasaval keletkezik. Az Ax
minormatrixhoz tartozo determinanst az a elem aldetermindnsanak nevezzik. Ezt el6jellel latjuk el, (-1)™*. Az aldeterminans jele Dy.

A Kkifejtési tétel képletben:

. o det)=Y ()" a,det(4) =Y a,D,
Az i. sor szerinti kifejtés: AZ‘ ' ' /Z‘ o

det(4) = > ()" a, det(4,) =D a,D
i=1 i=1

A k. oszlop szerinti kifejtés hasonloan: * Tehat Dy= (-1)""* det(Au).

10. Ferde kifejtés

0= Z (_I)Hk a det(Ajk) = ZaikD_jk
k=1 k=1
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PPKE ITK Algebra ¢és diszkrét matematika

A determinans tulajdonsagai

1. A determinans értéke nem valtozik, ha a foatlora tiikkrozziik az elemeit.
Kovetkezmény : A sorokra kimondott tételek oszlopokra is igazak.

Bizonyitas:
deta)= Y (=1)"a,_ 1 \aye 0@ a
) lo (1)*26(2)"*3c(3) """ nc (n)

A f6atlora tikrozott matrix determinansa;

det(A*):=

Miben kiilonboznek a szorzatok? Csak az indexek valtoztak, de az egyes tényezok értékei valtozatlanok! A determindns sor/oszopra
szimmetrikus definicidjabdl az eldjelek azonossaga adodik.
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2. Ha a determinans foatloja folott (alatt) csupa 0 all, akkor a determinans értéke a foatloban allé elemek szorzata.

Bizonyitas: minden sorbdl és oszlopbol kell mindegyik szorzatban szerepelnie egy-egy elemnek. Csak akkor lesz a szorzat 0-t6l
kiilonbozd, ha az elsé sorbdl az elsé elemet valasztjuk. De akkor a masodik sorbdl csak a,, valaszthatd (ha nem ezt az elemet
valasztjuk a szorzat 0), és igy tovabb:

a 0O 0 0
a a 0

222 0l apdy---dy,
a a .oa

nl, "n2 ", “nn , ) o
2. Ha a determinans egy sora (egy soranak minden eleme) 0, akkor értéke is 0.

Bizonyitas:

Tth. hogy a k. sor minden eleme 0. Az alabbi definicidban mely elem lesz 0?7

— I(c)
det(A)-_ Z(_l) alG (l)azc (2) ........ Clkc (k) ..... Clnc(n)
1M1 12 “n
Uy yy o Gy _g
0 0 .0
) Con
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3. Ha a determinans egy sorat egy valds szammal megszorozzuk, értéke is e szamszoros lesz.
Bizonyitas:

Tth. hogy a k. sort szorozzuk a A valds szdmmal. Ekkor
— I(c) ,
det(A):= Z(—l) a5 (1)a20 (2)eeeeee Ao (k)= Clnc(n) , és a beszorzott sorral

det(A;)= Z(—l)l(“)am(l)amz) ........ (Kakc(k)) ..... 50 = k(z (—I)I(G)alG(l)aZG(z) ........ : I am(n)) =\det(A)

Megjegvzés: Az eloz6 tétel ennek specidlis esete A=0-ra.

4. Ha a determinans két sorat felcseréljiik, az értéke (—1)-szeresére valtozik.
Bizonyitas:

— I(o)
det(A)-_ Z(_l) ° alc(l)azc (2) ........ Clic (l) ...... akc(k) ..... ClnG (I’l)
Cseréljiik fel az 1. sort a k. sorral:
detay= Y (1) a, . ya a Qi (f)-ee-0
16'(1) 26'(2) oooooooo kGV(k) oooooo lG'(l) ----- I’lG'(l’l)

A tagok ugyanazok, de a szorzatokban a sorindexek szerinti elrendezésben az oszlopok ¢ permutacidja ¢’ lett.
Mi a kiilonbség G és o’ kozott?

Két elem cseré¢jével miként valtozik az inverzidk szama?

Az azonos szorzatok eldjelérdl mit tudunk tehat?
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Mi a kiilonbség G és o° kozott?
Minden szorzatban az i. és a k. tényez0 felcserélodott. Ezért az oszlopindexek sorrendjében is e két elem fel van cserélve.

Két elem cseréjével miként valtozik az inverziok szama?

Péros szamurdl paratlan szamura, illetve paratlan szamurol paros szamura valtozik az inverzidk szama.

Az azonos szorzatok eléjelérol mit tudunk tehat?

A szorzatok eldjelét az inverzok szama hatarozza meg, a paros permutaciokat + a partalanokat — eldjellel vessziik. Ezek szerint tehat
minden egyes szorzat eldjele (—1)-szeresére valtozik, de a szorzat abszolut értéke valtozatlan marad, hiszen két tényez6 felcserélése a
szorzat értékét nem valtoztatja meg. Ez azt jelenti, hogy a determindns értéke (-1)szeresére valtozik.

6. Ha a determinéns két sora egyenld, akkor a determinans értéke 0.

Bizonyitas:

Legyen det(A)=D. Cseréljiik fel az A matrix két egyenld sorat. Valtozik-e az A matrix?

Vialtozhat-e a hozza tartoz6 determinans értéke? De az el6z0 tétel miatt a sorcserével (-1) — szeresére kell a determinans értékének
valtoznia, vagyis D= - D. Hogyan lehetséges ez?

Viltozik-e az A matrix?

Nem, hiszen azonos sorokat cseréltiink.

Valtozhat-e a hozza tartozo determinans értéke?
Nem, mert elemei nem valtoztak.

Csakis ugy, hogy a determinans értéke 0.
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7. Ha a determinans k. sora kéttagu osszegekbdl all, akkor a determinanst két determinans osszegeként kaphatjuk. Az egyik
determinans k. sora az eredeti k. soraban allé dsszegekbdl az elsé tagokat, a masik az eredeti determinans k. soraban allo
osszegekbdl a masodik tagokat tartalmazza.

Bizonyitas:
Legyen a k. sor az, amelyik a kéttagu 6sszeget tartalmazza. az 6sszegz€s tulajdonsagai miatt:

det(A4) =% (=1)"Va, 1 )ay0 2)eeeeee (Brs (k) + Cho ()l (n) =
Y (D" (1)@ (2yeeeenns Bro (ky-elns(my + X (=)' a 1ayg 2)eeeeen Cro (k) -Ano (n)
41 419 Un ajy 4y o A, 4 G - 9,
bailc baizc , afz _ ab21 ab22 abzn N Ay Gyy o Gy,
1769 OpteH - b, FC, | y . R S
41 4,9 - 4. Y “n2 0 Yanl %1 w2 0 Y
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8. A determinans értéke nem valtozik, ha egyik sorahoz hozzéadjuk valamely masik sor szdmszorosat.

a]1 aIZ e aln a1] alZ aln all a]2 aIn all a]2 aln
a21 a22 aZn a2l a22 a2n aZl a22 a'2n a21 a22 a'2n
det(A)=| a, a, a,, =@, a, .. a, |+ a, a, .. a,, |=det(A)+Ala,, a,, .. a,|=
a'1] +}\’ak] a12 +)\’ak2 a'ln + kakn all a12 aln )\’akl }\’akZ Xakn akl ak2 akn
anl an2 ann a'nl an2 ann anl an2 ann anl an2 ann
=det(A)+0

9. Kifejtési tétel: a determinans értékét kapjuk, ha valamely sordnak elemeit megszorozzuk a hozzajuk tartozo eldjeles
aldeterminansokkal, és ezeket a szorzatokat 0sszeadjuk. Ezt a determindns a i. sor szerinti kifejtésének nevezziik.
Az ay elemhez tartozd Ay minormatrix az eredeti 4 matrix i. soranak és k. oszlopanak elhagyasaval keletkezik. Az Ax
minormatrixhoz tartozé determinanst az a; elem aldetermindnsanak nevezziik. Ezt el6jellel latjuk el, (-1)**. Az aldeterminans
jele Dy.

A Kkifejtési tétel képletben:

az i. sor szerinti kifejtés:
n n

det(4) =Y. (-1 a, det(4,)= Y a,D,

A k. oszlop szerinti kifejtés hasonléan: k=l k=l

Tehét Dy= (-1Y** det(Ay).
det(A)= > (=) a, det( 4,) = a, D,
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10. Ferde Kkifejtés
0= Z (-D""a, det(4,,) = Z a;D,
i k=1

A Kkifejtési tétel bizonyitasa:

a.) Els6 sora az elsd elem kivételével 0:

a, 0O .. 0 O

4y Apn . as, 4y Ay,

A Ay A, | =ay Ay e a,|=a,Dy,
a; ap an, ap ay

a, ap a4, a., A,

b))

Ha az i.sor a k. elem kivételével nem nulla, akkor hany szomszédos sor ill. oszlop cseréjével vihetd az i. sor az elsd sor helyére, és a k.
elem ay, helyére? Pl. a 2. sor els6 eleme nem nulla, a tobbi nulla, hogyan szamithato ki a determinans értéke?

Az ay elemet k-1 darab szomszédos oszlopcserével ¢és i-1 darab szomszédos sorcserével vihetd a,; helyére, igy az el6z6 eset all fenn.
(Nem egyszertien felcseréljiik az 1. és i.sort, mert akkor nem az aldetermindnst kapnank!!!)

4y Gy . a,
a a a ayp gy Qg 4,
21 22 e
0 0 0 _ 1 i+k a(l D1 a(( 12 a(l Dn|__ D
iy =(-1)"a, u u u =ayby
i+ D1 i+ 1)2 @i+
a a a
n 2 In
a 4 a a, . a,,
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c.) Ha nincsen olyan sor, amelynek elemei egy elem kivételével nullak, akkor barmelyik
sor felirhato mint az eredeti elem és n -1 db nulla 6szege. A determinans pedig felbonthato n db olyan determinans Osszegére,

amelyben van egy elem kivételével csupa nulla sor.

4, G a, a, a, a,
a2n a2n
Ay Ay e a,) ay,
a, a, a, a, la;+0+.+0 O+a,+0+..+0 0+0+.4+a,+0+..+0 0+..+0+aq,
a, ap a, a, ap ay
anl anZ ann anl anZ ann
a4y a,, a4y a,, a, 4ap a,, a, dp a,,
a2n aZn aZn a2n
ay 4y a4y 4y 4y 4y a, dy
= + +..+ +..+
a, 0 0 0/ |10 a, O 0 0 0. a 0 0 0. 0
a, 4, Ay | |4 Gy 2N a4, 4 ay, a, 4ap a,
anl anZ ann anl an2 ann anl anZ ann anl anZ ann

= Z (- I)Hk a, det(4,) = Z a; D,
k=1 k=1
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“Ferde” kifejtés

Ha a determindns kifejtésére vonatkozo képletben az aicsor elemei helyett pl. az ai sor elemeit szorozzuk meg rendre a Dj
aldeterminansokkal, akkor az igy kapott szdm nulla.

Helyes kifejtés: det(4)= anDyit+ainDit. .. +aimDin

Ferde kifejtés: 0= aaDiitanDirt.. . +anDi

Bizonyitas(Hf. alt.):

a a a
11 9 13
A Ay dyp dp; dy dpy
Ay Qpp.. dy3|=dp 4 4 —a12a 4 +4ap; 4 4
32 33 31 33 31 32
as) dsp.. dsj
a AiH.. a
11 4 13
@y Ay dryp  dn; dr Ay
Ay dpp.. dp3=dy 4 u —dy 4 4 +dys u 4
32 33 31 33 31 32
dsz; dzp.. A3z

Ha az egyenldség jobb oldalan allo kifejezésbdl indulunk ki, az ott 4116 elemeket a kdvetkezd, két egyenld sorral, tehat 0 értékkel
rendelkez6 determinansba lehet elrendezni:

dyp dpp- A3
dy; dpy.. Gy3 =0

a3 ds3p.. ds3;

© Bércesné Novak Agnes 13



