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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Vektoralgebra

1. Vektor: iranyitott szakasz (sikban, térben)

A
A’

F

Kérdések: E

Jelolések
Egyenldség—>szabad vektorok
Parhuzamossag

Hossz (abszolut értek)
Egységvektor

Nullvektor — iranya
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Miveletek vektorokkal

Osszeadas:
- nyilfolyam-mddszer: eltolds, a masodik vektor kezdOpontjat az els6 végpontjaba, ¢s igy
tovabb...
Osszegvektor: az elsé vektor kezdépontjabol az utolso vektor végpontjaba mutatd vektor.
(Két vektor esetén paralelogramma modszernek)

h N -
a
a
a a
b
b
Osszeadas tulajdonsagai: a inverze
(0.Zart: 0sszeadas eredménye is vektor )
1. Kommutativ (1d. abra): a+b=b+a

2. Létezik egységelem: a+0=a a
3. Létezik inverz (ellentett) elem: a+(a inverze) =0
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Osszeadas tulajdonsagai (folytatas):

4. Asszociativ: (atb) +c = a+(b+c)

+c = a+(b+c)
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Kivonas értelmezése: inverz elem hozzaadasa, inverz elem jelolése
x+b=a vektoregyenletet x-re megoldva:

x+b+(b inverze)=a+(b inverze)

x+0= a+(b inverze) Jelolés (szamokkal osszhangban): a+(-b)=a — b=x

a+(-b) b
/7
a /
7 a
/7
/
b e e e
b b
a+(-b)=x
a
x+b=a
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Osszeadds tulajdonsiagai (6sszefoglalds):

(- zart) (- zart)
KOMMUTATIV
- asszociativ CSOPORT - asszociativ
CSOPORT
- 1étezik egység - létezik egység
- létezik inverz - létezik inverz
- kommutativ

A kommutativ csoportot Abel csoportnak is hivjuk.

Feladat: Mondjunk példat mas halmazra, melynek elemei adott miveletre nézve
csoportot alkotnak

©Bércesné Novak Agnes 6




PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

/' a.) Szamot vektorral: szammal valo szorzas ( Aa)
Szorzas —
b.) Vektort vektorral-eredménye szam, neve: skalarszorzat,
angolul: dot product, (ab)

c.) Vektort vektorral-eredménye vektor,
neve: vektorialis (vagy kereszt)szorzat, angolul cross product
(axb)

Megjegyzés: A fenti szorzasok kozil algebrai értelemben csak a c.) nevezheto
miiveletnek. (Miért?)
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Szammal valo szorzas / Vektor szorzasa szammal:

>—>> -a -a -a
€—€—€—
3a q
Def.: L.eR, a vektor < -3a

a
2 A=20, a-val egyiranyu, hossza: |Aa|=A|a| (1Ismételt 6sszeadas)
Aa N
A<0, a-val ellentétes iranyn, hossza: |Aa|=|A|-|a| (a inverzének, ellentettjének
1smételt 0sszeadasa)

Lemma: allb < 3 LR a=\b

Biz.: =Tegyiik fel hogy (Tfh.)a|lb = a=|a e,és b=|b| e,
Ezekbol: a=|a| (1/|b| (|b] e,))= |a] (1/|b|)b, a=Ab, A= |a| /|b|
<Tth. 3 LeR a=Ab, akkor a parhuzamossag a definiciobol kozvetleniil adodik.
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Tulajdonsagok:

1. La=al

2. w(ha)=(u A)a (definiciobodl kozvetleniil adodik)
3. (A+p)a=Aa+ua (definiciobol kozvetleniil adodik)
4. \(a+b)=Aa+Ab (Id. alabbi abra)

Abra: 4. )\(at+b)=La+\Ab, abra: A=2 eset

2(a+b)

2a
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Skalarszorzat (belso szorzat)

vektor-vektor=szam (DOT product, INNER product)

Def.: a-b= | a | | b | cosa, ahol a a vektorok altal bezart szog, 0<a<180°. Két
vektor altal bezart szog (a Kisebb!):

Speciilis esetek: A ‘%/

2
’

a-a= | a | | a | cos(a,a)= | a

Kovetkezmeny: a-a>0, ha a#0, ¢s a-a=0 akkor ¢és csak akkor, ha a=0. Ezt a tulajdonsagot
ugy mondjuk, hogy a skalarszorzat pozitiv definit.

Ha a egységvektor, akkor a-a=1. Ha a ¢és b egységvektorok, a-b=cosa.

Ezek koordinata rendszertol fiuggetlen eredmények!!
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A skalarszorzat geometriai jelentése:

e —egységvektor a‘e= la|-|e|-cosa=]|al- cosa=x

X: az a vektor e-re vett eldjeles merdleges vetiiletének hossza.

X
COSOL:E = X= | a | COSQL

Megjegyzeés:

A geometriai jelentés a definicd egyszerii kovetkezménye.

\ 4

|
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A skalarszorzat tulajdonsagai:

1 . Kommutativ: a-b=Db-a

2. NEM asszociativ: (a*b)-c#a-(b-c), ugyanis:
Bal oldal=szam - ¢ =(c-vel parhuzamos vektor)
Jobb oldal= a - szam (a-val parhuzamos vektor)

3. A (a‘b)=(Aa)-b=a-(Ab)
Biz.: Nyilvanvalo, ha A=0, akkor az azonossag fennall. Tovabba a kommutativitds miatt
elegendd a A (a*b)=(Aa)-b azonossag bizonyitasa.

BALOLDAL: A (a-b)=A (|al| | b]| cosa)
JOBBOLDAL: (Aa)-b=( | Aa | | b | cosaL)=A ( | a | | b | cosa), ha A > 0.

Ha A<0, akkor A= (-1) A , emmiatt elegend6 a A= (-1) eset targyalasa:
BALOLDAL: (-1)(a-b) = (-1)|a| |b] cosa
JOBBOLDAL: (-1a)-b= | (-1) a| |b | cos(180-a)=(-1) | a| |b | COSQL
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Diszkrét matematika és algebra

4. Disztributiv: a‘(b+c)=a-b+a-c
Biz.:
a*(b+c)=a-b+a-c
e (b+c)=e-btec /'L e |a=>h-e=a
A-e(b+c)=(Le)-b+(Ae)c

©Bércesné Novak Agnes
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Tétel: a-b=0 < alb (milyen koordinata rendszerben?)
Biz.: Ha a-b=0 akkor a_lb:
Ha | a | 20 és | b | #0, akkor | g| : |b| -cos(a,b)=0 = cos(a,b)=0=(a,b)£=90°

Ha valamelyik vektor nullvektor, annak iranya tetszoleges, igy a merdlegesség
teljestl.

Ha alb akkor a-b=0

la|-|b|-c0s90°=0 = cos(a,b)=0 = (a,b),£=90° vagy (a,b),/=270°, de mivel a
megallapodas szerint a kisebb szoget tekintjlik, ezért a két vektor 90°-os szoget zar be

Ha a két vektor merdlegessége oly modon biztositott, hogy legalabb egyikiik nullvektor,
akkor a 0 def. alapjan la|=0 vagy b =0, tehat a-b=0
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A skalarszorzat altalanos tulajdonsagai
A skalarszorzat a V x V halmazon (ahol V vektortér) értelmezett, kétvaltozos valos fiiggvény, (nem

mivelet!) amely az alabbi, 1.-4. tulajdonsagokkal rendelkezik. Minden olyan fiiggvény, amely ennek
eleget tesz, skalarszorzat-nak nevezheto.

Skalarszorzat: V x V>R
A skalarszorzat egy masik, szokasos jelolése: s(x, y)
1. s(x, X)=0, s(x, x) =0 - szam <> x=0 —vektor pozitiv definit tulajdonsag
2.s(x,y) =s(X,y) kommutativ tulajdonsag
3.5(A X, y) = As(X,y) linearis
4. s(x, y+z)=s(X,y)+s(X,z) linearis

A skalarszorzat egy masik, szokasos jelolése: <x, y>

1. <x, x>20, <x, x> =0<>x=0 (pozitiv definit)

2. <x, y> =<Xx, y> (kommutativ)
3. <A X,y >= A<X, y> (linearis )
4. <x, y+z>=<x,y>+<x,2> (linearis )
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

A 3.-4. linearitas a kovetkezdkeéppen is megfogalmazhato: <x, Ay+uz>=A<x,y>+u<x,z>

A vektoralgebraban a skalarszorzatot <x, y>:== |xl|yl cos(x,y) figgvénnyel adtuk meg, és
bizonyitottuk a fenti tulajdonsagokat. Ezen definicid alapjan bebizonyithato a kovetkezo tétel (1d. e
jegyzet 28. oldalan):

Az 1, j, k ortonormalt bazisra vonatkoztatott koordinatakkal (a 3 dimenzios térben) a skalarszorzat:

<x, y>i=| x|yl cos(x,y)= $ap
i=1

A <x, y>i= Yy is lehetett volna a definicioja a skalarszorzatnak, azonban igy az eredeti fizikai

jelentese elsikkadt volna. Magasabb dimenzids vektorterekben azonban a definicid lehetdsége éppen
forditott, sz0g geometriai értelmezhetetlenseége miatt éppen a skalarszorzat segitségevel lehet a szog
fogalmat kialakitani.
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Tétel (Vektorok felbontasa sikban): Ha adott a sikban két nem parhuzamos vektor

(a ¢s b), akkor minden mas ¢ sikbeli vektor felbonthatd a €s b vektorokkal parhuzamos
Osszetevokre:

c=aat+fBb, ahol o,feR

A felbontas egyértelmil.

©Bércesné Novak Agnes

17




PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Biz.: felbonthatosag: A c vektorkezdOpontjan at huzzunk a-val, végpontjan at b-vel
(vagy fordiva) parhuzamos egyeneseket. Mivel a és b nem parhuzamosak, ezért M-ben
metszik egymast.

mivel MHQDHQERDWIQQ

mivel MBb=3BeR=MB=pb és =AM + MB=qa+Bb
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Tétel (Vektorok felbontasa sikban): Ha adott a sikban két nem parhuzamos vektor
(a ¢s b), akkor minden mas ¢ sikbeli vektor felbonthatd a €s b vektorokkal parhuzamos
osszetevokre: c=oa+fb, ahol o,BeR. A felbontas egyértelmil.

Biz.: Egyértelmuség:

czalaﬁ&b

C=0na sz

0=(0o,- +(B31-B,)b
(02-0tp)at+(B1-Bo)

0 0
Mivel a nem parhuzamos b-vel, igy szamszorosaik sem parhuzamosak, ezért
szamszoroaik 0sszege nem lehet nulla a jobb oldalon. Tehat a és b egytitthato1 egyenlok
nullaval: o1=0» es B1:B2

©Bércesné Novak Agnes
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Definicio:
a ¢s b linearis kombinacidja: c=oa+3b

{ a,b}, ha a nem parhuzamos b-vel, akkor fiiggetlenek. Maximalis szamu fliggetlen vektor
bazist alkot. KésObb részletesen targyaljuk..

o3 az { a,b}bazisra vonatkoztatott koordinatak.
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Tétel (Vektorok felbontasa térben):

Ha adott a térben harom, nem egysiku, paronként nem parhuzamos vektor, a, b, ¢, akkor
barmely d térbeli vektorhoz van olyan a,B3,yeR, amelyekre igaz, hogy d=oa+Bb+yc.
Ez a felbontas egyertelm.

Biz.:
1.d talppontjan, T-n at az S sikkal | S sikot rajzolunk.
2.c¢ nem parhuzamos a-val és b-vel, tehat a d végpontjaban
%/ D c-vel huzott | | egyenes D-ben dofi S’-t.
ok 1 d' 3. D-bol T-be mutato vektor legyen d’.

C

d pe
)
a . T
d=d’+c¢’=(aa+Bb)+ ye,

hiszen d’ egy sikban van a-val €s b-vel, igy az el6z0
tétel miatt felirhato azok linearis kombindciojaként.

/
/e
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Bazis: A térben barmely 3, nem egysiku, paronkeént nem parhuzamos vektor fiiggetlen.
Maximalis szamu fliggetlen vektor bazist alkot. Késobb részletesen targyaljuk.

Példaul: ﬁ

Ha a, b, ¢, a tér egy bazisa, az el0z0 tetel ertelmében barmely d vektorra:

d=aa+b+yec.

A jobb oldalon 4llo6 kifejezes az a, b, ¢ vektorok egy linearis kombinacidja.

Az a, B,y szamokat a d vektor a, b, ¢ bazisra vonatkoztatott koordinatainak nevezziik.
Ha a bazisvektorok sorrendjét rogzitjiik, a linearis kombinaciot rovidithetjiik a kovetkezo
szamharmassal: [a, B,Y].
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Diszkrét matematika és algebra

Specialis bazisok:

Ortogonalis:
Normalt:

Ortonormalt:

a vektorok paronként merdlegesek
a vektorok egységnyi hosszuak

ortogonalis és normalt, szokasos jelolése 3

dimenzioban: i, j, kK (Descartes), jobbrendszer:

i @

i @

©Bércesné Novak Agnes
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Vektormiuveletek, ha a vektorok koordinataikkal adottak

Osszeadas: megfelelé koordinatakat dsszeadjuk

Biz.:

X=abl + b2 + yb3
Y=0bl + b2 + ¢b3

x+y= (abl + b2 + yb3)+(db1 + €b2 + ¢$b3)=
= (ab1 + 0b1)+ (Bb2 + €b2) +(yb3+ ¢b3)=
(ot 9)bl+ (B+ €)b2 +(y+ ¢)b3=
x+y=(o.+ 6)b1+ (B+ €)b2 +(y+ ¢)b3

VEKTOR OSSZEADAS +

©Bércesné Novak Agnes
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Szammal valo szorzas: koordinatanként szorozzuk a szammal
Biz.: HF

Kivonas: Megfelel6 koordinatakat kivonjuk
Biz.: HF

©Bércesné Novak Agnes
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Vektormiuveletek, ha a vektorok koordinataikkal adottak

Osszeadas:

b1 v bl

=ob1+b2
Y=y b1+06b2 x+y=abl1+pb2+y b1+6b2=(ab1+y b1) + (Bb2+0b2)
x+y=(o+y )b1+ (+6)b2
VEKTOROK OSSZEADASA: koordinatanként
Milyen koordinatarendszerben igaz e szabaly?
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Miiveletek koordinatas alakban, ORTONORMALT BAZISBAN

A koordinatak szemléltetésére animacio:

http://www.usd.edu/~jflores/MultiCalc02/WebBook/Chapter 13/Graphics/Chapterl3
1/DemoHtml13 1/13.1coorsys.htm
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Miiveletek koordinatas alakban, ORTONORMALT BAZISBAN
Uu., mint altalanos bazisban:

a=—a; i+azj +a;k < Xi+Yj +zK b=b 1 i+b2j +b3k
ra=M(a itajtask)=(ra))it(Aay)j+(Aas)k

atb=a,i+tb,itaj+b,jtask+bsk=(a;+b,)i+(a+by)j+H(as+bs)k

\
a+b b ! bz
\ ayTb,
| ay
a !
i J >
dq b,
NG /
—
a;+b,

©Bércesné Novak Agnes
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Skalarszorzat kiszamitisa ORTONORMALT BAZISban

Animacio:

http://www.falstad.com/dotproduct/
(mind a piros, mind a kek vektort a vegeénél fogva lehet mozgatni, jobb felsd sarokban
leolvashatd minden szamadat. A piros vektor vetiilete lathatd a kék vektoron.)

http://magnus.poly.edu/~mleung/java/vectors/dproduct/dproduct.html

©Bércesné Novak Agnes
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Skalarszorzat kiszamitisa ORTONORMALT BAZISban

A skalarszorzat ertéke fiigg a bazistol.

Tétel: Legyenek i, j, k paronként merdleges egységvektorok, amelyek jobbrendszert
alkotnak. (Descartes). A felbontasi tétel szerint ekkor:

a=a1i+a2j+a3k

b:b1i+b2j+b3k

3

Alkalmazva a skalarszorzat disztributiv tulajdonsagat:

a°b=(a1i+a2j +a3k)-(b1i+b2j +b3k)=a1i-b1i+a1i-b2j+a1i-b3k+
azj ‘bli"‘ azj -b2j+a2j 'b3k+ a3k-bli+a3 ksz +a3k-b3k=a1b1+a2b2+a3b3

©Bércesné Novak Agnes
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Felhasznalasa:

I. Fizika, pl. W=F's
II. Vetiiletek (Pl. fizikaban is erok felbontasa)

a= a,+ a,,
a
Am
o
i ap :
i b
— !
€p
a, = (a. ep) ey a, = (hossz) irany
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III. Sik normalvektoros egvenlete

Animacio:

http://www.usd.edu/~jflores/MultiCalc02/WebBook/Chapter 13/Graphics/Chapterl3
S5/DemoHtml13 5/13.5%20LinesAndPlanes.htm
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IV. Sik_normalvektoros egyenlete

n az S sik normalvektora (n a sikra merdleges)

P, P o (X0, Yo, Zo) — a sik tartopontja (tetszOleges, de rogzitett)
P P(x, y, z) — a sik tetszOleges pontja, futdpont
] Po I/ —>
H / S egyenlete: n - PP = 0, hiszen merdleges vektorok
Po P = P - Po
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Példa:
n(1,2,3) .,
p0(47596)9 PO P= (X_4)9 (Y'S), (2_6)
P(x,y,z) (x-4)-1+(y-5)-24(z-6)-3=0
Rendezve: 1x+2y+3z-4-10-18=0
(1)x+(2)y+(3)z=32
Altalaban az

Ax+By+Cz=D linedris egyenlet egy A, B, C, normalvektoru sik egyenletének tekintheto.

Tipusfeladatok:

1. Koordinataival adott a sik 3 pontja. Adja meg a sik egyenletét!
2. Adott 4 pont. Hogyan lehet eldonteni, hogy egysiktak-e?
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Vektorialis szorzat:

vektorxvektor=vektor (CROSS product)

axb=|al|-|b] -sin(a,b)-e

hossz==|a|-|b]| -sin(a,b)

le|=1 ale,ble a,b,ejobbrendszert alkot(a-hiivelyk-,b-mutato-,e-kozépsoujj)
axb || e

Erdekes ez az animécio:
http://www.phy.syr.edu/courses/java-suite/crosspro.html

(Megjegyzes: az a €s b vektorokat lehet mozgatni az egérrel, a ¢ vektorral lehet
forgatni az abrat)

©Bércesné Novak Agnes
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A vektorialis szorzat geometriai jelentése:

N
axb
m= | b | -SInQL b
e | L
alap: |a
i
a
| axb | = | a | : | b | -sina=Tertilet = (alap-magassag)
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Fontosabb vektorialis szorzatok:

ixi=0 ixj=k
ixj=0  jxk=i Jobbrendszert alkot €s merdleges, igy
kxk=0 kxi=j nem lehet mas, mint a 3. vektor.

ixk=-j , stb.

A vektorialis szorzat tulajdonsagai:

axb=-bxa antikommutativ
(axb)xc#ax(bxc) (nem asszociativ)

(at+b)xc=(axc)+(bxc)

ax(b+c)=(axb) +(a><c)} kétoldali disztributivitas
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Vektorialis szorzat kiszamitisa ORTONORMALT BAZISban

Tétel:

Ha
a=(a,i+ayj+azk)

b=(b;i+b,j+bs;k) adottak, akkor

axb: 1 J k — iaz a;| 3191 4 _|_ka1 a,
d; dz as b, b, Jb1 b, b, b,
b; b, bs
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

abe(alixb1i)+(ali><b2j)+(ali><b3k)+
(a2jxb11)H(az)xboj)+(azj>xbsk)+
(a3k><b1i)+(a3k><b2j)+(a3k><b3k)

Felhasznalva az eldzdleg kiszamitott vektorialis szorzatokat, és alkalmazva a
disztributivitast (kiemel¢s):

a, a,

bl b3

a, a, —

bl b2

axb=i(a2b3-a3b2)-j (alb3—a3b1)+k(a1b2-a2b1) =1 +k

a, 4as| 4
b, b ]

3

i j Kk
a; a, a3| (Determinans)
b; b, b;
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PPKE ITK Diszkrét matematika és algebra

Determinansok Kiszamitasa a kifejtési TETEL szerint (nem definicié, késébb biz.):

I x1: ‘“h‘:“h

2x 2: Sor szerinti kifejtés: a sor minden elemét megszorozzuk a hozza tartozo (eldjeles)
aldeterminanssal €s az igy kapott szamokat 0sszeadjuk.

Adott elemhez tartozo (el9jeles) aldeterminans: Az elem sorat €s oszlopat elhagyva 0jabb
determinanst kapunk. El6jele a sakktdbla szabaly szerint.

2 p— —
Pl. els6 sor szerint kifejtve: = 4,4y, Ty 4y,

a, a,

2

3 x 3: Sor szerinti kifejtés: a sor minden elemét megszorozzuk a hozza tartozo (eldjeles)
aldeterminanssal €s az igy kapott szamokat osszeadjuk.
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Tétel:
axb=0<>a || b
Biz.:
1) a||b=axb=0

Ha a két vektor egymassal parhuzamos, akkor a bezart szog 0 vagy m, €s igy a
sin(a,b)=0, tehat axb=0.

2) axb=0=a b
Ha a és b vektorialis szorzata 0, akkor a
axb= | a | : | b | -sin(a,b)=0
A jobb oldalon 4ll6 nullvektor kétfeleképpen allhat el6. Vagy sin(a,b)=0, és ekkor a

bezart szog =0° vagy m = a két vektor parhuzamos. A masik eset, hogy a vagy b

legalabb egyike nullvektor. Nullvektor iranya tetszoleges, igy a parhuzamossag
fennall.
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Vegyes szorzat

Definicio: Az (a x b ) ‘¢ szorzatot vegyes szorzatnak nevezziik.
Geometriai jelentés:

e legyen a x b-vel || egységvektor, tehat merdleges az a és b vektorok sikjara
|axb | : alaptertilet ,

axb
(laxbl|-e) - c = (alapteriilet - magassag)= el0jeles térfogat

magassag
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Az eldjel a paralelepipedon elhelyezkedését (attol fiiggben + vagy -, hogy a ¢ vektor
ugyanabba a térfélbe mutat-e, mint az a x b) adja meg, a szam pedig a térfogat
merdszamat.
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Vegves szorzat kiszamitasi modja ortonormalt bazis esetén

Tétel: Ha a=(a,ita,jt+as;k)
b=(b;i+b,j+bsk)
c= (cjitcyjtcsk) adottak, akkor (ax b) - ¢=

¢, ¢, G
a, d;

b2 b3

a, 4,

bl b3

a a,

bl bZ

= |4 4, d3|=¢

bl b2 b3
Biz.: axb=i(a,bs-asb,)-j(a;bl15-a3b;)+k(a;b-a,b;)=

—C, +Cy

i j k

—_f[esl1a a e |a a a a ° e — a a a a a a,|
A & ayee=(i > Vi VTR L) s (Gitejtek)= ot Tl- o) Ul clt =

2 3 1 3 1 2 2 3 1 3 1 2

b; b, b;
= Ci C C3

d; dp aj

b; b, b;
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