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Diagonalizalas

Definicio: Az A kvadratikus matrix hasonlo a D kvadratikus matrixhoz, ha 1étezik egy olyan
P (invertalhato, kvadratikus) matrix, amelyre: A = PDP.

Definicio: Az A kvadratikus matrix diagonalizalhato, ha hasonl6 egy diagonalis matrixhoz.

Példa NEM diagonalizalhato matrixra:

2 1
A= .
0 2
Ha A diagonalizalhat6 lenne, akkor (I:= identitas matrix, egységmatrix):

A=M,=P 'DP- ), =P 'DP - \P'P = P“(D - M.,,,,)P,

Vagyis
A=) Iﬂ hasonlé D=2 In

lenne
ami azt jelenti, hogy A és D sajatértékei egyenlok. Az A sajatértékei a diagonalisaban allnak,

egyetlen sajatértéke tehat a (2 multiplicitasu) 2. Ezért az D matrix, amihez az A hasonl¢ lehet,
az csak a2l matrix lehet:

_{20})_
p=(20)m

Ekkor A = P'DP = 21,, lenne, ami pedig nem igaz.

Tétel: Havalamely A kvadratikus matrix sajatértékei mind kiilonbozok, akkor a matrix
diagonalizalhato.

Bizonyitas:

1. Bizonyitottuk, ha a sajatvektorok bazist alkotnak, akkor a transzformaci6 matrixa e
sajatbazisra vonatkoztatva diagonadlis, éspedig a diagonalisban éppen a sajatértékek allnak.
(Az allitas forditva is igaz, ha a transzformacio matrixa diagonalis, akkor az a sajatvektorok
bazisaban van felirva.)

2. Eldadasjegyzetben bizonyitottuk, hogy kiilonbozd sajatértékekhez tartozd sajatvektorok
fiiggetlenek. Tehat, ha sajatértékek mind kiilonbozok, sziikségképpen bazist is alkotnak.

3. Végiil, ha egy transzformacié matrixat masik bazisban irjuk fel, akkor az 1ij bazisra
vonatkoz6 koordinatak kozti 6sszefliggés:
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A’=S'DS,

ahol az S attérési matrix oszlopvektorai az 0j bazisvektorok, vagyis a sajatvektorok (régi
bazisra vonatkoztatott) koordinatai, a D a transzformaco eredeti bazisra vonatkoztatott
matrixa.

Fentiek szerint A’ diagonalis, és diagonalisaban a sajatértékek allnak.

Az egyenletet rendezve adodik, hogy

D=S4’S"
Példa diagonalizalasra ( az eloadason elhangzott példa, javitva:)

6 — 1| |1
A= L 3 } , ennek sajatértékei: 5, 4 az ezekhez tartozo sajatvektortok rendre: L} , {2} )

Behelyettesitve a fenti képletbe: D =SA°S™

s s I P

6 50
Tehat, a {2 } matrix hasonl6 az {0 4} matrixhoz.

A fenti tétel altalanosabban:

Tétel: Havalamely A (n x n ) tipust matrix sajatértékei altal meghatarozott alterek (az un.
sajatalterek) dimenzidinak dsszege éppen n, akkor a matrix diagonalizalhato.

Pontosabban: ha mindegyik sajatértékre igaz, hogy az altala meghatarozott altér dimenzidja
egyenlo az algebrai multiplicitasaval, akkor a matrix diagonalizalhat6.

Emiatt a feladatmegoldasban célszerli el6szor a tobbszoros multiplicitasu sajatértékekhez
tartozo alterek dimenzidjat megvizsgélni.

Példa: Diagonalizalhato-e az alabbi matrix? Ha igen, adja meg a hozza hasonl6 diagonalis
matrixot!

2 00
A=| 1 2 1|, det(A-Al)=(2-1)%(1-1), a sajértékek: A=2 kétszeres multiplicitassal, A=1,
-1 0 1

egyszeres multiplicitassal.
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Visszahelyettesitve a

det(A-Al)x=0 egyenletbe, kapjuk a sajatvektorokat:

0 0 -1
A=l1l-re | -1| A=2-re |1, és| O
1 0 1

Eszerint a A=2 -hoz tartozoé sajataltér dimenzidja 2, ez egyezik az algebrai multiplicitassal,
igy a matrix diagonalizalhato.

Osszefoglalva:
Az (n x n)-es A matrix diagonalizalasa:

1. A sajatértekek kiszamitasdhoz meg kell oldanunk a karakterisztikus egyenletet:

p(X) =det (A= \I,).

2. Ennek gyoktényezds alakjat tekintve:
p(A) == 2™ (A= A)™ o (A= Ap)™

A A sajatvektorok (lehetnek komplexek is!) algebrai multiplicitasa ny

3. Mindegyik sajatértékhez megkeressiik a hozza tartozo sajatvektor, vagyis megoldjuk a
kovetkezd egyenletet:
det(A-ku )xk:O

A kapott x vektort megprobaljuk maximalis szamu fliggetlen vektor dsszegeként eldallitani:
Xk= C11X1kTCokX2k . . .CrkXnk

Nnk tehat a Ax sajétértékhez tartozo altér dimenzioja, masképpen a sajatérték geometriai
multiplicitdsa. Az X vektorok is sajatvektorok, amint az kdnnyen ellendrizheto.

4. Ha Znpj=n, akkor a matrix diagonalizalhato, és a hozzas hasonlé A4’ matrix az alabbi
képlettel szamolhato:

A’ =S'AS,

ahol S a sajatvektorokbol, mint oszlopvektorokbol all6 matrix. Az A’diagonélis matrix
diagonalisaban a sajatértékek allnak, olyan sorrendben, ahogyan a hozzdjuk tartozo
sajatvektorokat a matrixba beirtuk, tehat az i. oszlopban a fédiagondlisban az S matrix i.
oszlopvektoraban allo sajatvektort meghatarozé sajatérték all.
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Az A matrix tehat hasonlo az A’ diagondlis mdtrixhoz, mert: A=S A’S !

Megjegyzés: Nyilvanvalo, ha mindegyik sajatérték kiilonb6zo, akkor algebrai multiplicitasa
1, és mivel a sajatvektorok nem lehetnek nullvektorok, ezért ez egyezik geomtriai
multiplicitasukkal, tehat a matrix diagonalizalhat6.

5.  Ha valamelyik sajataltér dimenzidja nem egyezik meg a sajatérték algebrai
multiplicitasaval, akkor a matrix nem diagonalizalhato (de szebb, Un. Jordan alakra hozhato)

Példa: Diagonalizalja a kov matrixot:

-1 -1 1
A=| 0 -2 1
0 0 -1
1.
—1-2X —1 1
p(A) = 0 —2—2X 1] =(=1=X1)}=2=2X).
0 0 —1-—2)\
=-1:
0 -1 1
(A+Iﬂ)X= 0 -1 1 |X=0.
0 00

Ez a-y+z=0-va ekvivaens:

T 1o 1 ]
X=|y|=|8|=al0]|+8]|1
z Jé} 0 1

1 -1 1
(A+21ﬂ)}{= 0 01 |X=0

0 01
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r—y = 0
z = 0
T o4 1
X=|ly|=]|a|=a|1l
z 0 0
1 01
P=]011
010
-1 0 0
P 'AP = 0 -1 0
0 0 -2

A= -2 sajatértékhez tartozo (oszlop)vektort irjuk elére, akkor viszont:

101
P=|110|,
010
—2 0 0
P'AP=| 0 -1 o0
0 0 -1

A diagonalizalassal a matrixok hatvanyai (pl. kobe, kobgyoke alabb) konnyen kiszamithato,
ami adinamikai rendszerekkel kapcsolatos szamitasokat jelentésen megkonnyiti.
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P'AP = 0 -1 0 |=0D.
0

A=PDP*!

B=P 0 -1 0 |P,

Vagyis B a kobgyoke A-nak.

Példa nem diagonalizalhatd matrixra (az indit6 példahoz hasonld, masképpen megoldva):
11
4= )
1—A 1
det ( 0 1- ..x) =0

(1— A2 =0

AM=1A=1
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A—AM=0
_ D.I‘]_-I- Iz=D
A=1 DI]_-I—DIz:D

k 7
6= (o) %= )
Ez nem irhato fel két fiiggetlen vektor 6sszegeként, tehat ez a matrix nem diagonalizalhat6.

Egy komplex példa:

A sajatvektorok:
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Hazi feladat: Diagionalizélja az alabbi matrixot, és szamitsa ki harmadik hatvanyat!

1 2 1
A= 6 =1 0
-1 -2 -1



