MATRIXOK

Matrix

Def.: Legyen T kommutativ test, k, n természetes szamok. Ekkor a T test feletti kxn-es matrixon
egy olyan téglalap alaku tablazatot értiink, amelynek k sora €s n oszlopa van, elemei pedig a T-
bdl valok.

A matrix tipusa kxn. A T— beli elemekketendelkezo, kxn tipusi matrixok halmazat T
is jeloljiik.

kxn_nel

A tovabbiakban T =R (valds szamok).

Tovabbi jelolések:

A A, Qyp ...
T @ Ay . Sy :(aik)nng kxn

an1 an2 anm

Specialis matrixok:

Sorvektor : [ay, &, &, .. &)
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MATRIXOK

Oszlopvektor:

Nullmatrix (6sszeadas egységeleme):

00 ..0
a, =0, jelep =1]0 0 -0
00 ..0
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MATRIXOK

Egységmatrix (szorzas egységeleme),
kvadratikus=snxn:

Diagonal matrix :

=10 1 ... 0 0 a,
0 O 1 0O O

Szimmetrikus matrix:

Ak= &i

>

I
a N P
o W N
A o o
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MATRIXOK

M atrixok szammal valo szorzasa (nem muvelet!)

AMA=C rAeR, cy=h-ay
Megallapodas szerint A-A=A-A.

Miiveletek matrixokkal:

Mivel a mar tanult vektorok specialis matrixok, ezért a miiveleteket célszeri a mar ismert
(koordinatas alakban tanult) vektordsszeadassal €s (skalar)szorzattal 6sszhangban megadni.

Matrixok osszeadasa:

Ebben a részben A, B, C, 0 azonos tipusii matrixok.

C=A+B

Cik=aktbik (szamok) (Ci ,ax, bk jelenti rendre a C (eredménymatrix), A, B matrixok i.soranak
k.elemét)

Példa:

12+56_6 8
3 4| |7 8| |10 12
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MATRIXOK

A matrix 0sszeadas tulajdonsagai:

1. Valoban miivelet, hiszen két (nxm) tipust matrixhoz ugyanolyan
tipustt matrixot rendel. (zartsag)
2. Kommutativ : A+B=B+A
AbelGsoport | 3 Asszociativ : (A+B)+C=A+(B+C)
4. Minden Ahoz létezik (egyetlen) egység, a2 (nullmatrix),
L amelyre A+ = A
5. Minden Ahozolétezik inverz (ellentett) elemamelyre A+A’=

Matrixok szorzasa

él-b:i%bi
i1

Vektorok skalarszorzatdnak kiszamitdsara vonatkoz¢ tételen alapul:

A C= A-B matrixot ugy kapjuk, hogy A minden sorvektoranak képezziik a skalarszorzatat B minden
oszlopvektoraval. Ezért ha A tipusa (nxm), akkor B tipusa (mxk). Ez azt jelenti, hogy az A és B
matrix csak abban az esetben szorozhat6 0ssze, ha A-nak ugyanannyi oszlopa van, mint ahany sora
B-nek.A szorzatmatrix tipusa ennek megfelelden (nxKk).

Ci == Zail : blk
1=1
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MATRIXOK

N P O
R O W

4
5
6
1 2 3(|8 6 32
4 5 6|17 18 77
Specialis eset: egységmatrixszal valo szorzas:

10
01
3 4/|3 4
5 6[|5 6
Feladat: Végezze el az alabbi szorzast:
3 4
5 6
10
o

Példak:
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MATRIXOK

Matrixok szorzasanak tulajdonsagai:

1. Csak tagabb értelemben miivelet, ha az 6sszes matrixok halmazat nézziik. Ha az alaphalmaz T o

akkor a szorzas nem miivelet, hiszen kiilonb6z0 tipusti matrixokon van €rtelmezve, és kiillonb6z6
tipust hoz létre.
2. nem kommutativ
3. asszociativ: A-(B-C)=(A-B)-C
4. disztributiv: A-(B+C)=(A-B)+(A-C)
(B+C)-A=(B-A)+(C-A ) (mivel a szorzas nem kommutativ)

5. (-A)-B=A-(A-B)= 1-(A-B)

6. A négyzetes, det (A)=0 matrixoknak van inverz eleme, A? (def. 1d. alabb).
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MATRIXOK

|. Példa arra, hogy matrixok szorzdsa NEM kommutativ:

{1 3} i {2 —1}
A= ésB=
2 -1 0O 2
2 5 0 7
= AB= # =BA

lI. Példa arra, hogy a szorzas miiveletekor a szokasos egyenletrendezés nem érvényes:

cp et Jec] 2

-2 4
— ACZ{ 2:| =BC DE A#B (magyarazat alabb)

lIl. Példa arra, hogy matrixok szorzata lehet a null matrix gy, hogy egyik tényez6 sem null matrix:

11|, 1 -1
A= ésB =
11 -1 1

00
= AB:{O O}:BADE A+0, B=0.
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MATRIXOK

voacly S (f3 o L6 36 2T 3 2

12 10 12
A= 1, = = Al, =1,A=A=
3 4 01 3 4

Def.: Azt az A'-gyel jel5lt, n x n-es matrixot, amelyre A. A= (AA)°E, az A, n X n-esnatrix
inverzének nevezziik.

Megjegyzés: A matrix inverzének egyértelmiisége a szorzas asszociativitdsanak kovetkezménye.

Inverz matrix tulajdonsagai:

. (A=A

2. (AB) " = B A FONTOS!! Bizonyitsa be!

3. (A7) =(a)

4. Ha C invertalhatéo (nem szingularis), akkor a matrix egyenletet lehet a szokasos modon
rendezni:

e AC=BC = A=B. BIZ.: szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat jobbrol
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MATRIXOK

C-gyel.

o CA=CB= A=B . BIZ.: szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat balrol c-
gyel.

Példa volt:

SH

Itt az egyenletrendezés azért nem érvényes, mert C SZINGULARIS (Nincs inverze!)

2 4] 1 - —2 4|
2 3 -1 2 1 2

©Bércesné Novak Agnes 10



MATRIXOK

| nverz matrix szamitasa Gauss-Jordan eliminacioval:

Példa
1 -1 -2 u
-1
A=| 2 =3 =5 Keressiik az inverzet a kivetkezs alakban: T
-1 3 5 | Xa1

1 -1 2| X, X, Xs 1 0O
AAT=| 2 -3 -5|x, X, X;|=/0 1 0|=E,
-1 3 5 | X5 X Xgg 0O 01

X12

X22

X

32
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MATRIXOK

Ez a kovetkezd egyenletek megoldasat jelenti:
Xy 1 -1 -2|x, 1 X5 1 -1 -2|x, 0 X3 1 -1 -2| x5, 0
Xor [=| 2 =3 =5 Xy |=| 0|, A%y |=| 2 =3 =5| Xy |=|1| AXy|=|2 =3 =5]Xy|=|0
Xaq -1 3 5 | Xy 0 X3, -1 3 5 | X, 0 Xa3 -1 3 5 | Xgq 1

Héarom linearis egyenletrendszert kell megoldani, olyanokat, amelyeknek az egylitthatd matrixa

1110| |0
o : 1 11 s O,|1,10
azonos, ¢s a jobboldali b konstansokbol allo vektor rendre: ollol |11
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MATRIXOK

A héarom egyenletrendszer kibOvitett matrixai:
1 -1 -2 1 1 -1 -2 0 1 -1 -2 0

-2 -3 -5 0 -2 -3 -5 1| |-2 -3 -5 0

-1 3 5 0] |-1 3 5 0|/|-1 3 5 1|
A Gausslordan eliminaci6 elsd 1€épesében példaul az utolso elem nullazasakor a kov. adodik:

1 -1 -2 1 1 -1 -2 0 1 -1 -2 0
-2 -3 -50/1|-2 -3 -51||-2 -3 -5 0

0o 2 3 1/|0 2 3 0o/|0 2 3 1|

AZONOSAK A JELOLT RESZEK

Csak az utols6 oszlopban van eltérés. Igy egyszerre IS megoldhatjuk a 3 egyenletrendszert,
megjegyezve, hogy az 4., 5., 6. oszlop rendre az elsd, masodik, harmadik egyenletrendszerhez

tartozik.
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1 -1 -2 100 (1 -1 -2 1100
2 -3 -5: 010 @=@+n . |2 -3 -5 O 10
-1 3 5 1001 0 2 3 :101
A E,
stb...
Az NXN _es A matrix inverzének szamitasa:
1. N 2n kibovitett matrix:
&1 Q, -0 Qg 10 0
. 01 0
[A ; En]= a.Ql a?z : a?n : :
Ay 8, - 8, ¢ 00 1)
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MATRIXOK

A Gauss}ordan eliminaciot alkalmazva: [En : D] alakra hozzuk a matrixot, D lesz az A

inverze (amennyiben, 1étrehozhatd). Eléfordulhat, hogy a matrix elsé n oszlopaban NEM all el6 az
egységmatrix, akkor az inverz NEM létezik, a matrix szingularis.

Példa (folytatas):
1 —1 -2
A fenti modszerrel keressiik meg az A= 2 -3 -5 matrix inverzeét:
—1 3 5
1.
(1 -1 -2 : 1 0 O
2 -3 -5 : 010
-1 3 5 : 00 1
1 -1 -2 ¢ 1 0 O
B+ :
(2):(2)+-2*(1)> O -1 -1 : -2 1 O
0 2 3 ! 1 0 1
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1 -1 -2 1 0 O
@=r@ , [0 1 1 2 -1 0
0o 2 3 1 0 1
1 0 -1 3 -1 0
(-2
027 |0 1 1 2 -1 0
00 1 -3 2 1

2. Tehat A inverze:

o 1 1
5 -3 1
-3 2 1
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MATRIXOK

Tétel:
Ha A nxn -es matrix, és A regularis (nem szingularis, vagyis, van inverze) akkor az Ax=D
linearis egyenletrendszernek egyértelmii megoldasa van, és ez X= A™'b.

A tétel megforditasa is igaz, ha az AX=D tinearis egyenletrendszernek egyértelmii a megoldasa,
akkor az A matrix regularis.
Bizonyitas:

—: A regularis, van egyértelmii inverze: A ezzel
A*TAX=Ab= | x=A"h = x=A"D,
«<: TFH., AX=Db -nek egyértelmii megoldasa d. Ez azt jelenti, hogy aEA fb] kibovitett matrix

redukalt 1épcsds alakja [En :d], amit az elemi sormuveletekkel kaptunk. Ez azt jelenti, hogy
ugyanazokat a az elemi sormiveleteket az [A : En] kibOvitett matrixra alkalmazva, az

[En : D] redukalt 1épcsds alakot kapjuk, ahol D az A matrix inverze..
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MATRIXOK

Példa: Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert!

1 —1 —2 x 1
Ax=| 2 —3 —5|x|=| 3
—1 3 S || X5 — 2
Megoldas:
0 1 1] 1] ]0 1 1]1] |1
At=|5 -3 -1|= x=A" 3 5> -3 -1| 3 —2
-3 2 1 2] |-3 2 1]-2| |1
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