PPKE ITK LINEARIS ALGEBRA

Homogén linearis leképezések (=linearis leképezések)
(gyakorlaton lesz hasonlo feladat)

A linearis leképezés olyan fiiggvény, amelynek értelmezesi tartomanya ¢és értékkészlete vektortér, €s két
specidlis tulajdonsaggal rendelkezik. A homogén linearis leképezések nekiilozhetetlenek a szaémitdogépes
grafikdban, ¢s ezaltal egy sor mas meérnoki alkalmazasban is, pl. replildgépek tervezése, molekula
modellezés.

Definicio:

Legyenek ¥ és W vektorterek, valamint 4, VEV,k € R Aztaz L:V —W fiiggvényt, amely a kovetkezd
két tulajdonsaggal rendelkezik, linearis leképezésnek nevezziik.

(a) L(u + v) = L(u) + L(v),
(b) Llku)=kLlu).

Ha V=W, akkor a leképezést linedris transzformdcionak hivjuk.

Az L (u) vektor az u vektor képe. (Az L(M) vektor dse az u vektor)
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PPKE ITK LINEARIS ALGEBRA

Az alabbi példakban szerepld leképezesekrdl dontse el, hogy lineéarisak-e.

Példak:
X
I X
1. Vetités: L:R> > R* | Y oy
z
Megoldas:

Az a.) b.) tulajdonsagokat kell bizonyitani:

u, Vi
(a) u=\u, ,v=\v,
U, Vs
u, +v, u, v,
u, +v u, v,
L(u+v):L u, +v, ||= = + =L |u, [|+L|v, ||=Lu)+L)
u, +v, | |u, | |v, :
U, +v, u, v,
(b) k € R ,
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ku, u,
ku, u,
L(ku)=L| | ku, | |= =k | =kL||u, | |=kL(u)
ku, U, :
ku, U,
2o . p3 3
2. Nyajtas: L, : R* —> R
u, u,
Ll(u):L1 u, =r|lu, | =1, ,r >1
U, U,
3 3
Zsugoritas: L, : R© —> R
u, u,
L, (u )= L u =r|u =rmu ,0 < r <1
2 ( ) 2 2 2 = Ll és L2 linearis transformdciok.
U, U,
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3. Forgatasok (elemi uton kiszamolva):

u ZB} r=[u| x=rcos(@),y=rsin(d)
= x =rcos(@+ @) =rcos(@)cos(p) - rsin(6)sin(p)
y' =rsin(6 + @) = rsin(@)cos(4)+ r cos(@)sin(¢) °

— x':xCOS(¢)_J’Sin(¢)
y = xsin (¢)+ ¥ €OS (¢)

= [5)-[o) aT]

- of[])- [ ]

L:R* > R?
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4. Matrix-szal valo szorzas: A legyen M XN matrix.

L:R" > R"
. .
L(u): L u-z = A u.z = Au
_un_ _un_
(a) ,VER"
L(u+v):A(u+v):Au+Av:L(u)+L(v).
® k€ R,

L(ku)= Alku)= k(Au)= kL(u).

Azt is a késdbbiekben bizonyitjuk majd, hogy minden homogén linedris leképezést meg lehet adni alkalmas matrix-szal
valé szorzassal. (E matrixot a leképezés matrixanak nevezziik majd.)
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PPKE ITK LINEARIS ALGEBRA

5. Jeloljiik P n -nel az 6sszes, legfeljebb n-edfokt polinomok halmazat.

Megoldas:
: 2 _
L:P —>E,L(a2x +a1x+a0)—(a2 +a1)x+a05

() U=aX" +ax+dy,v=b,x" +bx+b legyenck P, -beli polinomok

L(u + v) = L((a2 +b, )x2 - (a1 +b, )x - (ao +b, ))
[(az +b2)+(a1 +b1)1x+(a0 +b0)
= [ a, +a1)x+a0]+[(b2 +b1)x+b0]

(a2x2 +ax+a, )+ L(b2x2 +bx+b, )

(u)+L(v)

L
L

b ke R,
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L(ku) = L(k(a2x2 +ax+a, )) = L(ka2x2 + ka,x + kao)
= (ka, + ka, )x + ka, = k|(a, +a, )x+a, |
= kL(a2x2 +ax+ ao)
= k(1)

6. L: Bq —> Pn_l , L a derivalas.
Megoldas:

@ u=ax"+a_x""++ay,v=bx"+b, x""+-+b, c P,
b(u +v) =l((an +b, )x” Jr(azn_1 +b, )x"_1 +- +(a0 +b, ))
:n(an +b, )x"_1 +(n—1)(an_1 +b, )x”_2 +- —I—(a1 +b1)
=|ngx"" +(n—1)an_1x"'2 +- - +al]+[nbnx""l +(n—1)bn_1x""2 +- - +bl]
=lax" +a X"+ +a0)+L(bnx” +b X - +b0) '

1)

®keR,
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L(ku) = L(kanx” +hka, X"+ o+ kao)
= nka x"" +(n—1ka,_x"> +---+ka,
= klna x"" +(n—1)a, x> +---+aq, ]
= kL(anx” +a, X" et aO)
= kcL(u)
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PPKE ITK

LINEARIS ALGEBRA

Példa arra, hogy egy leképezés NEM linaris:

L nem linearis leképezés, mert

U Vi

u=u, ,v=|v
2P 2
(a)

“

Uy Vs
+
i [(”1 +V )(uz +v, ):| |:u1u2 Tuy, T, +V1V2:|
Hu+v)=L|u,+v, | |= =
LLj +V3 LLj +V3
Uy +vy
N U Vi
u, +v,\v. 17 AVAY
;{”1 > ™V 2:|:|:”1 2}_{ 1 z}: w ||+ | v, zl(u)—kl(v)
U+ U V3
U V3

gy a b.) tulajdonsagot mar nem is kell vizsgalni.
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A definici6 egy fontos kovetkezménye:

Feladat: Bizonyitsa be, hogy valamely L leképezés akkor és csak akkor homogén lineéris, ha
L(klu + kzv) =k L(u)+k,L(v)

Feladat:
R" barmely v vektorahoz rendeljiik hozza v*= Ay vektort, ahol az A egy n x n-es matrixot jelol. Hogyan lehet megtalalni
azokat a vektorokat, melyeknek képe parhuzamos 6nmagéval?

Megoldas:
Rendezve a matrix egyenletet, az aldbbi homogén lineéris egyenletrendszert kell megoldani:
Ax=Jx=(AE)x & (AE)x—Ax=(AE-A)x=0

Ennek csak akkor lesz trivialistol kiilonb6z6 megoldasa, ha a(AE — 4) egyiitthatd matrixban a GAUSS eliminacid

befejezésekor az utolsé sorban csupa nulla lesz, ebbdl a 1 -k kiszdmolhatok. Visszahelyettesitéssel kapjuk a keresett
vektorokat.

Definicié: A A szadm sajatértéke az L transzformacionak, ha van olyan NEM NULLA vektor, amelyre
L(x)=Ax

Ez a nem nulla x vektor az L transzformacio A sajatértékéhez tartozo sajatvektora.
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Példa: A transzformdaciot a matrixaval adjuk meg, legyen az A.

O A R

1
I —
o oo’

s [} L[5

Vagyis x= [J a A =2 sajatértékhez tartozo sajatvektor.

} a 1=3 sajatértékhez tartozo sajatvektor.

Feladatok:
- Szamolas nélkiil keressiik meg a sikban valamely tengelyre vontakozo tiikr6zés sajatvektorait!
- Szamolas nélkiil keressiik meg a sikban valamely pont koriil valé elforgatas sajatvektorait!

Példa sajatvektor kiszamitasara sikbeli transzformacio esetén:

11
~2 4
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TFH. x= {xl} sajatvektor:

X,

1 1| x
Ax{ }{ l}zﬂx:(}tE)x & (AE)x—Ax=(AE-A)x =0
-2 4| x,

A-1 -1 X, 0
(AE - A)x = =
2 A-4]x, 0
Gauss eliminacioval:

A=2 vagyA=3

1. Ha/lzz,

1 -1
Ax=2x=2Ex < 2Ex—Ax=(2E—A)x={ }F}:o

2 =2
X, 1
R A= =| t, t#0reR
x| |1
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2. Ha /1:3,

2 -1
Ax=3x=3Ex < 3Ex—Ax=(3E— A)x = )
2 —1|x, -
X, 1/2
- X = = r, r#0, re R
X, 1

Definicio: Legyen L valamely V' —> W linearis leképezés. Azon vektorok dsszességét L-ben, amelyek képe a nullvektor, a
leképezés magterének nevezziik, €s Ker(L)-lel jeloljiik

Ker=Kernel, mag

Feladat: Bizonyitsa be, hogy a magtér soha nem {ires!

Lemma: A V-beli null vektor képe a W-beli nullvektor.

Tétel: Legyen L valamely V' — W linearis leképezés R felett. Bizonyitsa be, hogy Ker(L) altere V-nek.

Definicio: Legyen L valamely V' —> W linearis leképezés R felett. Azon vektorok dsszességét W-ben, amelyek valamely V-
beli vektor(ok) képei, a leképezés képterének nevezziik, és Im(L)-lel jeloljiik
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Im=Image, kép
Tétel: Legyen L valamely V' — W linearis leképezés R felett. Bizonyitsa be, hogy Im(L) altere W-nek.

Ez a tétel azt mondja ki, hogy a linearis leképezésnek, mint fliggvénynek az értékkészlete is vektortér, a W-beli +-ra és az R-
beli szdmszorosra nézve.

Dimenzio tétel: Legyen L valamely V' — W lineéris leképezés. Dim(Ker(L))+Dim(Im(L))=Dim(V)
Bizonyités késdbb.
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