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Hasonlo matrixok, diagonalizalas

A diagonalizalas azt jelenti, hogy keresiink egy olyan bazist, amelyre dttérve a transzformdcio
matrixa diagonalis.

Definicio: Az A kvadratikus matrix hasonlé a D kvadratikus matrixhoz, ha 1étezik egy olyan S
(invertalhatd, kvadratikus) matrix, amelyre: D = S*AS.

Hasonlé transzformaciok tulajdonsagai:

Reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv biz.

Definicio: Az A kvadratikus matrix diagonalizalhato, ha hasonl6 egy diagonalis matrixhoz.
Tétel: Diagonalizalhatosag elégséges feltétele (nem sziikséges: 1d. példak!) Havalamely A
kvadratikus matrix sajatértékei mind kiilonbozok, akkor a matrix diagonalizalhato.

Tétel: Az A matrix akkor és csak akkor diagonalizalhatd, ha sajatvektorai bazist alkotnak.

Biz.:
1. Ha a sajatvektorok bazist alkotnak, akkor attérve a sajatvektorok bazisara e
0
sajatbazisban az § bazisvektor képe A(S)=Ai§=05,+0S+. . +AiS+...+08:.= 0
L LR _ E:

A transzformacié matrixanak e vektorok az oszlopai. Sorrendhelyesen beirva, valoban
olyan diagonalis matrixot kapunk, melynek féatlojaban rendre az 1., 2., ..n.-dik
sajatvektorhoz tartozo sajatértékek allnak.

2. Ha az A matrix diagonalizalhato, vagyis hasonld egy diagonalis matrixhoz, akkor azt
fogjuk bizonyitani, hogy a diagonalis matrix elemei A sajatértékei, és S elemei az A
matrix sajatvektorai. Az, hogy ezen utobbiak bazist alkotnak, abbdl kdvetkezik, hogy a
matrixuk, S inverze létezik, igy det(S)#0, vagyis a vektorok fliggetlenek. Mivel
barmely fliggetlen vektorrendszer bazis, ha elemszama egyenlé a dimenzidval, csak
azt kell bizonyitani, hogy S oszlopai valoban a sajatvektorok.

Legyen D=diag (v, 22, 4s, . Ar), S= [|Sa[Ss|- |84]  akkor a hasonlosag
képletébdl kiindulva:

D = S'AS *S balrél
SD=AS

Felirva a bal és jobboldali matrix szorzasokat, és a matrixokat az oszlopvektoraikkal
reprezentalva a fenti jelolésekkel kapjuk:
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bis.lsi)- |5, - diag (22, %a, - A=A kis.|si)-- \-_§n\:

A két matrix egyenl6ségébol As, = /s, tehat a diagondlis matrix elemei valoban a
sajatértékek, az attérési matrix elemei pedig a hozzatartozé sajatvektorok. Ahhoz, hogy e
sajatvektorok bazist alkossanak, elegendd, ha fliggetlenek, hiszen n db vektorrol van szd. A
fliggetlenség abbol kdvetkezik, hogy az S* matrix létezik, vagyis det(S)#0.

Tétel: Havalamely A (nx n) tipusu matrix sajatértékei altal meghatarozott alterek (az un.
sajatalterek) dimenzidinak 6sszege éppen N, akkor a matrix diagonalizalhato.

Pontosabban: ha mindegyik sajatértékre igaz, hogy az altala meghatarozott altér dimenzidja
(amit geometriai multiplicitisnak is neveznek) egyenld az algebrai multiplicitasdval, akkor a

matrix diagonalizalhato.

Emiatt afeladat megoldasban célszerii el6szor a tobbszorés multiplicitast sajatértékekhez
tartozo alterek dimenzidjat megvizsgalni.

Megjegyzés: Ha adott matrixokrol kell eldonteni, hasonlok-e, szamolhatunk a

SD=AS képlettel is.

Példa: Diagonalizalja az alabbi A matrixot!

Megoldas:
6 - ) . ) 1) |1
A= s 3| ennek sajatértékel: 5, 4 az ezekhez tartozo sajatvektorok rendre: NP

Behelyettesitve a fenti képletbe: A =SDS™*

A [ I e Y

6 50
Tehat, a {2 } matrix hasonlo az {0 4} matrixhoz.

Példa: Diagonalizalhat6-e az alabbi matrix? Ha igen, adja meg a hozza hasonlé diagonalis
matrixot!

Megoldas:
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2 00
A=| 1 2 1|, det(A-L1)=(2-1)%(1-1), a sajértékek: A=2 kétszeres multiplicitassal, A=1,
-1 0 1

egyszeres multiplicitassal.

Visszahelyettesitve a

det(A-Al)x=0 egyenletbe, kapjuk a sajatvektorokat:

0 0 -1
A=1l-re |-1| A=2-re: |1|, és| O
1 0 1

Eszerint a A=2 -hoz tartozo sajataltér dimenzidja 2, ez egyezik az algebrai multiplicitassal,
igy a matrix diagonalizalhato6.

Osszefoglalva:
Az (n x n)-es A matrix diagonalizalasa:

1. A sajatértékek kiszamitasahoz meg kell oldanunk a karakterisztikus egyenletet:
p(A) =det (A - AL,).

2. Ennek gyoktényezds alakjat tekintve:
PA) = (A= A)™ (A= Ag)™ -+ (A= Ap)™
A A; sajatvektorok (lehetnek komplexek is!) algebrai multiplicitasa ny

3. Mindegyik sajatértékhez megkeressiik a hozza tartozd sajatvektort, vagyis megoldjuk a
kovetkezd egyenletet:
det(A-ku )Zk:O

A kapott x vektort megprobaljuk maximalis szamu fliggetlen vektor 6sszegeként eléallitani:
Xk= Cr1XaktCokXokt. . . CrkXnk

Nnk tehat a Ay sajétértékhez tartozo altér dimenzidja, masképpen a sajatérték geometriai
multiplicitasa. Az X vektorok is sajatvektorok, amint az konnyen ellendrizhetd.

4. Ha Znp;=n, akkor a matrix diagonalizalhatd, és a hozz4 hasonld 4’ matrix az alabbi
képlettel szdmolhato:

A’ =S!AS,
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ahol S a sajatvektorokbol, mint oszlopvektorokbol all6 matrix. Az A’diagondlis matrix
diagonalisdban a sajatértékek 4llnak, olyan sorrendben, ahogyan a hozzajuk tartozo
sajatvektorokat a matrixba beirtuk, tehdt az i. oszlopban a fédiagondlisban az S matrix 1i.
oszlopvektoraban allé sajatvektort meghatarozé sajatérték all.

Az A matrix tehdt hasonlo az A’ diagondlis matrixhoz, mert: A=S A st
Megjegyzés: Nyilvanvald, ha mindegyik sajatérték kiilonbozo, akkor algebrai multiplicitasa
1, és mivel a sajatvektorok nem lehetnek nullvektorok, ezért ez egyezik geometriai

multiplicitdsukkal, tehat a matrix diagonalizalhato.

5.  Ha valamelyik sajataltér dimenziéja nem egyezik meg a sajatérték algebrai
multiplicitasaval, akkor a matrix nem diagonalizalhat6 (de szebb, Un. Jordan alakra hozhat6)

Példa: Diagonalizalja a kov matrixot:

-1 -1 1
A= 0 -2 1
0 0 -1
Megoldas:
—-1-2X -1 1
p(A) = 0 —2-2X 1| =(=1-=X2%-=2-X).
0 0 -1-=2X
A=-1
0 -1 1
(A+Iﬂ)X= 0 -1 1|X=0
0 00

T 0¥ 1 0
X=|y|=|8|=a|l0]|+4]|1
z Ié) 0 1

1 -1 1
(A+2Iﬂ)}f= 0 01 |X=0

0 01
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z—y = 0
z = ()
T o 1
X=|ly|=]|al|=a|l
z 0 0
1 01
P=|011
01 0
-1 0 0
P'AP = 0 -1 0
0 0 -2

A= -2 sajatértékhez tartozo (oszlop)vektort irjuk eldre, akkor viszont:

101
P=|110]|,
010
—2 0 0
P'AP=| 0 -1 0
0 0 -1

A diagonalizalassal a matrixok hatvanyai (pl. kobe, kobgyoke alabb) konnyen kiszamithato,
ami a dinamikai rendszerekkel kapcsolatos szamitdsokat jelentdsen megkdnnyiti.
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-1 -1 1
A=A= 0 -2 1
0 0 -1
1 01
P=|110],
010
-2 0 0
P'AP=| 0 -1 0 |=D
¢ 0 -1
A=PDP*
=24 0 0
B=P 0 -1 0 |P,
0 0 -1
B*=A

Vagyis B akobgyoke A-nak.

Példa nem diagonalizdlhato matrixra (az inditd példahoz hasonlo, masképpen megoldva):
11
A= 1)
1—-2A 1
car(t5) 1)) =0

(1- X% =0

M=1A=1



© Bércesné Novak Agnes PPKE ITK

A— M =0
_ D.I‘]_—I— .I'2=U
A=1 0. 40z, =0

(=)

Ez nem irhat¢ fel két fliggetlen vektor 6sszegeként, tehat ez a matrix nem diagonalizalhato.
Masképpen: A geometriai multiplicitds (a sajataltér dimenzidja (1) nem egyenld az algebrai
multiplicitassal (2) )

Példa nem diagonalizalhaté matrixra:

2 1
A= .
0 2
Ha A diagonalizalhat6 lenne, akkor (l:= identitas matrix, egységmatrix):

A—M,=P 'DP-)\[,=P 'DP - )P 'P = P-‘(D - :un)P,

Vagyis
A=) In hasonlo D= In

lenne

ami azt jelenti, hogy A és D sajatértékei egyenlok. Az A sajatértékei a diagonalisaban allnak,
egyetlen sajatértéke tehat a (2 multiplicitasu) 2. Ezért az D matrix, amihez az A hasonlo lehet,
az csak a2l matrix lehet:

_(20})_
po(20)

Ekkor A =P'DP =215, lenne, ami pedig nem igaz.

Egy komplex (sajatérték) példa:

Diagonalizalja az alabbi A matrixot!
0 1
e

A sajatvektorok:
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B3| = B3] o

v
|t I e B

Hazi feladat: Diagonalizalas segitségével szamitsa ki az A matrix harmadik hatvanyat!

1 2 1
A= 6 =1 0
-1 -2 -1



