Determinansok (jegyzet részlete)

Kifejtesi tétel (definicio):

Egy n-edrendl determinans tetszOleges sora vagy oszlopa szerint kifejthetd, €s

detA = Zn: a; -D; = Zn: a; - D,
j=1 i=1 :



A determinans tulajdonsagai

1.Ha a determinans valamely sordt A-val szorozzuk, a determindns az eredeti
A-szorosa lesz.
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Bizonyitas: Fejtsiik ki a determindnst azon ax SoOr szerint, amelyet
beszoroztunk A -val.

detB=> 1-a,-D; =1-) a-D; = 1-detA
j=1 j=1 '
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2. A determinans i-edik soranak minden eleme kéttagi 0sszeg, akkor két olyan determinans
Osszegére bonthatd, melybdl az elsé i-edik soraban az 0Osszeg elsO tagjai, a masodik
determinans i-edik soraban az 6sszeg masodik tagjai szerepelnek, a tobbi elem valtozatlan.
(Mivel az 0sszeadas kommutativ mivelet, tulajdonképpen nem fontos, hogy rendre az elso,
ill. a masodik tagikat tegyiik e determinansokba, csak az a lényeg, hogy az 0sszeg egyik
tagjat az elsObe, masikat a masodikba tegytik)
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Bizonyitas: Fejtsik ki a determindnst azon sora szerint, amelyben az 0Osszeg szerepel.

detA =Zl( J +Cij)' D; =Z;Cij by +Z;b.j Dy |
)= j= j=



3.Ha egy determinans egy sora csupa 0 elemet tartalmaz, akkor a
determinans 0.
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Bizonyitas: Fejtsiik ki a determinanst a csupa 0 elemet tartalmazo sor szerint:

detA =3°0-D, = 0.

j=1

Feladat: Bizonyitsa be e tulajdonsagot az 1. tulajdonsag alapjan!



4.Ha egy determinans két sorat felcseréljiik, a determinans értéke (-1)-
szeresére valtozik.

Bizonyitas: Eldszor két szomszeédos sor cseréjére 1gazoljuk az allitast. Két tetszdleges
sor cser¢jet a szomszedos sorok cser¢jevel képzeljik el.  Cseréljik fel a determinans
1. €s ¢s (1t+1). sorat. Az eredeti, €és a két sor cseré¢je utan kapott determinansokat
jeloljiik D;,ésD,-vel.
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Az elsO determinanst az i. sora szerint, mig a masodikat az (i+1). sora szerint kifejtve a

kovetkez6t kapjuk: D= 2.8 Dy o D,=Ya, -(-1)-D, Ebbsl Dy = - D,
j=1 j=1




Ha két tetszoleges sort csercliink fel, akkor van koztik valahany sor,
legyen ezek szama k. Az alul 1év6 sort k szomszédos sor cseréjével
tudjuk a masik sor ala vinni, ekkor szomszédosak. Ebben a pozicidban
felcserelve Oket, most az eredetileg feliil 1évo sor kertil alulra. Ezzel
egyltt eddig k+1 szomszeédos csere tortént. EbbOl a poziciobol, amikor
az eredetileg feliil 1évo sor helyeén mar a masik sor all, ¢s alatta pedig 0
maga, megink db szomszédos sor cserével tudjuk az eredetileg feliil
1év6 sort az eredetileg alul 1évé helyére mozgatni. Osszesen
k+1+k=2k+1 db szomszédos csere torteént, ennyiszer valtozott
(-1)-szeresére a determinans elbjele, tehat (-1)**'=-1 —szerese let az
eredetinek.



5. Ha egy determinans két sora megegyezik, a determinans értéke 0.

Bizonyitas: Cser¢ljik fel a determinansban a két egyenlo sort. Ekkor a
determinans értéke (-1)-szeresére valtozik az el6zd tétel értelmében.
Masrészt nem valtozik, hiszen a két determindns elemei megegyeznek.
Ha tehat D a determinans értéke, akkor D = ( - D ), amibdl D = 0.



6. Ha egy determinans valamely sorahoz hozzaadjuk valamely sor A szorosat, a
determinans értéke nem valtozik.
Bizonyitas: Az eredeti €s az 0) determinanst jeloljik peésp,-val jelolve
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7. Egy also, vagy ( felso ) haromszogdeterminans értéke a foatloban
allo elemek szorzata. (Gauss eliminacio alkalmazhatosaga!)

Bizonyitas:

Fejtsik ki1 a determinanst az els® sora szerint, majd a

keletkezO (n-1)-edrendii aldeterminast szintén az elsO sora szerint, és igy
tovabb:
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8. Ferde Kkifejtés tétele: Ha egy determinans egyik soranak elemeit rendre
valamely masik sor elemeihez tartozo aldeterminansokkal szorozzuk meg,
majd ezeket a szorzatokat osszeadjuk, az eredmény 0.

Zaij-D,q-:O i =k
j=1

Bizonyitas: Ezt a tételt 3 x 3 —as determinansokra bizonyitjuk. Szorozzuk meg
az 1. sor elemeit a 2. sor elemeihez tartozo aldeterminansokkal:

A, Gy A Ay Gy By
Ay 3 A1 Qg A1 By
i - _I_ ju—
A1 B Ay Ay a, a, A a, a, A3 a, a, 1 B Ay
A3 93 Agg A 8 Gy

Ha az egyenldtlenség jeletol jobbra allo, un. ferde kifejtést nézziik, olyan,
mintha adeterminans ¢ls6 sora szerint fejtettiik volna ki, és az elsé sorban a
masodik sor elemei allnanak. Ha ezen jobboldal szerint rekonstrualnank a
determinanst, annak els6 és masodik sor egyenld lenne, tehat érteke 0.



9. A fent bizonyitott 1-8 sor okra megfogalmazott tételek mindegyike
oszlopokraisigaz.

Bizonyitas: A fent1 bizonyitdsokban a sorok helyett a megfeleld oszlop
szerint kell kifejtent a determinanst.



Cramer -szabaly

Tétel: Ha azA négyzetes matrix és D=det(A) #0, akkor azAx=b egyenletrendszernek pontosan
egy megoldasa van. A megoldasban x;=D;/D, ahol O determinéanst ugy kapjuk,hogy D-ben a j-

edik oszlop helyére a jobb oldali konstansokat (azaz a b vektor komponenseit) irjuk.

ay1X1+ayXot. .. a1 Xn=hy
Bp1X1+3pXot. .. axXn=hy

Ax=b

amiXptamaXot. . .ampXn=hs Masképpen: [a, a, .. a, %] [b]
81 8y - By |%|_|b,
_a'ml a"mz amn__xn_ _bm_




Példa: A masodik, x, ismeretlen a Cramer szabaly szerint a kovetkezdképpen kaphato:

a, b .. a,
a21 b2 a2n

anl bn a“nn
A; S - Gy
1 Sy - Gy,

8y By, - Ay,



Bizonyitas:

A X1 FapXot...FaX...+ a1nXn :b]_
A1 X1+HanXot...t agX ...t apnX, :bz

anXgtamaXot...F agX; ...+ apnXy =bj

/Dy
/Dy

/Dni

Osszeadva az Osszes egyenletet és kiemelve az ismeretleneket, a kovetkezd adddik a bal

oladalon:

X1(a11 DijtagDoit...a01Dp)+

+ Xp(ag2 DyjtagDoit...anDpi)+
+ Xz(ay3 DytagDait...ansDpi)+

+Xi(ag DyjtagDait...an1 D)+

+ Xn(aln Dni+aZnD2i+---annDni)=
=Xi det(A)

/ (1. oszlop) * (i. oszlophoz tartozo6 aldeterminansok)
/ (2. oszlop) * (i. oszlophoz tartoz6 aldeterminansok)
/ (3.0szlop) * (i. oszlophoz tartozo aldeterminansok)

/ (1. oszlop) * (1. oszlophoz tartozo6 aldeterminansok)

/ (n. oszlop) * (i. oszlophoz tartozd aldeterminansok)



Az x;ismeretlenegyiitthatojara alkalmazva a kifejtési tételt, az det(A)-val egyenld. A tobbi
ismeretlen egyiitthatoja a ferde kifejtési tétel miatt a O.

Az egyenlet jobb oldalan all6 eldjeles aldetermindnsok az i. oszlophoz tartoznak, és rendre a b
vektor elemeivel vannaikegszorozva. Ezért ez egy olyan determinans kifejtése, ahol az i.
oszlop & vektor:

a,... b ... a,

a‘21 b2 a2n
01D1i+0:D0i+03D3it...biD; ... ++byDpi=

Q... b, &y

Az allitast ezzel bebizonyitottuk, hiszen:

Xjdet(A) =




Négyzetes matrix inver ze

Definicié: Az A négyzetes matrix (klasszikus) adjungaltjan az adj(A)= () matrixot
ertjuk.

Pe¢ldaul 3 x 3 tipust matrix adjungalt matrixa a fenti definicid szerint:
Dll D21 D31

adfA)=|D,, D,, D
D13 D23 D33

2 5 3 -5
Példa: Az | 1 3|matrix adjungéltja: | _1 o |, mert,
Di1= 3,D2= -1, D1 =-5, Dy =2.

2 X 2-es matrix esetén tehat konnyli megkapni az adjungaltjat: a féatlobeli elemek
helyet cserélnek, a mellékatlobeliek eldjele ellentétesre valtozik.



Tétel: Az A (n X n)es matrixot az adjungaltjaval jobbrél megszorozva az eredmény det(A)-E,.

Bizonyitas: A szobanforgo6 szorzat:

8 @8, &, |Dy Dy Dy ¢, 0 -0 det(A) 0 0 _
Ay By D, Dyp Dy |= O Cp -0 |= 0 det(A) 0 :de(A)'En =A adJ(A)

. 0 0 det@)

a'nl an2 '“ann Dln D2n Dnn 0 O Y

A 16atl6 elemeit a matrix szorzas szabalya szerint kiszamitva:

Cii=a&y1'DiitaryDiot...+ayDi=det(d), mert ez az 1. sor szerinti kifejtés.
Coo=do1' DortayDost...+arDo=detA), mert ez a 2. sor szerinti kifejtés.

Cnhn= &1’ DnitanDnot...+an D= detd),mert ez az n. sor szerinti kifejtés.
A tobbi elem: cy=ai-DyxitarDyot...+a,-Din=0,

hiszen az 1.dik sor elemei rendre a k. sorhoz tartozo aldetereminansokkal vannak szorozva: ez az
Osszeg a ferde kifejtés szerint 0.



1 :
Tétel: Ha A négyzetes matrix, és det(A)=0, akkor A'lzmadKA) ahol

adj(A)= (D), az A matrix un. (klasszikus) adjungalt matrixa.

Bizonyitas: Mivel matrixok szorzdsa asszociativ, ezért a strukturakrol szolo fejezetben
igazoltak szerinpontosan egy inverz Iétezik. Ha tehat talalunk egy olyan matrixot, melyre
A-B = E, akkorez aB matrix nem lehet mas, csakis az A matrix inverze.

Az elozo tétel szerint:
A adj(A)= det@A)E,

1
Beszorozva az egyenletet dfet(A) skalarral az alabbi adodik:

1

1 . ,
(—— - 1 ’ 1 -adfA
A (det(A) ad(A) )= En, amibdl tehat A= det(A) (A)




Példa:

1

1 2 4 -2 4 -2
Az |5 ,|matrix adjungaltja | _5 4 |, determinansa -2. Ezert inverze: “5| _3 4

Feladat: Igazolja, hogy a fenti példaban megadott inverz helyes!

Példa:

2 5 3 -5
Az L 3} matrix adjungaltja: {_ 1 2 }, determinansa 1. Ezért ebben az esetben az adjungalt

egyben az inverz is.

Feladat: Igazolja a fenti példaban kiszamolt inverz helyességét.



Definicio: A nem nulla determindnst matrixok az un. regularis matrixok. A nulla determinanst
matrixok az Un. szingularis matrixok.

Tétel: Inverz matrix tulajdonsagai VOLT, ism. :
1. Ha az A matrixnak van inverze, akkor van az inverzének is, és: (A—*)" =A

2. Ha az A, B matrixoknak van inverze, akkor van az inverse az AB matrixnak is és:

(AB) ' =B*A?

3. Ha az A matrixnak van inverze, akkor van a transzponaltjana is, és:
—1 _1\T
(A7) =(A")

4, Ha C invertalhatdé (nem szingularis), akkor a matrix egyenletet lehet a szokdsos modon
rendezni:

e HAAC=BC akkor A=B
o Ha CA=CB akkor A=B



Ismétlés: Az &, A, ---8, n dimenzios vektortérbeli vektorok akkor és csak akkor
fiiggetlenck ha e vektortokbol, mint oszlopokbol alkotott matrix determinansa nem nulla.

det[(a, a2 --Ja.)] o

Bizonyitas: A fliggetlenség definici0jabol kiindulva: a O vektor csak trividlisan allithato eld az
adott vektorokbol:

A megfelel6 egyenletrendszer:

Gauss eliminacioval:



Két esetet kiilonboztetiink meg:
- Ha (vagyis a Gauss eliminacio soran a féatld utolso6 eleme 0 ), és ekkor det(A)
is 0, hiszen az eliminacid soran az egyiitthatd matrix determindnsanak nulla volta nem
valtozik meg az elemi sormuveletek alkalmazasaval. Ekkor VAN nem trivialis megoldas,

tehat _vektoroklinearisan fiiggé rendszert alkotnak .

- Ha akkor det(A30. Ekkor * miatt_ kell legyen. De akkor a
szukcessziv approximacioval kapott tobbi ismeretlen is nulla, hiszen 6ket mindig a rajuk
kovetkezokbol kapjuk: *

Ekkor tehat csak a trividlis megoldas 1étezik, ezért az &1, &2, ---& vektorok linearisan
fliggetlenek.

Egyszersmint bebizonyosodott a kovekez0 tétel is:

Tétel: Az n X nes homogén linearis egyenletrendszernek akkor és csak akkor van trivialistol
kiilonboz0 megoldasa, ha egyiitthatdmatrixanak determinansa nulla.



