DETERMINANSOK geometriai jelentését részlegesen mar a térvektoroknal vettiik.

‘all‘ ~ %11 (szakasz hossza, el6jeles)

a,

a, a, =8y, 8y, — a8y

(két vektor altal meghatarozott parallelogramma teriilete, eléjeles)

Aq Ay &,
a, a,, Qo3| = Q11855853 T 8185385, T 81,8,,A5; + a,,a,3A5; + Q38,185 T Q438,84
A3 8y Qg

(harom vektor altal meghatarozott parallelepipedon térfogata, elgjeles )



Definicio: Az elsorendi Iiﬂ matrix determinansanak nevezziik ¢s detA-val jeloljik az
;1 Szamot

a; ap

A masodrendu A = [
a21 a22

} matrix determinansanak nevezziik, és detA-val

jeloljiik a kovetkezO szamot:

A S

=84y~ Sy Ay
Ay Ay

deiA:‘

Definicio: Az n-edrendli A€,  matrix a, elemehez tartozo minormatrixanak nevezzik,
és A, -val jeloljiik azt az ( n - 1 )-edrendli matrixot, melyet ugy kapunk A-bdl, hogy annak
i-edik sorat és k-adik oszlopat elhagyjuk.

Feladat: Az (Aik) jl. vagyis azA matrix i. soranak és k.oszlopanak elhagyasaval

A

keletkezett © "Ik minormatrix j. soranak as 1. oszlopanak elhagyasaval keletkezd

minormatrixa (Aik ) j . Mit mondhatunkaz (A Il )ik minormatrixrol?



Definicio: Ha az (- 1 )-edrend matrix determinansat mar értelmeztiikk, azn-edrend A
matrix deteminansanak nevezzik a kovetkezo szamot:

a, & .. Ay
Ay Ay ... Ay, - ] C
= €17 -detA,. = - D.
deA=|: ¢ ¢ ;ail ¢ Y ;a‘l "
a, a, ... a,

D; az un. eldjeles aldeterminans.

A €13’ eldjelet tartalmazza az alabbi “determinans”. Ennek formdja miatt az eldjel

Kiszamitasat szokas ugy is nevezni, hogy az aldeterminamsok az elGjelet a “sakktabla
szabaly” alapjan kapjak.

nn

Szokas a determinans értékérdl beszélni. Ekkor magat a hozzarendelést értjiikk a
determinans sz¢ alatt, a benne 1€v6 elemeket, mint matrixot nézziik. E négyzetes matrixhoz
(és barmelyik négyzeteshez) hozzarendeljiik e fenti definicidoban szerepld szamot. Tehat e



fliggvénynek a négyzetes matrixok az értelmezesi tartomanya, €s a szam a fliggvényerteke.
Igy ez a fiiggvényérték az, amit a determinansnak ertékének neveziink.

Definicio: Az a; elem eldjeles aldetermindnsan értjik a D, = €17 .detA; szamot. Ezt
felhasznalva egy n-edren@ A matrix determinansa:

n
detA=>a i - Dyj , ami egy determinans 1. sora szerinti kifejtése.
=1

Tehat a determinanst ugy fejtjiik ki, hogy valamely soranak minden egyes elemét
megszorozzuk a hozzatartozd eldjeles aldetereminanssal, és az igy kapott szorzatokat
osszeadjuk.

Feladat: Ellendrizze, hogy a 2 x Zs determinans a definicio szerinti képlettel szamithato.
Kifejtési tétel:
Egy n-edrenlii determinans tetszoleges soraagy oszlopa szerint kifejtheto, és

detA=) a,-D; =) a -D
= i—1 :



Feladat:
Egy konkrét 3 x 3-as determinanst fejtsen ki mindegyik sora szerint!

A Kifejtési tétel bizonyitasa teljes indukcioval (elégségeshez, kozepeshez nem kell a
bizonyitas).

A bizonyitas lépései:
1. El6szor azt bizonyitjuk, hogy barmely sor szerint kifejtve ugyanazt a szamot kapjuk.

2. Az 1. hez hasonloan lehet bizonyitani azt, hogy barmely oszlop szerint kifejtve
ugyanazt a szamot kapjuk.

3. Az 1. és 2. bizonyitasok alapja, hogy a kifejtési tételben az ayg szorzatot tartalmazo
tagok egylitthatoirol belatjuk, hogy egyenlok, tehat mindegy, hogy sor vagy oszlop
szerint fejtjiik ki a dterminanst.

1. Elészor azt bizonyitjuk, teljes indukcidval, hogy barmely sor szerint kifejtve
ugyanazt a szamot kapjuk.

n=1, re trivialis.
n=2-re:



A Gy

Els6 sor szerinti kifejtés: a,; ay = ‘azz‘ 312‘821‘
afl.l a12 ‘ ‘
- -l a.fa,
Masodik sor szerinti kifejteés: a,, a,, 1" [Gha| T 85|
d; S
—_ . — all"aZZ‘_aﬂ‘all‘
sO oszlop szerinti kifejtés: a,, a,,
d; QA
= =, (8| + a2,

Masodik oszlop szerinti kifejtés: 321 822



Feltessziik, hogy az (n-1) X (n-1) —es determinansra igaz az allitds. Ennek alapjan
bizonyitjuk, hogy az n x n-es determinansra is igaz, hogy barmelyik sora szerint kifejtve
ugyanazt a szamot kapjuk.

Fejtsiik ki a determinanst eldszor az i., majd a j. sora szerinksj:

A determinans 1. sora szerinti kifejtes:

D= Zaim ‘D =8,-Dy+8, D, +..8, Dy +..a, D,
m=1

Az ayg; szorzatottartalmazo altalanos tag ugy adodik, hogy a Dy aldeterminanst az
eredeti j. sornak megfeleld (most j-1.) sor szerint Kejtjiik. (Ezt megtehetjiik, hiszen az
(n-1) x (n-l)-es Dyx determinansra teljesiil az indukcios feltétel: ezért barmelyik sora
szerint kifejtheto.

ha I<k:
&y Dy = (-D™ a, detA, = (-D™ Ay (cevnit (-Du=2+ a, det(@ );) +-.--.,

vagyis az altalanos, aya; Szorzatotartalmazo altalanos tag:



(D" a, (D" " a, det(By);) = (- Taay det(@);)
ha k<I

8 - Dy = (_1)i+k a, detA, = (_1)i+k A (e + (_1)(j_1)+(|_1) q; det((a‘ik)jl) +....)

vagyis az altalanos, aya; Szorzatotartalmazo altalanos tag:

(=D e, a, det(By);)

Most fejtsiik ki a determinanst a j. sora szerint.

Az aya; | szorzatot tartalmazd altalanos tag Ggy adodik, hogy a j. sora szerint kifejtett
determinansban szereplo megfeleld aldetermindnst az eredeti i. sornak megfeleld sor
szerint kifejtjiik:

n
zajm ¢ DJrn = ajl ° D]l + ajz ‘ D]2 +...a.j| ‘ D]l +....a.jn ° Djn
m=1

ha a I<k



a,-D, =(-D™a, detA, = (<) a(.....4+ ()" *Pa, det(@,)y)+.....

vagyis az altalanos, ayay Szorzatotartalmaz6 altalanos tag:

(- ey, det(B);)

ha a k<I

az altalanos, aya; Szorzatotartalmazo altalanos tag:

(_1)(j_l)+(l_l)ajlaik det((a‘jl)ik)ha k< I. Mivel (A Jl )ik) - (Aik)jl . ezért az

ayay altalanos tag egyiitthatoi ugyanazok minden |, |, K, | természetes szamra. Masképpen
azi. sor szerinti kigjtés 6sszegének tagjai egyenlok a . sor szerinti kifejtés tagjaival.

Megjegyzés: Gyakrana determinans definiciojat a kdvetkezoképpen adjak meg: (Id. pl.
Freud R.: Linearis algebra): Az n X n —es matrixhoz szdmot rendelhetiink.Ha a
hozzarendelt szam az alabbiakban ismertetett szabaly szerint torténik, akkor ezt a szamot
az N X n-es matrix determindnsanak nevezziik. Ezt a szamot a kovetkezOképpen
képezziik: a matrix minden sordbdl €s oszlopabol pontosan egy elemet valasztunk, és
ezeket Osszeszorozzuk. Ezt minden lehetséges modon elvégezziik, igy n! db szorzatot
kapunk. E szorzatokat + vagyeldjellel latjuk el aszerint, hogy a sorindexek természetes



sorrendjét kovetd felirdsban az oszlopindexek permutacioja paros, vagy paratlan. Az
eldjellel ellatott szorzatokat 6sszegezve kapjuk a determinans értékét. Kepletben:

I (&)
det(A):= 2 D A1) Q6 2)Pss3) - -+ ~Rns(n)
(o) az oszlopindexek inverzidinak szama (inverzio: természetes sorrendtol eltero. )

Feladat: A determinans alabb felsorolt tulajdonagait bizonyitsa be a fentdefinicio
alapjan!



A determinans tuladonsagai

1. Ha a determinans valamely sordt A-val szorozzuk, a determinéns értéke
A-szorosa lesz.

TR P & a, ap .. an
Q1 By . &n Q1 8p . &n
detP)=|a, a, .. p| 2| 8 B - An
Qua Q2co G A8y A3y, A8y,
Gy Ay A Ay Gy A

Bizonyitas: Fejtsiik ki a determinanst azon sor szerint, amelyet beszoroztunk 4 -val.

detB=>1-g D, =1-> 8 -D, =4-detA.
j=1 =1

]

2. HadetA i-edik soranak minden eleme kéttagti 6sszeg, akkor detA felbonthato
két olyan determinans 6sszegére, melybdl az el$ i-edik soraban az elobb emlitett
Osszeg elso tagjai, a masodik determinans i-edik Soban az 6sszeg masodik tagjai
szerepelnek, a tobbi elem valtozatlan. (Mivel az Osszeadds kommutativ miivelet,
tulajdonképpen nem fontos, hogy rendre az elso, ill. a masodik tagikat tegyiik e
determinansokba, csak az a lényeg, hogy az 0sszeg egyik tagjat az elsébe, mésikat a
masodikba tegyiik)



“h1° Y2 ‘| Y1 Y2 Yul 41 Y
1 T2 v fan |4y 4y e dp,) lapy dp)
b1 +¢ b2 ey bn +e bl b2 N bn ‘ ¢,
a1 a - - a Y1 Y2 Yl Ym Ya2

Bizonyitas: Fejtsiik ki a determinanst azon sora szerint, amelyben az 0sszeg szerepel.

detA = Zn: ‘)IJ' Y : D; = Zn:CIJ -D; +Zn:buj D,
j=1 j=1 j=1 '




3. Ha egy determinéns egy sora csupa 0 elemet tartalmaz, akkor az értéke O:

M %12 “In
“21 22 “n| _g
0 0 . 0
i1 “n2 0 Y
Bizonyitas: Fejtsiik ki a determinanst a csupa 0 elemet tartalmazo sor szerint:

detA=>0-D, =0

=1

4. Ha egy determinans két sorat felcseréljiik, a determinans értéke (-1)-szeresére
valtozik.

Bizonyitas: Elegend két szomszédos sor cseréjére igazolni az allitast.

Ha ugyanis aredik sort g-edik sorral szeretnénk felcserélni (j >i ), akkor az
i-edik sor | - i) Iépésben kertil a j-edik helyére, majd a j-edik (j -i -1 ) [épésben



vissza ai-edik helyére. Ez 6sszesen | - i + - i - 1 szomszédos sorcserét jelent, azaz
az ebjel €1% 7' =-1 szeresére valtozott.

Egyszeiiseg kedvéeért ((az altalanossag megszoritasa nélkiil ) tekintsiik az els6 két
sor cser¢jet. Az eredeti, €s az elsO ket sor cseréje utan kapott determinansokat
jeloljik D,, ésD,-vel. Igy

&, & 3 ... g, Ay Sy A3 ... B,
By Sy A3 ... By &1 &y 3 ... g,
D, = A 83 Az ... &, D, = Ay 83 Qg3 ... &y
8y @y Az - G 8y By By - 8

A kifejtési tétel szerint egy determinans barmelyik sora szerint kifejthetd, ezert
fejtsiik ki az elsd determinanst az elsd sora szerint, mig a masodikat a masodik sora
szerint. Igy

n _ C ™
Dlzzaij'Dlj’ DZ_Z;aij.(l)Dlj,
j=1 =
amivel az allitast igazoltuk.

5. Ha egy determinans két sora megegyezik, a determinans értéke 0.



Bizonyitas: Cseréljiik fel a determinansban a két egyenlo sort. Ekkor a determinans
értéke (-1)-szeresére valtozik ( €l6z6 tétel ), masrészt nem valtozik, hiszen a két
determinans elemei megegyeznek. Ha tehat D a determinans értéke, akkor

D=(-D), amiwl D = 0.

6. Ha egy determinans valamely sordhoz hozz4adjuk valamely sor A szorosat, a
determinans €rtéke nem valtozik.

Bizonyitas.
%1 &
% 8

D, =] : :
a, a,
Ay Gy
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&n

a.jn

%

Az eredeti és az \1j determinanst jelSljiik D,, ésD,-vel. Igy

k! % A,
au+:ﬂ-a,-1 a2+:/1-e}2 q}+:/1.
A % 3
Ay &y a,
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7. Egy also6, vagy ( felsd ) haromszogdeterminans értéke a foatloban allo elemek
Szorzata.

Fgtsiik ki a determinanst az elso sora szerint, majd a keletkez6d aldeterminast szintén az
elso sora szerint, és igy tovabb:

:11

21

anl

0

Y.

an2

0
0

a

0
0
0

nn

=a,,a,,




Bizonyitas: A kifejtési tételt alkalmazva &jtsiik ki a determinanst az els6 ( utolso )
sora szerint, majd a kapoth € 1 )-edrendii determinanst ismét az elsé sora szerint,
stb. Igy az allitas nyilvanvalo.

8. Az eddigiekben sorokra megfogalmazott tételek mindegyike oszlopokra is
igaz.

Bizonyitas: Az ismert tételek felhasznalasaval barmelyik determinéns atalakithato
felsd haromszogdeterminansa. Ezt a foatlora tiikrozve alsd haromszogdeterminanst
kapunk. Erre alkalmazva azbbi tételeket az allitashoz jutunk.

9. Ferde kifejtés tétele: Ha egy determindns egy soranak elemeit valamely masik sor
elemeihez tartozo
aldeterminansokkal szorozzuk akkor az igy kapott 6sszeg O.

n
Vagyis > a, - D, =0 i#k esetén.
j=1

Ha a determinans kifejtésére vonatkozo képletben az aj sor elemei helyett pl. agg, sor
elemeit szorozzuk meg rendr®g aldeterminansokkal, akkor az igy kapott szam nulla.
Helyes klfejtés detQA\): a11D11ra1oD1ot. .. +a:D1n



Ferde kifejtés: 0=apDi1ta,,D1ot. .. +a:D1n

Bizonyitas(Hf. alt.):

all a12 o &, & & Q )
- — 2 3l 1 3+ 1 2
1. 3y a,, sl = Ay a, a, a, a, a, a5 a, a,
a5 8., g
&1 Yo A
a, a a a, a o
2] a,, 8,,.. Ay|Fay, - a,,| &+ Pl4a,l & ?’|=ferdekifejtés
a;, Qdg; Az, QAgg A3, Ay,
8, 8. Ay

masodiksorelemevannakendremegszorozvazelss sorelemeivel

Ha a masodikként szerepld ferde kifejtést nézziik, olyan mintha a determinéns elsé sora
szerint fejtettiik volna ki, és az els6 sorban a masodik sor elemei allndnak. Ekkor az elso €s
masodik sor egyend, tehat a determinans O.



