Mátrixok

A mátrix a matematikában számok téglalap alakú elrendezése (táblázata), pontosabban olyan absztrakt mennyiségek táblázata, melyeket összeadni és szorozni lehet. Mátrixokat szoktak használni lineáris egyenletek leírására, lineáris transzformációk együtthatóinak és olyan adatok tárolására, melyek két paramétertől függenek. A mátrixokat összeadni, szorozni és felbontani lehet különböző módokon, így a lineáris algebra és a mátrix elmélet központi fogalmát alkotják.

A mátrix vízszintes vonalban elhelyezkedő elemei sorokat, függőleges vonalban elhelyezkedő elemei oszlopokat alkotnak. Egy m sorból és n oszlopból álló mátrixot m-szer n mátrixnak nevezik (írva: m×n), a mátrix típusa m * n. A mátrix típusát mindig először a sorok számával majd azt követően az oszlopok számával adják meg. Az A mátrix jelölése:
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A mátrixnak az i-ik sorban és j-ik oszlopban lévő elemét a mátrix i,j-edik elemének nevezik, jelölése ai,j. Mindig először a sorszám, majd az oszlopszám szerepel.

A mátrixokat nagybetűvel, a mátrix elemeit pedig kisbetűvel jelölik. Szokás szerint a mátrix sorainak és oszlopainak számozása 1-gyel kezdődik, vannak számítógépes programok, melyek 0-val kezdenek. Azokat a mátrixokat, melyek egyik dimenziója 1, vektornak szokták nevezni. A sorvektornak csak egy sora van:
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az oszlopvektornak pedig egyetlen oszlopa: 
Összeadás
Legyen A és B két m-szer n méretű mátrix, A + B összegük úgy képződik, hogy a megfelelő elemeket összegezzük (vagyis (A + B)[i, j] = A[i, j] + B[i, j] ). Például:
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Skalárral való szorzás
Adott az A mátrix egy c skalárral való cA szorzatát úgy számítjuk, hogy a c számmal A minden elemét megszorozzuk (vagyis (cA)[i, j] = cA[i, j] ). Például:
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Mátrixszorzás
Két mátrix szorzata akkor definiált, ha az baloldali mátrix oszlopainak száma megegyezik a jobboldali mátrix sorainak számával. Ha A egy m-szer n mátrix és B egy n-szer p mátrix, mátrixszorzatuk egy m-szer p méretű (m sorból, p oszlopból álló)AB mátrix lesz, melynek elemei így számíthatók:

(AB)i,j = Ai,1B1,j+Ai,2B2,j+....+Ai,nBn,j
minden i-re és j-re.
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Például:

illetve a megfelelő sort a megfelelő oszloppal történő szorzást kidomborítandó:
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ahol például az eredménymátrix 5-ös elemét úgy kaptuk, hogy a sorában lévő (1,0,2) elemeket páronként összeszoroztuk az oszlopában lévő (3,2,1) elemekkel, majd összeadtuk őket.

A mátrixszorzatnak a következő tulajdonságai vannak:

· (AB)C = A(BC) minden k-szor m méretű A mátrixra, m-szer n méretű B mátrixra és n-szer p méretű C mátrixra ("asszociativitás").

· (A + B)C = AC + BC minden m-szer n méretű A és B mátrixra valamint n-szer k méretű C mátrixra ("jobboldali disztributivitás").

· C(A + B) = CA + CB minden m-szer n méretű A és B valamint k-szor m méretű C mátrixra ("baloldali disztributivitás").

Fontos tudni, hogy a kommutativitás általában nem teljesül; vagyis adott A és B összeszorozható mátrixra általában igaz, hogy AB ≠ BA.

Négyzetes mátrixok

A négyzetes mátrix olyan mátrix, melyben a sorok és oszlopok száma megegyezik.

A mátrix főátlója az ai,i alakú elemeket tartalmazza, tehát azokat, amelyek ugyanannyiadik sorban vannak, mint oszlopban.

A mátrix mellékátlója az ai,n-i alakú elemeket tartalmazza, a főátlóra „merőleges”.
Diagonálmátrix olyan négyzetes mátrix, melynek csak főátlójában vannak 0-tól eltérő elemek. Például egy harmadrangú (n=3) diagonál mátrix:
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Az In egységmátrix olyan négyzetes mátrix, melynek elemei a főátlóban egységnyiek, összes többi eleme 0, azaz olyan diagonálmátrix, melynek főátlóbeli elemei egységnyiek. Az egységmátrix kelégíti az alábbi egyenlőségeket: MIn=M és InN=N. Például, ha n = 3:
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Az egységmátrix a négyzetes mátrixok gyűrűjének egységnyi eleme.

A mátrixok invertálható elemeit invertálható mátrixnak vagy nem-szinguláris mátrixnak hívják. Egy n-szer n-es A mátrix akkor és csakis akkor invertálható, ha létezik egy olyan B mátrix, melyre igaz: AB = In ( = BA). Ebben az esetben a B mátrix az A mátrix inverz mátrixa és A−1-al jelölik.
Ha a mátrix nem invertálható, akkor szingulárisnak nevezzük.

További speciális mátrixok:

· Nullmátrix olyan mátrix, melynek minden eleme 0.

· Szimmetrikus mátrix a főátlóra nézve szimmetrikus mátrix: ai,j=aj,i.

· Ferdén szimmetrikus mátrix a főátlóra nézve szimmetrikus elemek egyenlőek, de ellenkező előjelűek: ai,j= – aj,i.

· Háromszögmátrix: Csak a főtlóban és alatta/felette vannak nem 0 elemek.
· Hermitikus mátrix a főátlóra nézve szimmetrikus elemek egymás komplex konjugáltjai: ai,j=a*j,i, ahol a '*' komplex konjugáltat jelöl.

Transzponált
A transzponálás, a mátrix elemeinek a főátlóra történő tükrözése – az első sorból lesz az első oszlop, a második sorból a második oszlop. Általánosan:
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Példák:
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Tétel: (A*B)T = BT*AT ; (AT)T=A; (A+B)T = AT+BT
Gyakorló példák:
Alapok
· Írj fel egy 5*7-es mátrixot, aminek a főátlója felett egyesek vannak.

· Írj fel egy 6 hosszú sorvektort. Transzponáld!

Mátrix összeadás
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· Bizonyítsd be, hogy n*m-es mátrixok esetén mindig van az összeadásra nézve inverz elem! Hogy számoljuk ki?
Mátrix szorzás
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· Bizonyítsd be, hogy az szorzás művelete nem kommutatív!

· A szorzásra nézve nincs mindig inverz elem!

· Mit csinál ez a szorzás? [image: image48.png]-1
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· Mit csinál ez a szorzás? [image: image50.png]2|
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 Mi legyen x,y és z értéke, hogy teljesüljön az egyenlőség?
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 Mi legyen x,y és z értéke, hogy teljesüljön az egyenlőség? Hány lehetséges megoldás van?

Vektorok manipulációja

· Mit csinál az [image: image56.png]u=|;
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vektorral a következő művelet:  [image: image58.png]o
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 Ábrázold!
· Adott [image: image60.png]i=[o) 1=[4)



 Mindkettőt balról szorozva [image: image62.png]V272 ﬁ/Z]
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-el mit kapunk? Ábrázold!

Összetett feladatok:

A PPKE ITK karán az első évfolyamában öt csoport lesz. Az alábbi táblázat tartalmazza a Diszkrét Matematika II tárgy vizsgaeredményeit.
	Csoport/Osztályzat
	1
	2
	3
	4
	5

	1.
	3
	10
	3
	4
	6

	2.
	6
	5
	6
	2
	8

	3.
	2
	12
	10
	2
	0

	4.
	0
	6
	7
	8
	2

	5.
	4
	9
	3
	5
	5


Végezze el az adott mátrixműveleteket, és értelmezze az eredményt:

a) A*1

b) [image: image64.png]g,u,h[
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c) Írja fel mátrixműveletekkel és számítsa ki:

1. Hányan kaptak legalább jó osztályzatot csoportonként?

2. Hányan mentek át a vizsgán?

