Lineáris leképezések

I. Definíciók, alapfogalmak:

Egy kis elmélet:

Lineársi leképezés: Legyenek V1 és V2 ugyanazon T kommutatív test feletti vektorterek. A V1-ről a V2-be ható A Függvényt (homogén) lineáris leképezésnek nevezzük, ha művelettartó, azaz

· Minden u, v ( V1-re A(u+v)=A(u)+A(v);

· Minden u ( V1, ( ( T-re A((u)= ((Au).

Azokat a lineáris leképezéseket, amelyeknél V = V1 = V2, a V vektortér lineáris transzformációinak nevezzük. 

Legyen A lineáris leképezés V1-ről V2-be. Az A leképezés képtere a képelemek halmaza, ezt Im A-val jelöljük. Tehát

Im A = {y ( V2 | ( x ( V1 A(x) = y} = {A(x) | x ( V1}.

Legyen A lineáris leképezés V1-ről V2-be. Az A leképezés magtere a V2 nullvektorára képződő elemek halmaza, ezt  Ker A-val jelöljük. Tehát

Ker A = { x ( V1 | A(x) = 0 }.

Fontos tétel: Im A altér V2-ben, Ker A altér V1-ben.

(Minderről részletesebben: Freud Róbert: Lineáris algebra, 5.1.-es fejezet, 134.old.)

Feladatok:

1.) Döntsük el, lineáris leképezések-e az alábbi leképezések:

a) A: V1 ( V2 , V1 = V2, síkvektorok szokásos tere. A: tengelyes tükrözés.

b) A: V1 ( V2 , V1 = V2, síkvektorok szokásos tere. A: 45°-os, pozitív irányú forgatás az origó körül.

c) A: V1 ( V2 , V1 = V2, az [a,b] intervallumon differenciálható függvények halmaza. A: deriválás.

d) A: V1 ( V2 , V1 = V2, az [a,b] intervallumon integrálható függvények halmaza. A: integrálás.

e) A: V1 ( V2 , V1 = V2, a valós számok szokásos vektortere. A(x)=ax+b. A: V1 ( V2 , V1 = V2, a valós számok szokásos vektortere. A(x)=ax+b.

f) A: V1 ( V2 , V1 = V2, a valós számok szokásos vektortere. A(x)=x2.

2.) Legyen A lineáris leképezés V1-ről a V2-be, ci ( V1. Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) Ha c1, … , ck lineárisan független, akkor A(c1), … , A(ck) is lineársian független.

b) Ha A(c1), … , A(ck) lineárisan független, akkor c1, … , ck is lineársian független.

c) Ha c1, … , ck generátorrendszer V1-ben, akkor A(c1), … , A(ck) is generátorrendszer Im A-ban.

3.) Határozzuk meg a képtér és a magtér dimenzióját az alábbi leképezéseknél.

a) A: V1 ( V2 , V1 = V2, a valós test feletti legfeljebb 100-adfokú polinomok (és a 0) szokásos vektortere. (A polinomokat p(x)-szel jelöljük.) A: p(x) ( (0 p(x). ((0 (0)

b) A: V1 ( V2 , V1 = V2, a valós test feletti legfeljebb 100-adfokú polinomok (és a 0) szokásos vektortere. (A polinomokat p(x)-szel jelöljük.) A: p(x) ( p(x) - x p’(x).

c) A: V1 ( V2 , V1 = V2, síkvektorok szokásos tere. A: tengelyes tükrözés.

d) A: V1 ( V2 , V1 a térvektorok szokásos tere, V2 pedig a síkvektorok szokásos tere. A: adott síkra történő merőleges vetítés.

e) A: V1 ( V2 , V1 = V2, síkvektorok szokásos tere. A: 45°-os, pozitív irányú forgatás az origó körül.

f) A: V1 ( V2 , V1 = V2, a valós test feletti legfeljebb 100-adfokú polinomok (és a 0) szokásos vektortere. (A polinomokat p(x)-szel jelöljük.) A: p(x) ( p’(x).

Megoldások:

1.)

a) A(u+v)=A(u)+A(v) teljesül, hiszen ha először összeadom a vektorokat, és az összegvektort tükrözöm, ugyanazt a vektort kapom, mintha először tükrözném egyenként a vektorokat, és utána adnám össze őket.

A((u)= ((Au) szintén teljesül, hiszen ha először megnyújtom a vektort, és utána tükrözöm, akkor ugyanazt a vektort kapom, mint ha tükrözés után nyújtanám meg a vektort. Tehát a leképezés lineáris.

b) A(u+v)=A(u)+A(v) teljesül, hiszen ha először összeadom a vektorokat, és az összegvektort forgatom, ugyanazt a vektort kapom, mintha először elforgatnám egyenként a vektorokat, és utána adnám össze őket.

A((u)= ((Au) szintén teljesül, hiszen ha először megnyújtom a vektort, és utána elforgatom, akkor ugyanazt a vektort kapom, mint ha elforgatás után nyújtanám meg a vektort. Tehát a leképezés lineáris.

c) A(u+v)=A(u)+A(v) teljesül, hiszen (f+g)’=f’+g’.

A((u)= ((Au) szintén teljesül, hiszen ((f)’=(f’. Tehát a leképezés lineáris.

d) A(u+v)=A(u)+A(v) teljesül, hiszen 
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A((u)= ((Au) szintén teljesül, hiszen 
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. Tehát a leképezés lineáris.

e) A(u+v)=A(u)+A(v) nem teljesül, hiszen 
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. Tehát a leképezés nem lineáris.

f) A(u+v)=A(u)+A(v) nem teljesül, hiszen 
[image: image4.wmf]2
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. Tehát a leképezés nem lineáris.

2.)

a) Vegyük példának azt a leképezést amikor A: V1 ( V2 , V1 = V2 a térvektorok szokásos tere. A: síkra vetítés. Ekkor minden térvektor képe egy adott síkbeli vektor lesz (azon síkbeli, mely síkra a vetítés történik). Ekkor a térben természetesen találhatunk három lineárisan független vektort, ám ezek képe mind síkbeli vektor lesz. A síkban pedig bármely vektor kifejezhető két nem párhuzamos vektor lineáris kombinációjaként. Ez tehát azt jelenti, hogy 3 síkvektor már nem alkothat lineárisan független rendszert, így az állítás nem igaz, hiszen megadtunk egy ellenpéldát.

b) Vektorok akkor alkotnak lineárisan független rendszert, ha lineáris kombinációjuk csak úgy állítja elő a nullvektort, hogy minden vektor együtthatója 0. Tehát 
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 csak úgy teljesülhet, ha  
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.Kihasználjuk, hogy a leképezés lineáris, így az egyenlet a következő formába írható: 
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. De az A(c1), … , A(ck) vektorokról tudjuk, hogy ezek lineárisan függetlenek, tehát a nullvektort csak úgy állíthatják elő ha 
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. Így tehát c1, … , ck valóban lineárisan függetlenek, ha A(c1), … , A(ck) vektorok lineárisan függetlenek.

c) Ha c1, … , ck generátorrendszer V1-ben, akkor ez azt jelenti, hogy 
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-re létezik a c1, … , ck vektorrendszernek egy olyan lineáris kombinációja, melyre 
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. Kihasználjuk, hogy a leképezés lineáris, ezért az egyenletet ilyen alakba írhatjuk: 
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, ami pedig pont azt jelenti, hogy a képtér minden eleme előáll az A(c1), … , A(ck) vektorok lineáris kombinációjaként, tehát az A(c1), … , A(ck) vektorok generátorrendszert alkotnak Im A-ban.

3.)

a) Ha egy polinomot egy (0 konstanssal szorzok, akkor a polinom fokszámak nem változik, csak az együtthatók változnak. Így a képtér szintén a legfeljebb100-adfokú polinomok vektortere lesz, a magtér pedig az azonosan 0 polinom lesz. Így dim(Im A)=101, dim (Ker A)=0.

b) Ha egy polinomot deriválunk, akkor a polinom fokszáma eggyel csökken. Így az x(p’(x) polinom fokszáma megegyezik az eredeti polinom fokszámával. Ha a leképezésünk ilyen alakú: p(x) ( p(x) - x p’(x), akkor a képtér szintén a legfeljebb századfokú polinomok vektortere lesz, azonban vegyük figyelembe, hogy ha p(x)=ax, akkor p(x) - x p’(x)=0. Így a képtérben egyrészt nem szerepelnek elsőfokú polinomok, másrészt a képtérben levő polinomok egyikében sem lesz elsőfokú tag. Továbbá a magteret az elsőfokú és az azonosan 0 polinomok alkotják. Ezért dim(Im A)=100, dim(Ker A)=1.

c) A tengelyes tükrözés során síkvektor képe síkvektor. Továbbá tengelyes tükrözés során csak a nullvektor képe lehet nullvektor. A magtér tehát a nullvektor. Így tehát dim(Im A)=2, dim (Ker A)=0.

d) Térvektorok adott síkra történő merőleges vetítésekor minden térvektor képe síkvektor lesz, továbbá minden olyan térvektor képe a nullvektor lesz, melyek merőlegesek az adott síkra. A magtér tehát az adott síkra merőleges vektorok halmaza és a nullvektor. Így dim(Im A)=2, dim (Ker A)=1.

e) Síkvektor képe elforgatás után síkvektor lesz, és az elfogatás során csak a nullvektor képeként állhat elő nullvektor. Így tehát dim(Im A)=2, dim (Ker A)=0.

f) Deriválás során minden polinom fokszáma eggyel csökken. Így a képtér a max. 99-fokú polinomok vektortere lesz. Továbbá a konstans polinom deriváltja 0, így a magteret az azonosan 0 és a konstans polinomok adják. Tehát dim(Im A)=100, dim (Ker A)=1.
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